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Beispiel 1.2. Ω endliche (oder abzählbare) Menge,F = 2Ω (”diskreter messbarer Raum“)

Beispiel-Instanzen:

• Wurf einer Münze,Ω = {K,Z}
• Wurf eines Würfels,Ω = {1, 2, . . . , 6}
• Dreifacher Würfelwurf,Ω = {1, 2, . . . , 6}3 (= {(a1, a2, a3) ∶ ai ∈ {1, . . . , 6}})
• Wartezeit, bis in einer Münzwur�olge der erste Erfolg kommt,Ω = N0

AbgesehenvonmaßtheoretischenSchwierigkeiten im überabzählbarenFall, die dann i.A. dieWahlF = 2Ω unmöglich
machen – vgl. z.B. [G, Satz 1.5], (”Warum so vorsichtig?“) –, hilft eine σ-Algebra auch bei derModellierung unter-
schiedlicher ”Informationsgenauigkeit“:

Bemerkung. F modelliert, welche Ereignisse wir beobachten können, z.B.

Ω = {1, . . . , 6}, F = �∅,{2, 4, 6},{1, 3, 5},{1, . . . , 6}�
entspricht folgendemZufallsexperiment: Jemandwirft einen 6er-Würfel, verrät uns nur, obAugenzahl gerade oder
ungerade.
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De�nition 1.3. (Ω,F) ein messbarer Raum. Eine Abbildung P ∶ F → [0, 1]mit

(N) P (Ω) = 1 (”Normierung“) und

(A) A1,A2, ⋅ ⋅ ⋅ ∈ F paarw. disjunkt ⇒ P� ∞⋃
n=1An� = ∞�

n=1P (An) (”σ-Additivität“)

heißt einWahrscheinlichkeitsmaß (auf (Ω,F)).
Ein solches Tripel (Ω,F , P ) heißt einWahrscheinlichkeitsraum.
FürA ∈ F nennen wir P (A) die Wahrscheinlichkeit (des EreignissesA unter demMaß P ).

Beispiel 1.4 (diskreter Wahrscheinlichkeitsraum). Ω endlich oder abzählbar, p ∶ Ω → [0, 1] Abbildung mit∑
ω∈Ωp(ω) = 1.

P (A) ∶= �
ω∈Ap(ω), A ⊂ Ω

de�niert ein Wahrscheinlichkeitsmaß auf (Ω, 2Ω).
p heißt die (Wahrscheinlichkeits-)Gewichtsfunktion vonP , p(ω) heißt das (Wahrscheinlichkeits-)Gewicht vonω.
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Beispiel-Instanzen (für diskrete Wahrscheinlichkeitsräume)

1. Uniforme Verteilung auf einer endlichen Menge: ∣Ω∣ < ∞, p(ω) = 1∣Ω∣ sind die Gewichte der uniformen
Verteilung aufΩ. Das zugehörige P heißt oft auch die Laplace-Verteilung1 (aufΩ).

(a) (Wurf eines fairen 6er-Würfels) Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, p(ω) = 1/6 für ω ∈ Ω
(b) (dreimaliger Wurf eines fairen 6er-Würfels) Ω = {(ω1,ω2,ω3) ∶ ωi ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6} für i = 1, 2, 3},

p((ω1,ω2,ω3)) = 1/63 = 1/216
(c) (n verschiedene Objekte / Zahlen in zufälliger Reihenfolge)

Ω = {(x1, x2, . . . , xn) ∶ x1, . . . , xn ∈ {1, 2, . . . , n} paarweise verschieden}
(”symmetrische Gruppe der Ordnung n“), p((x1, x2, . . . , xn)) = 1/n!

2. Ein verfälschter Münzwurf: Ω = {Kopf,Zahl}, p(Kopf) = 0.6 = 1 − p(Zahl)
3. Eine winziges Modell für Spam, das Sprache und Status einer Email betrachtet:

Ω = {Deutsch,Englisch} × {Spam,keinSpam},
p�(Deutsch,Spam)� = 0.2,p�(Deutsch,keinSpam)� = 0.1,p�(Englisch,Spam)� = 0.6,p�(Englisch,keinSpam
0.1

4. Anzahl Würfe, bevor beim wiederholten fairen Münzwurf zum ersten Mal Kopf kommt: Ω = N0, p(n) =(1/2)n ⋅ (1/2) = 2−n−1 für n ∈ Ω
1nach Pierre-Simon Laplace, 1749–1827
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Lemma 1.5. Sei (Ω,F , P ) einWahrscheinlichkeitsraum,A,B,A1,A2, ⋅ ⋅ ⋅ ∈ F , so gilt
P (∅) = 0 (1.1)

P (A ∪B) + P (A ∩B) = P (A) + P (B) (endliche Additivität), (1.2)
insbesondere P (A) + P (Ac) = 1

A ⊂ B ⇒ P (A) ≤ P (B) (Monotonie) (1.3)

P� ∞⋃
n=1An� ≤ ∞�

n=1P (An) (σ-Subadditivität) (1.4)

An ↗n→∞ A (d.h.A1 ⊂ A2 ⊂ . . . mitA = ∪∞
n=1An)

oderAn ↘n→∞ A (d.h.A1 ⊃ A2 ⊃ . . . mitA = ∩∞
n=1An),

so gilt P (A) = lim
n→∞P (An) (σ-Stetigkeit) (1.5)






