KAPITEL 1. GRUNDLEGENDES, r.1. EREIGNISSE UND WAHRSCHEINLICHKEITEN S.7
Beispiel 1.2. () endliche (oder abzihlbare) Menge, F = 2% (,diskreter messbarer Raum®)

Beispiel-Instanzen:
* Wurf einer Miinze, (2 = { K, Z}
» Wurf eines Wiirfels, (2 = {1,2,...,6}
* Dreifacher Wiirfelwurf, Q = {1,2,....6}3 (= {(ay,a2,a3) :a; € {1,...,6}})

* Wartezeit, bis in einer Miinzwurffolge der erste Erfolg kommt, {2 = Nj

Abgesehen von mafitheoretischen Schwierigkeiten im iiberabzihlbaren Fall, die danni.A. die Wahl F = 2 unméglich
machen - vgl. z.B. [G, Satz 1.5], (,,Warum so vorsichtig?) —, hilft eine o-Algebra auch bei der Modellierung unter-
schiedlicher ,Informationsgenauigkeit®:

Bemerkung. F modelliert, welche Ereignisse wir beobachten kénnen, z.B.
Q={1,...,6}, F={2,{2,4,6},{1,3,5},{1,...,6}}

entspricht folgendem Zufallsexperiment: Jemand wirft einen 6er-Wiirfel, verrit uns nur, ob Augenzahl gerade oder
ungerade.
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Definition 1.3. (§2, F) ein messbarer Raum. Eine Abbildung P : F — [0, 1] mit

(N) P(Q)=1 (,Normierung“) und
(A) Ay, Ay, -+ € F paarw. disjunkt = P( g An) - Y P(A,)  (,0-Additivitit)
n=1 n=1

heiflt ein Wabrscheinlichkeitsmafs (auf (§2, F)).
Ein solches Tripel (£2, F, P) heiflt ein Wabrscheinlichkeitsraum.
Fir A € F nennen wir P(A) die Wahrscheinlichkeit (des Ereignisses A unter dem Maf3 P).

Beispiel 1.4 (diskreter Wahrscheinlichkeitsraum). €2 endlich oder abzihlbar, p : € — [0,1] Abbildung mit

X p(w) =1
P(A):=) p(w), AcQ
weA
definiert ein Wahrscheinlichkeitsmaf§ auf (€2, 2). N\

p heifdt die (Wahrscheinlichkeits-)Gewichtsfunktion von P, p(w) heift das (Wahrscheinlichkeits-)Gewicht von w\g

Ofpban = P20,  FPIA) = v L
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Beispiel-Instanzen (fir diskrete Wahrscheinlichkeitsriume)

1. Uniforme Verteilung auf einer endlichen Menge: |©2| < oo, p(w) = ﬁ sind die Gewichte der uniformen
Verteilung auf (). Das zugehorige P heif$t oft auch die Laplace-Verteilung' (auf 2).

(a) (Wurf eines fairen Ger-Wiirfels) 2= {1,2,3,4,5,6}, p(w) = 1/6 fiirw € Q)

(b) (dreimaliger Wurf eines fairen Ger-Wirtels) €2 = {(w1,wq,ws) + w; € {1,2,3,4,5,6} furi = 1,2, 3},
p((wr,we,w3)) =1/63=1/216

(c) (n verschiedene Objekte / Zahlen in zufilliger Reihenfolge)

Q={(x1,29,...,2n) 1 x1,..., 2, € {1,2,...,n} paarweise verschieden }
(wsymmetrische Gruppe der Ordnung n), p((x1, 2, ..., x,)) = 1/n!
2. Ein verfilschter Minzwurf: 2 = {Kopf, Zahl}, p(Kopf) = 0.6 = 1 — p(Zahl)
3. Eine winziges Modell fiir Spam, das Sprache und Status einer Email betrachtet: Koo, Q P Al

() = {Deutsch,Englisch} x {Spam, keinSpam}, &

p((Deutsch, Spam)) = O.Q,p((Deutsch, keinSpam)) = O.l,p((Englisch, Spam)) = O.6,p((Englisch,kei

0.1

4. Anzahl Wiirfe, bevor beim wiederholten fairen Miinzwurf zum ersten Mal Kopf kommt: Q) = Ny, p(n) =
(1/2)7-(1/2) =27 fiirm € Q

‘nach Pierre-Simon Laplace, 1749-1827
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S. 10

Lemma v.s. Sei (€2, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, A, B, A;, Ag,--- € F, so gilt

A (/\:q

2w (1.2)

P(2) =0

P(AuB)+ P(AnB)=P(A)+ P(B) (endliche Additivitit),
insbesondere P(A) + P(A) =1  ( beachke

u

Ac B= P(A)< P(B) (Monotonie) ?(AO'AC ){'P(ﬁ)\ (1.3)

P( U An) <Y P(4,)  (o-Subadditiviti)
n=1 n=1

Ay 7Moo A(dh.Ajc Ayc . mitA=U2 Ay
oder A, Nynoo A(dh. A1 D Ay ... mit A=nA),
sogilt P(A) = lim P(A,) (o-Stetigkeit)

n—oo

(A s
PUB) = P(gofobun) = 2-PF) =

Tells AnB =% ° P(AOR) =P(AvBuBufbo.)
— A

(1.4)
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wolots  A\Ri= AaRe Pa(;v‘\:ﬁsw’?ﬂt

P (AR + R + PANR)

P e +’PCP<QB>

N~—"~
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PC(ALR) +~ P(ANTR) =

&~ C/‘g\
PCAY 2o () + P(BNA) = P(R)
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