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Zusammenfassend haben wir bewiesen:

Satz 5.1 (Satz vondeMoivre-Laplace2, lokaleNormalapproximationderBinomialverteilung). SeiC > 0,p ∈ (0, 1),
ϕ(z) = 1√

2π
exp � − 1

2z
2�

die Dichte der Standard-Normalverteilung. Mit

zn(k) ∶= k − np�
np(1 − p)

gilt

lim
n→∞ max

k ∶ ∣k−np∣≤C√
n
� Binn,p({k})

1�
np(1−p)ϕ�zn(k)� − 1� = 0.

2Abraham deMoivre, 1667–1754; Pierre-Simon Laplace, 1749–1827
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Korollar 5.2 (Normalapproximation der Binomialverteilung). Sei p ∈ (0, 1),Zn ∼ Binn,p, setze

Z∗
n ∶= Zn − np�

np(1 − p).
Dann gilt für −∞ ≤ a < b ≤ ∞

lim
n→∞P (a ≤ Z∗

n ≤ b) = � b

a
ϕ(z)dz.

a b
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Sei nun a = −∞ < b <∞:
Zu ε > 0wähle a′ < 0 so, dass für n ∈ N

P (Z∗
n < a′) ≤ P (∣Z∗

n ∣ > ∣a′∣) ≤ 1(a′)2 < ε4
(mit Chebychev-Ungleichung, Satz 4.1) und

� a′
−∞ ϕ(z)dz < ε

4

gilt. Dann ist für n genügend groß

�P (Z∗
n ≤ b) − � b

−∞ϕ(z)dz� ≤ �P (a′ ≤ Z∗
n ≤ b) − � b

a′ ϕ(z)dz� + �P (Z∗
n < a′)� +� a′

−∞ ϕ(z)dz
≤ ε

2
+ ε
4
+ ε
4
= ε.

Der Fall b =∞ kann analog behandelt werden (Übung).
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Bemerkung 5.3 (Stetigkeitskorrektur). Für numerische Approximationen betrachtet man oft

Binn,p�{k, k + 1, . . . , �}� ≈ Φ� � + 1
2 − np�

np(1 − p)� −Φ� k − 1
2 − np�

np(1 − p)�
für 0 ≤ k ≤ � ≤ n (mitΦ(x) = ∫ x−∞(2π)−1/2e−z2/2 dz der Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung).

Man betrachtet also Histogramm-Balken wie im Beweis von Kor. 5.2, die aber jeweils an zn(k) ”zentriert“ sind.

ϕ(zn(k))

zn(k) zn(k + 1)= zn(k) + 1/�np(1 − p)
a b

z

ϕ(z)
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Binn,p�{k, k + 1, . . . , �}� ≈ Φ� � + 1
2 − np�

np(1 − p)� −Φ� k − 1
2 − np�

np(1 − p)�
Die numerische Approximation ist (speziell für eher kleine Werte von n) meist besser mit ”Stetigkeitskorrektur“,
Beispiele:

n p k � Binn,p({k, k + 1, . . . , �}) Approx. ohne Approx. mit
15 0,3 5 9 0,4809 0,3835 0,4976
50 0,3 9 15 0,5509 0,4680 0,5389
1000 0,3 250 290 0,2567 0,2448 0,2558

Hierbei gibt ”Approx. ohne“ jeweils denWertΦ� �−np�
np(1−p)� −Φ� k−np�

np(1−p)� und
”Approx. mit“ denWertΦ� �+0,5−np�

np(1−p)� −Φ� k−0,5−np�
np(1−p)� an (jeweils auf 4Nachkommastellen gerundet).
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Bericht und De�nition 5.4. Der Sachverhalt aus Korollar 5.2 wird auch ausgesprochen als ”Konvergenz in Ver-
teilung“:

Xn �→
n→∞X in Verteilung �auchXn

d�→
n→∞X oder Xn

L�→
n→∞X geschrieben�,

wenn gilt
lim
n→∞P (Xn ≤ x) = P (X ≤ x) � = FX(x)�

für jedes x ∈ R, an dem FX stetig ist.
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Beispiel (”Macht entschlossenerMinderheiten“). An einerWahl zwischenVorschlagA undVorschlagB nehmen
100.000 Wähler teil. Darunter sind 300, die fest entschlossen sind, für VorschlagA zu stimmen; die übrigen sind
unentschlossen und entscheiden sich (in unseremModell) unabhängig per fairemMünzwurf zwischen den beiden
Vorschlägen. Wie wahrscheinlich ist es, dass VorschlagA die Mehrheit erhält?
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Satz 5.5 (”Zentraler Grenzwertsatz“). SeienX1,X2, . . . u.i.v. reelle ZVn ∈ L 2 mit Var[X1] ∈ (0,∞), dann gilt
für −∞ ≤ a < b ≤ ∞

lim
n→∞P�a ≤ X1 +⋯ +Xn − nE[X1]�

nVar[X1] ≤ b� = P (a ≤ Z ≤ b) mitZ ∼ N0,1

Bemerkung.Korollar 5.2 ist ein Spezialfall dieses Satzes, indemmanZn ∼ Binn,p darstellt alsZn =X1+X2+⋯+Xn

mitXi u.i.v.,X1 ∼ Berp.

Beobachtung. Die Aussage von Satz 5.5 gilt trivialerweise (sogar für festes n ∈ N), wennXi ∼ N0,1, da dann

X1 +⋯ +Xn√
n

∼ N0,1

vgl. Beispiel 2.28.
DieBeweisidee für Satz 5.5 ist den allgemeinenFall auf diesenSpezialfall zurückzuführen.Wirbetrachten als Ergänzung
in Abschnitt 5.1 den Beweis.
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5.1 Beweis von Satz 5.5∗
SeienX1,X2, . . . u.i.v. reelle ZVn ∈ L 2 mit Var[X1] ∈ (0,∞). Wir möchten zeigen, dass für −∞ ≤ a < b ≤ ∞
gilt

lim
n→∞P�a ≤ X1 +⋯ +Xn − nE[X1]�

nVar[X1] ≤ b� = P (a ≤ Z ≤ b) mitZ ∼ N0,1

Wir können o.E. E[X1] = 0,Var[X1] = 1 annehmen, ansonsten betrachten wir

X̃i ∶= Xi −E[X1]�
Var[X1] .

Lemma 5.6. X1,X2, . . . u.i.v. reelle ZVn, Xi ∈ L2 mit E[Xi] = 0, Var[Xi] = 1, f ∶ R → R dreimal stetig
di�erenzierbar, die ersten drei Ableitungen seien gleichmäßig beschränkt. Dann gilt

lim
n→∞E�f�X1 +⋯ +Xn√

n
�� = E�f(Z)�

mitZ ∼ N0,1.

Beweis. SeienZ1, Z2, . . . u.i.v., ∼ N0,1, unabhängig von denXi, schreibe

f�X1 +⋯ +Xn√
n

� − f�Z1 +⋯ +Zn√
n

�
= n∑

i=1 �f�Wi,n + Xi√
n
� − f�Wi,n + Zi√

n
�� (5.1)

mit

Wi,n ∶= 1√
n
�X1 +X2 +⋯ +Xi−1 +Zi+1 +Zi+1 +⋯ +Zn�.
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Taylor-Enwicklung (im PunktWi,n) liefert

f�Wi,n + Xi√
n
� − f�Wi,n + Zi√

n
�

= f ′�Wi,n�Xi −Zi√
n
+ 1
2
f ′′�Wi,n�X2

i −Z2
i

n
+Ri,n

mit

�Ri,n� ≤ �f ′′�Wi,n + ϑi,n� − f ′′�Wi,n��X2
i

2n
+ �f ′′�Wi,n + ϑ̃i,n� − f ′′�Wi,n��Z2

i

2n

wobei ∣ϑi,n∣ ≤ ∣Xi∣√
n
, ∣ϑ̃i,n∣ ≤ ∣Zi∣√

n
.

MitC2 ∶= sup
x∈R �f ′′(x)�, C3 ∶= sup

x∈R �f ′′′(x)� gilt für jedesK > 0:
�Ri,n� ≤ C3

K3

2n3/21{∣Xi∣≤K} +C2
X2

i

n
1{∣Xi∣>K} +C3

∣Zi∣3
n3/2 .

Nehme Erwartungswert in (5.1):

�E�f�X1 +⋯ +Xn√
n

�� −E�f(Z)��
= � n∑

i=1 � E�f ′�Wi,n�Xi −Zi√
n

�
������������������������������������������������������������������������������������������������������������������=E[f ′(Wi,n)]E[Xi−Zi]/√n=0

+ E�1
2
f ′′�Wi,n�X2

i −Z2
i

n
����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������=E[f ′′(Wi,n)]E[X2

i −Z2
i ]/(2n)=0

+E�Ri,n���

≤ n∑
i=1E�∣Ri,n∣� ≤ n�C3

K3

2n3/2 + C2

n
E�X2

11{∣X1∣>K}� + C3

n3/2E�∣Z1∣3��,
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also

lim sup
n→∞ �E�f�X1 +⋯ +Xn√

n
�� −E�f(Z)�� ≤ C2E�X2

11{∣X1∣>K}� �→
K→∞ 0

Beweis von Satz 5.5. Seien −∞ < a < b <∞. Zu 0 < ε < b−a
2 wähle f1, f2, die den Voraussetzungen von Lemma 5.6

genügen und
1[a+ε,b−ε] ≤ f1 ≤ 1[a,b] ≤ f2 ≤ 1[a−ε,b+ε]

erfüllen (siehe Skizze).

x
a − ε a a + ε b − ε b b + ε

f2(x)
f1(x)

Es ist

P�Z ∈ [a + ε, b − ε]� ≤ E�f1(Z)� = lim
n→∞E�f1�X1 +⋯ +Xn√

n
��

≤ lim inf
n→∞ P�X1 +⋯ +Xn√

n
∈ [a, b]�

≤ lim sup
n→∞ P�X1 +⋯ +Xn√

n
∈ [a, b]�

≤ lim
n→∞E�f2�X1 +⋯ +Xn√

n
�� = E�f2(Z)� ≤ P�Z ∈ [a − ε, b + ε]�,

mit ε ↓ 0 folgt die Behauptung.
Die Fälle a = −∞ oder b = +∞ kann man analog behandeln.


