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Zusammenfassend haben wir bewiesen:

Satz s.1 (Satz von de Moivre-Laplace?, lokale Normalapproximation der Binomialverteilung). Se C' > 0, p € (0,1),

1 1.2
p(z) = mexp(‘az )

die Dichte der Standard-Normalverteilung. Mit s G
_ d’ﬂg \ L ﬁ
Zn(k) = \%M(\A ~ €

gilt
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*Abraham de Moivre, 1667-1754; Pierre-Simon Laplace, 1749-1827
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Korollar 5.2 (Normalapproximation der Binomialverteilung). Sez p € (0,1), Z, ~ Bin,, , setze

e Snonp
S ) Pl i)
Dann gilt fiir —oo < a < b < o0 b ~
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Seinuna = —o0 < b < co:
Zu e > 0 wihle a’ < 0 so, dass fiirn € N
) . 1 €
P(Z:<a") < P(|Z] > |d]) < (@) <7
(mit Chebychev-Ungleichung, Satz 4.1) und
a’ c
dz < —
[ _p(z)dz <
gilt. Dann ist ftir n gentigend grof$
b b a’
‘P(Z{; <b) - f ©(2) dz’ < ’P(a' <Zr<b)- // ©(2) dz‘ +|P(Z; < d)|+ / ©(z)dz
- e € € ’ -
<—+-—-+-=¢.
2 4 4
Der Fall b = 0o kann analog behandelt werden (Ubung). []
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Bemerkung s.3 (Stetigkeitskorrektur). Fiir numerische Approximationen betrachtet man oft

€+%—np )_q)( k—%—np )
vnp(l-p) vnp(l-p)

fiir 0 < k <l <n(mit &(x) = [*_(27)"2e %°/2 dz der Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung).

Bin,,({k, k+1,...,0}) = CD(

Man betrachtet also Histogramm-Balken wie im Beweis von Kor. 5.2, die aber jeweils an 2, (k) ,zentriert” sind.
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Bin, ,({k. k+1,...,(})

R

CD( €+%—np

vnp(1-p)

RS

vnp(1-p)

Die numerische Approximation ist (speziell fiir eher kleine Werte von 1) meist besser mit ,Stetigkeitskorrektur,

Beispiele:
n | p| k| € |Bin,,({k,k+1,...,¢}) | Approx. ohne | Approx. mit
15 03] 5 | 9 0,4809 0,3835 0,4976
SO |03 9 | IS 0,5509 0,4680 0,5389
1000 | 0,3 | 250 | 290 0,2567 0,2448 0,2558
Hierbei gibt ,,Approx. ohne® jeweils den Wert Cb(%) — @(%) und

LApprox. mit“ den Wert CD(

{+05-np

Vnp(1-p)

)- @

( k-0p—np

/—np(l_p)) an (jeweils auf 4 Nachkommastellen gerundet).
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Bericht und Definition s.4. Der Sachverhalt aus Korollar 5.2 wird auch ausgesprochen als ,,Konvergenz in Ver-
teilung®:
X, — X in Verteilung (auch X, X oder X, -, X geschrieben),

n—>00 n—>00 n—>00
wenn gilt

lim P(X, <z)=P(X <z) (=Fx(z))

n—>00

fiir jedes € R, an dem F'y stetig ist.
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Beispiel (,Machtentschlossener Minderheiten®). An einer Wahl zwischen Vorschlag A und Vorschlag B nehmen
100.000 Wihler teil. Darunter sind 300, die fest entschlossen sind, ftir Vorschlag A zu stimmen; die Gbrigen sind
unentschlossen und entscheiden sich (in unserem Modell) unabhingig per fairem Miinzwurf zwischen den beiden
Vorschligen. Wie wahrscheinlich ist es, dass Vorschlag A die Mehrheit erhale?

Se V= Az 4 unedslloccancr Wkl die
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Satz 5.5 (,Zentraler Grenzwertsatz*). Seien X1, Xo, ... n.iv. reelle ZVn € £? mit Var[ X1] € (0, 00), dann gilt
fiir—oco <a<b< oo
X1+ + X, —-nE[X
lim P(a s I ESipe
n=eo nVar[ X1 ]

):P(ag Z <b) mitZ ~ Ny

:/Z\_QQL_'EI/\/:O und Voav = 1

Bemerkung. Korollar 5.2 ist ein Spezialfall dieses Satzes, indem man Z,, ~ Bin,, , darstelltals Z,, = X7+ Xo+---+ X,
mit X; uiv., X; ~ Ber,.

Beobachtung. Die Aussage von Satz s.5 gilt trivialerweise (sogar fiir festes n € N), wenn X; ~ Ny 1, da dann
X 1+ -+ Xn
NZD

~Noa

vgl. Beispiel 2.28.

Die Beweisidee fiir Satz 5.5 ist den allgemeinen Fall auf diesen Spezialfall zurtickzuftihren. Wir betrachten als Erginzung
in Abschnitt 5.1 den Bewelis.
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s.1 Beweis von Satz s.5*

Seien X1, Xy, ... w.iv. reelle ZVn € Z? mit Var[ X ] € (0, o). Wir mdchten zeigen, dass fiir —oo < a < b < o0
gilt
X1+-+ X, -nE[X{] b

nVar[ X1 ]

lim P(a <

n—oo

)= Pla<Z<b) micZ~ Ny

Wir konnen o.E. E[ X ] = 0, Var[ X ] = 1 annehmen, ansonsten betrachten wir
~ X, -E[X
Xz' = [ 1] .
Var[ X ]

Lemma s5.6. X1, Xo,... niv. reelle ZVn, X; € L2 mit E[X;] = 0, Var[X;] = 1, f : R - R dreimal stetig
differenzierbar, die ersten drei Ableitungen seien gleichmd(Sig beschréinkt. Dann gilt

N v | R )

mit 4 ~ ./\/’071.

Beweis. Seien Zy, Zs, . .. u.iv., ~ Nj1, unabhingig von den X, schreibe

Xi+-+X, i+ + 2y
f( Jn )_f( Jn )

Y X Z
-5 (1 ) 2)

mit
Wiy = L(X1 # Xy bk Xy 4 Zia 4 L+ 2y
) \/ﬁ
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Taylor-Enwicklung (im Punkt W; ) liefert

Xi Z;
f( ,n \/ﬁ) - f( ,n \/ﬁ)
X;-Z; 1 X -Z;

:f,(VVi,n) \/ﬁ +§f”(VVZ”n) - ! +Ri,n
mit
" " X22 I 3 1 Z2
Rl < 17" (Won ) = £ (Wan) 1 (W i) = £ (Wan )5
wobei [#;,] < 2L 17 < 12

S Vn vn
Mit Cy := sup | f"(z)|, Cs :=sup|f"” (z)| gilt fiir jedes K > 0:
reR reR

K3 X? ix
‘Ri,n < C3W1{|Xi|sl(} + 0271{|X¢I>K} +C3 n3/2"

Nehme Erwartungswert in (s.1):

ﬁ ] +E[lf~(mn)X2n221 +E[R;. ])‘

ELX Z]/fo E[f(W; ) JELX222)/(20)-0
K3 C’ C
( 2]}j“z’[‘)<711{|X1|>[(}] 3?2EU21|3])7

= ’ i
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also

(T 7)) Rl )

lim sup

Tn—>00

< GE[XP 1) ] — 0

[]

Beweis von Satz 5.5. Seien —co < a<b< o0.Zul<e< b_Ta wihle f1, fo, die den Voraussetzungen von Lemma 5.6

geniigen und
1[a+g,b—5] < fl < 1[a,b] < f2 < 1[a—€,b+5]

erfullen (siehe Skizze).

—gr
AVA AN

a-caa+e b—c b bte

Es ist

X1+ +Xn)]

P(Ze[a+5,b—€])£E[f1(Z)]:ALH(}OE[fl( Jn

<lmint PSS o)
: X1 +\/ﬁ+ X,
< hin_)soljp P( NG € [a,b])
< AH{}OE[fz(Xl +\./“ﬁ+ Xn)] =E[fo(Z)]| < P(Zela-e,b+e]),

mit € | 0 folgt die Behauptung.

Die Fille a = —oo oder b = +00 kann man analog behandeln. []



