
Kapitel 3

Erwartungswert, Varianz und Kovarianz

Der Erwartungswert ist eine wichtige Kenngröße der Verteilung einer reellwertigen ZufallsvariableX , er gibt eine
Antwort auf die – etwas salopp formulierte – Frage ”Wie groß istX typischerweise?“

3.1 Diskreter Fall

SeiX reelleZVmit abzählbaremWertebereich (auf einemW’raum (Ω,F , P )de�niert), d.h. es gibt eine abzählbare
Menge S = SX ⊂ Rmit P (X ∈ S) = 1 undLP(X) hat Gewichte P (X = x), x ∈ S.
De�nition 3.1. X besitzt einen Erwartungswert, wenn

�
x∈SX

∣x∣P (X = x) <∞
gilt, man schreibt dies auch alsX ∈ L1 (bzw.X ∈ L1(P ), wenn das zugrundeliegende W’maß P nicht aus dem
Kontext klar ist).
In diesem Fall heißt

E[X] ∶= �
x∈SX

xP (X = x)
der Erwartungswert vonX .
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ZVX ∈ L1 ∶ ⇐⇒ �
x∈SX

∣x∣P (X = x) <∞, dann setzt man E[X] = �
x∈SX

xP (X = x)
Bemerkung. Die Summe∑x∈SX xP (X = x) ist dann wohlde�niert (unabhängig von der Summationsreihenfol-
ge) und es gilt ∣E[X]∣ ≤ ∑x∈SX ∣x∣P (X = x) <∞.

Ein ”Gegenbeispiel“:

P (X = n) = P (X = −n) = 1

2n(n − 1) für n = 2, 3, . . .
(es ist ∑∞

n=2 2 1
2n(n−1) = ∑∞

n=2 � 1
n−1 − 1

n� = 1, d.h. dies sind W’gewichte), wenn man die Werte durchnummerierte
mit x2i = i + 1, x2i−1 = −i − 1, i ∈ N, so wäre

∞�
j=1xjP (X = xj) = lim

N→∞
N�
j=1xjP (X = xj) = 0,

andererseits ist∑∞
j=1 ∣xj ∣P (X = xj) = ∑∞

n=2 n
n(n−1) = ∑∞

k=1 1
k =∞.
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Bemerkung 3.2. 1. Falls ∣Ω∣ <∞, so besitzt jede ZV eine Erwartungswert und es gilt

E[X] = �
ω∈ΩP ({ω})X(ω).

2. WennX endlich vielemöglicheWertex1, . . . , xn (mit Gewichten p(xi) = P (X = xi)) hat, so besitzt es einen
Erwartungswert und man kann E[X] als den ”Massenschwerpunkt“ interpretieren.

E[X]

p(x1)
x1

p(x2)
x2

p(x3)
x3

p(x4)
x4

p(x5)
x5

Auf einer Balkenwaage (deren Balken Eigengewicht 0 habe) liege an der Positionxi dasGewicht p(xi). Damit
der Balken in Ruhelage ist, muss man ihn an der Stelle∑n

i=1 xip(xi) = E[X] unterstützen, denn dann ist das
Gesamtdrehmonent (proportional zu)

n�
i=1 p(xi)(xi −E[X]) = E[X] −E[X] = 0

3. WennX ≥ 0 (bzw. P (X ≥ 0) = 1), so ist∑x xP (X = x) stets wohlde�niert (möglicherweise mit Wert +∞,
den man dann formal zulässt).
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4. Der Erwartungswert vonX muss nicht notwendigerweise einmöglicherWert vonX sein:P (X = E[X]) = 0
ist durchaus möglich, beispielsweise gilt fürW das Ergebnis eines fairenWürfelwurfs

E[W ] = 6�
w=1

1

6
w = 7

2
/∈ {1, 2, . . . , 6}

Daher kann man die Interpretation von E[X] als ”typischer Wert vonX“ i.A. nicht wörtlich nehmen.

Es gilt aber: SindX1,X2, . . . unabhängig mit derselben Verteilung wieX , so konvergiert

Mn ∶= X1 +X2 +⋯ +Xn

n
�→
n→∞E[X] =�

x

xP (X = x)
(in geeignetem Sinn), dies ist die Aussage desGesetzes der großen Zahlen, das wir später sehen werden.
Es ist nämlich

Mn =�
x

x ⋅ #{i ≤ n ∶ Xi = x}
n

und#{i ≤ n ∶ Xi = x}/n�→
n→∞P (X = x).
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Illustration:X1,X2, . . . uniform auf {1, 2, 3, 4, 5, 6},
Xn sind die schwarzen Punkte,

Mn = (X1 +X2 +⋯ +Xn)/n die blaue Linie
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5. MankannE[X] als den erforderlichenEinsatz in einem”fairen Spiel“ interpretieren, bei demman eine zufälli-
ge AuszahlungX erhält.

6. Der Erwartungswert ist eine Eigenschaft der Verteilung:L (X) =L (Y ) impliziert E[X] = E[Y ].
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Beispiel 3.3. 1. A Ereignis, so ist E[1A] = 1 ⋅ P (1A = 1) + 0 ⋅ P (1A = 0) = P (A).
2. SeiX ∼ Binn,p, n ∈ N, p ∈ [0, 1] :

E[X] = n�
k=0kP (X = k) =

n�
k=1k�

n

k
�pk(1 − p)n−k

= np n�
k=1�

n − 1

k − 1
�pk−1(1 − p)n−1−(k−1) = npBinn−1,p({0, 1, . . . , n − 1}) = np

3. SeiX ∼ Geomp, p ∈ [0, 1] : E[X] = 1 − p

p

4. SeiX ∼ Poiα, α > 0: E[X] = ∞�
n=0ne

−ααn

n!
= α ∞�

n=1 e
−α αn−1
(n − 1)! = α
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Satz 3.4 (Rechenregeln für Erwartungswerte). SeienX,Y,X1,X2, . . . , Y1, Y2, . . . ∈ L1(P ).
1. (Linearität) Für a, b ∈ R gilt aX + bY ∈ L1(P ) und

E[aX + bY ] = aE[X] + bE[Y ].
2. (Monotonie)WennX ≥ Y (es genügt P (X ≥ Y ) = 1), so gilt

E[X] ≥ E[Y ]
insbesondere gilt E[X] ≥ 0 fürX ≥ 0.

3. P (X ≥ 0) = 1 und E[X] = 0⇒ P (X = 0) = 1.
4. (Faktorisierung für unabhängige Produkte)WennX und Y unabhängig sind, so istXY ∈ L1(P ) und

E[XY ] = E[X]E[Y ].
5. (Monotone Konvergenz) SeiXn ↗n→∞ X , so gilt

lim
n→∞E[Xn] = E[X];

insbesondere für Yn ≥ 0, Y ∶= ∑∞
n=1 Yn gilt E[Y ] = ∞�

n=1E[Yn] (möglicherweise als∞ =∞).
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Beweis. 1. Z.z.: aX + bY ∈ L1(P ) und E[aX + bY ] = aE[X] + bE[Y ]
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2. Z.z.: P (X ≥ Y ) = 1�⇒E[X] ≥ E[Y ]
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3. Z.z.:X ≥ 0 und E[X] = 0�⇒ P (X = 0) = 1



KAPITEL 3. ERWARTUNGSWERT, VARIANZUNDKOVARIANZ S. 15

4. Z.z:X und Y unabhängig�⇒XY ∈ L1(P ) und E[XY ] = E[X]E[Y ].
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5. Betrachte zunächst die SituationYn ≥ 0,Y ∶= ∑∞
n=1 Yn undzeigeE[Y ] = ∞�

n=1E[Yn] (möglicherweise als∞ =∞).

Y ≥ ∑N
n=1 Yn, also

E[Y ] 2.≥ E� N�
n=1Yn� 1.= N�

n=1E[Yn]
für jedesN ∈ N, somit E[Y ] ≥ ∞�

n=1E[Yn].
Sei ε ∈ (0, 1),

τ ∶= inf �N ∈ N ∶ N�
n=1Yn ≥ (1 − ε)Y �,

n. Vor. ist (auf {Y <∞}) P (τ <∞) = 1. Setze S ∶= ∑τ
n=1 Yn.

(1 − ε)E[Y ] ≤ E[S] =�
N,s

sP (S = s, τ = N) =�
N,s

sP�τ = N,
N�
n=1Yn = s�

=�
N

E�1{τ=N} N�
n=1Yn� = �

N∈N �
1≤n≤N E[Yn1{τ=N}]

= �
n∈N �

N≥nE[Yn1{τ=N}] = �
n∈N �

N≥n�y yP (Yn = y, τ = N)
= �

n∈N�
y

yP (Yn = y, τ ≥ n) = �
n∈NE[Yn1{τ≥n}] ≤ �

n∈NE[Yn],
mit ε ↓ 0 folgt der 2. Teil der Beh.
Für den ersten Teil der Beh. (Xn ↗ X �⇒E[Xn]↗ E[X]) schreibe Yn ∶=Xn −Xn−1 (mitX0 ∶= 0),
dann verwende obiges.


