Kapitel 3

Erwartungswert, Varianz und Kovarianz

Der Erwartungswert ist eine wichtige Kenngrof3e der Verteilung einer reellwertigen Zufallsvariable X, er gibt eine
Antwort auf die — etwas salopp formulierte — Frage ,,Wie grof§ ist X typischerweise?*

3.1 Diskreter Fall

Sei X reelle ZV mitabzihlbarem Wertebereich (auf einem W’raum (€2, F, P) definiert), d.h. es gibt eine abzihlbare
Menge S = Sx ¢ Rmit P(X € .5) = 1 und Zp(X) hat Gewichte P(X =x),z € S.

Definition 3.1. X besitzt einen Erwartungswert, wenn

Y Jz|P(X =2) < o0
IESX
gilt, man schreibt dies auch als X € L1 (bzw. X € £!(P), wenn das zugrundeliegende W’mafl P nicht aus dem
Kontext klar ist).

In diesem Fall heifst
E[X]:= Z rP(X =)

Z'ESX
der Erwartungswert von X
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ZVX eLl:<—= ) |z|P(X =1z)<oo,dannsetztman E[X]|= Y zP(X =x)

:EESX :EESX

Bemerkung. Die Summe 3.5, 2P(X = x) ist dann wohldefiniert (unabhingig von der Summationsreihenfol-

ge)und es gilt [E[ X ][ < ¥ s, 7| P(X = 2) < o0. ‘
(Aussape cus dov Pucliysis: absotd  lamemele Rl
Mo i Yol Dol felye Salvniad tetnclo )

Ein ,,Gegenbeispiel”: ( A
1 —n\=
P(X=n)=P(X=-n)=——— firn=2,3,... P(X= M\ 2lal(Inl~1)
n(n— ) o.U§ {v\l$2_\

(esist Y07 o QW IR (ﬁ - 5) 1, d.h. dies sind W’gewichte), wenn man die Werte durchnummerierte
mitTo; =1+ 1,291 = -1 — 1,7 € N, so wire (M le/w,\_((@%&_

Z;ij(X T;) = hm ijP(X z;) =0, —2,2,- 37%,-¢% (l-l\

J

. 1
andererseits ist 3,72 |7;|P(X = x;) = X0 n(n 0= =Yhg =

DzLSM X bOS‘wh’}' buw %rb\/oﬁ lh\c(:)g\,\[CrP (A\M S

UU/\SQA«G«

4.
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Bemerkung 3.2. 1. Falls || < oo, so besitzt jede ZV eine Erwartungswert und es gilt

E[X]=) P({w})X(w).

we

( = xP(K=x) = =x =_PEMN-= S XaPai)
reSx xeSx WA =x X €S et Kw) =x
2. Wenn X endlich viele mdgliche Werte 21, . . . , 2, (mit Gewichten p(z;) = P(X = x;)) hat, so besitzt es einen

Erwartungswert und man kann E[ X | als den ,Massenschwerpunkt® interpretieren.

p(r1) p(r2) p(r3) p(ry) |p(xs)
I i) .. T3 Iy Xy
E[X]

Auf einer Balkenwaage (deren Balken Eigengewicht 0 habe) liege an der Position x; das Gewicht p(z;). Damit
der Balken in Ruhelage ist, muss man ihn an der Stelle Y, z;p(z;) = E[ X | unterstiitzen, denn dann ist das
Gesamtdrehmonent (proportional zu)

ip(%)(xz -E[X]) =E[X]-E[X]=0

3. Wenn X > 0 (bzw. P(X 20) =1),s0ist ), x P(X = x) stets wohldefiniert (mdglicherweise mit Wert +oo,
den man dann formal zuldsst).
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4. Der Erwartungswert von X muss nicht notwendigerweise ein méglicher Wert von X sein: P(X =E[X]) =0
ist durchaus méoglich, beispielsweise gilt fir W' das Ergebnis eines fairen Wiirfelwurfs

E[IV]= 3

w=1

1 7
—W = — 1,2,....,6
6w 2¢{77 7}

Daher kann man die Interpretation von E[ X | als ,typischer Wert von X i.A. nicht wortlich nehmen.

( (W e deloer. QXB

Es gilt aber: Sind X, X, ... unabhingig mit derselben Verteilung wie X, so konvergiert
X1+ Xo+ e+ X,

n n—>

M, : OO]E[X]:ZJ?P(XZCU)

(in geeignetem Sinn), dies ist die Aussage des Gesetzes der grofSen Zahblen, das wir spiter sehen werden.

Es ist namlich

anzx-#{iSn:Xi:az}
CSX_

n

und#{i<n: X, =z}/n— P(X =2x).

n—>00
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Ilustration: X1, X9, ... uniform auf {1,2,3,4,5,6},
X, sind die schwarzen Punkte,
M, = (X1 + X9+ -+ X;,)/n die blaue Linie

S.6

WCETIT
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S.7

Ilustration: X1, X9, ... uniform auf {1,2,3,4,5,6},
X, sind die schwarzen Punkte,
M, = (X1 + X9+ -+ X;,)/n die blaue Linie

w— (X BN J [ BN J [ ] [ _J [ _J [__ ] [ [ ] [ ]

WCETIT

H — [ ] o0 0 © [ X X ] (X J (__J [ ] [ ] o0 ©

| |
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S.8

WErt

Ilustration: X1, X9, ... uniform auf {1,2,3,4,5,6},

X, sind die schwarzen Punkte,

M, = (X1 + X9+ -+ + X)) /n die blaue Linie

| | | | | |
O 100 200 300 400 500
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5. Man kann E[ X ] als den erforderlichen Einsatzin einem ,fairen Spiel” interpretieren, bei dem man eine zufilli-

ge Auszahlung X erhilt.

6. Der Erwartungswert ist eine Eigenschaft der Verteilung: £ (X)) = Z(Y") impliziert E[ X | = E[Y'].
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Beispiel 3.3. 1. A Ereignis,soist E[14]=1-P(14=1)+0-P(14=0)=P(A).
\/‘\,\4

2. Sei X ~ Bin,,neN,pe[0,1]: ’lD(A) o l=n. (h-1)!
::zokP(X:k):i(/;@pk(l—p)” KD @:7’_?;;4 ‘
:npkil(z_i) B1(1 = p)* =D = ppBing_ ({0, 1,...,n—1}) = np i
T4
l-p

oo = 7 -4
Y ELXY = > np(rp) = pOepd 2 n (1-p)
=0 \/—_\/—/
_ a4
(oo £ (+) = 2. < 7\/—\’_ (oo 1122 P
«wM* L4 E ()
WwW=a = (4'__&_) >
4. Sei X ~ Poi,,a>0:E[X] = ine’a% = ie‘o‘(fii)' =«
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Satz 3.4 (Rechenregeln fiir Erwartungswerte). Sezen X, Y, X1, Xo, ..., Y1,Ys,... € L1(P).
1. (Linearitit) Fiir a,b € R giltaX + bY € LY(P) und
ElaX +bY ] =aE[X]+DE[Y].

2. (Monotonie) Wenn X >'Y (es gendigt P(X >Y') = 1), so gilt
E[X]>E[Y]
inshesondere gilt B[ X ] > 0 fiir X > 0.
32 P(X>20)=1undE[X]=0=P(X =0) = L
4. (Fakrorisierung fiir unabbingige Produkte) Wenn X und Y unabhingig sind, so ist XY € L1(P) und
E[XY]=E[X]E[Y].

K/H /]

lim E[X,] = E[X]:

n—oo

§. (Monotone Konvergenzg) Sei X, /1,00 X, 50 gilt

insbesondere fiir Y, > 0,Y = Y0 Y, gilt E[Y'] = )" E[Y, | (mdglicherweise als oo = oo).

n=1
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Beweis. 1. Z.z.: aX +bY e El(ynd E[aX +bY] = aE[X] +bE[Y]

Becb. © aX +bY sl nggag Mshaed \Jedcloenext,

%ax—k—(ob : xégxlbegy}
= (2] P(aK=+b Y :2_3 (asé abaihllpan)
Z

ZE—_— ’a—i- = —
"és)n‘aei_x\h\bdp(x < Yey)

< lal. (x! ~+ fb//b

Sal= Ik PO=x, Y=Y+ (bl = 1yl P (K= Wr’g) <o

X,‘O X/‘Q
\,,/—-—-»/\ — \_/_\/———

< PO < om - 2‘3‘"’”’33

< 6o

Al

= 2 P(aX+bY =27 = T_(ox+bQ)P( Ko V-o)

= o 2P L inrp(}ffg\ = a E(X+ [ &y
P
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2. 22:P(X 2Y)=1=E[X] > E[Y] =0 afaus X<y

S
o E[X) = S x Py Ve T x TGk, V= g)
X A,La
2 2 WP(X=x V=, s :
. 9) > yP(Y=y)

- E(y)
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3.22: X >0und E[X]|=0= P(X =0)=1

Abka)zsaﬁuif ’P(X-:XQ>O 7%”6;"‘ Xs >0

)
dove wore S xPX =x) > X PR =5,

x €S
X Z0
{V

I\C_[-Olbo\ O

7
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4.Z.z: X und Y unabhingig == XY ¢ L}(P) und E[ XY ]| =E[X] E[Y].

ZZ__ \z(?(X'\/_riw = %Bé(w\

| ‘:?(X:X>7>(Y:8>

o /x/-/b}
— < Zx_lx/@(er\) < > \LS] P(Y’—‘bﬁs < =
W4 (>4‘4 \LO/‘\‘,;_

d&sc/@ﬂ QQJM«MD (Oum’&&éad v ED(‘\/}
= E[X]-HY]
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s. Betrachte zunichst die Situation Y;, > 0,Y := .77, ¥, und zeige E[Y] = > E[Y,,] (mdglicherweise als oo = o).

Y > 27];[:1 Y., also

fiir jedes N € N, somit E[Y] > Y E[Y,
n=1

Seie € (0,1),

S
—_

N
Ti=iﬂf{N€ki72 ZYnz(l—s)Y},
n=1
n. Vor. ist (auf {Y < 00}) P(7 < 00) = 1. Setze S := ), _, Y,

(1-¢)E[Y]<E[S

N
=S sP(S=5,7=N) =Y sP(r=N,} Y, =5)
N,s N,s n=1

= ;E[lhmiyn] = > > EValpony]

NeN 1<n<N

= Z ZE[YTL]'{TZN}] = Z Z ZyP(Yn:va:N)

neN N>n neN N>n vy

=Y Y yP(Y,=y,7>n) =Y E[Y,1¢,,] < ) E[Y,

neN Y
mit € | 0 folgt der 2. Teil der Beh.

Fir den ersten Teil der Beh. (X, # X =

dann verwende obiges.

neN neN

— E[X,,] # E[X])schreibe Y}, := X, — X,,_1 (mit X := 0),

hd SY= KoXY  ze

h=0

3



