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Korollar 7.4. SeiX = (Xn)n Markovkette mit ÜbergangsmatrixA = (ax,y)x,y∈S und
a
(n)
x,y = Px(Xn = y), x, y ∈ S

die n-Schritt-Übergangswahrscheinlichkeit (für n ∈ N0).
Dann gilt

a
(n+m)
x,z =�

y∈S a
(n)
x,y a

(m)
y,z , x, z ∈ S, m,n ∈ N0 (7.1)

Insbesondere istAn = (a(n)x,y ),y∈S gegeben durch
An = A ⋅A ⋅ ⋯ ⋅A���������������������������������������������������

n Faktoren

, das n-facheMatrixprodukt vonAmit sich selbst.

Das System von Gleichungen (7.1) heißt die Chapman-Kolmogorov-Gleichungen2.

2Andrey Nikolaevich Kolmogorov, 1903–1987 ; Sydney Chapman, 1888–1970
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Beispiel 7.5 (Gewöhnliche Irrfahrt auf Z). Sei p ∈ [0, 1], S = Z,
ax,y =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
p, y = x + 1,
1 − p, y = x − 1,
0, sonst

Es ist

a
(n)
x,y = a(n)0,y−x =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
� n
n+y−x

2

�p(n+y−x)/2(1 − p)(n−y+x)/2, wenn y − x ≡ n (mod 2) und ∣y − x∣ ≤ n,
0, sonst

(Wir sehen hier ein Beispiel für einen Periodene�ekt: Man kann gerade Zustände x ∈ 2Z nur zu geraden Zeiten
besuchen.)
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7.1 Tre�wahrscheinlichkeiten und erwartete Eintrittszeiten

SeiX = (Xn)n∈N0 Markovkette mit Zustandsraum S und ÜbergangsmatrixA, fürB ⊂ S sei

TB ∶= min{n ∈ N0 ∶Xn ∈ B}
die (erste) Tre�zeit vonB undXTB der Ort des ersten Besuchs inB.

Für z ∈ B sei
hz(x) ∶= Px(TB <∞,XTB = z)

Satz 7.6. hz ist die kleinste nicht-negative Lösung von⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
f(x) = 1{x=z}, x ∈ B,

f(x) =�
y

ax,yf(y), x ∈ S ∖B.
(7.2)

InMatrixschreibweise lautet die zweite Zeile von (7.2) f(x) = Af(x), x ∈ S ∖B.
Man sagt dazu auch: f ist ”harmonisch“ (bezgl.A) auf S ∖B.
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hz(x) ∶= Px(TB <∞,XTB = z), f ∶ S → [0,∞) eine Lösung von (7.2), d.h.
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
f(x) = 1{x=z}, x ∈ B,

f(x) =�
y

ax,yf(y), x ∈ S ∖B.
Zu zeigen: hz ≤ f .

Bemerkung. Für die Untersuchung in Satz 7.6 könnten wir die Zustände x ∈ B absorbierendmachen, d.h. über-
gehen zu

Ã = (ãx,y)x,y∈S mit ãx,y = ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
ax,y, x /∈ B
1{y=x}, x ∈ B

Es ergibt sich damit dieselbe Lösung.
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Bemerkung 7.7 (Stochastische Lösung eines diskretenDirichlet-Problems). In der Situation von Satz 7.6 sei ∣S∣ <∞,∅ ≠ B ⊂ S, es gelte ∀x ∈ S ∶ Px(TB <∞) > 0
Dann ist für jedes g ∶ B → R das (lineare) Gleichungssystem⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

Af(x) = f(x), x ∈ S ∖B
f(x) = g(x), x ∈ B (7.3)

mitAf(x) ∶= ∑y∈S ax,yf(y) eindeutig lösbar (und nach Satz 7.6 bzw. einer leichten Erweiterung davon gegeben
durch f(x) = Ex�g(XTB)�).


