KAPITEL 7. MARKOVKETTEN S.9

Korollar 7.4. Sei X = (X,,),, Markovkette mit Ubergangsmatrix A = (azy) v yes und

o) ( Ko~ 2un
Aoy = Px(Xn:y)a Q],yES NQ‘"KLA’{Q”’U‘.
die n-Schritt-Ubergangswabrscheinlichkeit (fiir n € No). Ol,h -+ d-( )
Dann gilt X ’VA X v,
aé”;m) Z agny)ay S, x,z€S8, myneNy /\\ (7.1)
yeS UC/\,J/\ v
d,\ng ﬂ/&)
Insbesondere ist A" = (a%),ye s gegeben durch @\ )V\
¥
A"=A-A--- A, dasn-fache Matrixprodukt von A mit sich selbst. ,6?13 b
n Faktoren / ( \‘F’ ~ 0 v d ‘_{ { 2 l,J b&\ + SA(FZ
Das System von Gleichungen (7.1) heif3t die Chapman Kolmogorov-Gleichungen?. Z.6,1 >
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*Andrey Nikolaevich Kolmogorov, 1903-1987 ; Sydney Chapman, 1888-1970
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Beispiel 7.5 (Gewohnliche Irrfahrt auf Z). Seip € [0,1], S = Z,

(p, y=x+1, P
/1,-
@é> yy=41-p, y=x-1, L/P\I/\\/I 1 >
0, At !

sonst - ‘ '
—— % 2 Z.

Esist Hj‘wﬁﬂw‘l'm' 0(9-\/ C)‘bw a\»\bs d"dfv» O

(n) _ (n)

( i )p(n+y—x)/2(1 —p)("_y”)/z, wenny —x =n (mod 2) und |y — x| < n,
Ay =Gy, =

n+y—x

0, sonst

sz 1) @u ﬂu(ﬂ,&u\m’\ oty pwlpo\ - dass et dro
. Chopwat.- sl ipmn émw’ C’s@b&
(v Unegy Aebe Lugh) P
2)  Shile (4 dow mebkeds
X, = N+ N, +\/M ke y,; h.(V, ({7(\/ﬂ= M>;F:/I’P(\7lf’b

()(o'.c O> | ey /{/\S]’; M2 A& U%(S'M&'@‘)‘uo\

o X OUS (3.
K= )T S = h_gﬁ*z_ S ke 4 } e ?
n-k= V- Z);y —i— 1 e Y,

(Wir sehen hier ein Beispiel fiir einen Periodeneffekt: Man kann gerade Zustinde x € 27Z nur zu geraden Zeiten
besuchen.)
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=1 Treffwahrscheinlichkeiten und erwartete Eintrittszeiten

Sei X = (X,)nen, Markovkette mit Zustandsraum S und Ubergangsmatrix A, fiir B c S sei

Tp:=min{n eNy: X, ¢ B} ( AST™ G
die (erste) Treffzeit von B und Xp,, der Ort des ersten Besuchs in B. 2L f 2Usvoma be{-
Fir z € B sei S "L/S-QL%\} ' vt UNLOA
h.(x) = Pp(Tp < 00, X7y, = 2) A No ( U §°°13>>

Satz 7.6. h. ist die kleinste nicht-negative Lisung von
f(x)zl{xzz}a r € B, \/

f(x)zzaz,yf(y)a reSNB. ~/ —
y ‘\"GQQS :
SINY / ‘S,- %4_,—— 'd')x

(/0

(7.2)

In Matrixschreibweise lantet die zweite Zeile von (7.2) f(x) = Af(z), v € S\ B.
Man sagt dagu auch: f ist parmonisch® (bezgl. A) auf 'S \ B.
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f(x) 1{93 z}s ZEEB,
| f(x) = Zaxyf(y) reS\B.

h.(x):= P,(Tp <00, X7, =2),f:S = [0, 00) eine Lésung von (7.2), d
Zu zeigen: h, < f.
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AN wowbr S, (e) A e ow ar P ede e SNBSS
(g 2uen, wk’l' -2) = ég?"(X'F‘D M 4"‘*"/XT§%>

AL AP m‘a‘/
(3 S 0\7‘1 <X41—/ h—f’l\ %IM

4 a [ 2%
- ay'lﬁ/g(@ ﬁ(*’) = f(‘a/) nd.ann. < ipj J;L'N“d'\: M‘J”‘

Bemerkung Fiir die Untersuchung in Satz 7.6 konnten wit die Zustinde z € B absorblerend machen, d.h. iber-

gehen zu

- —~ . —~ ax,y’ ./I; ¢ B
A= (Cyy)ryes mit Ty, =
1{y:a:}7 rebB

Es ergibt sich damit dieselbe Losung.
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Bemerkung 7.7 (Stochastische Losung eines diskreten Dirichlet-Problems). In der Situation von Satz 7.6 sei |S| <
00, @ # B c S, esgelte
VreS: Px(TB<OO)>0

Dann ist fiir jedes g : B — R das (lineare) Gleichungssystem

Af(x)=f(x), zeS\B )
f(x)=g(z), xeB 73

mit Af(x) := ¥ e5 @uy f(y) eindeutig 16sbar (und nach Satz 7.6 bzw. einer leichten Erweiterung davon gegeben
durch f(z) = E.[g(X1,)]).
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{ 249 xe’B\
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