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Beobachtung 3.5 (Erwartungswerte für Kompositionen). X (diskrete) reelle ZV, g ∶ R → R, Y ∶= g(X).
Dann gilt Y ∈ L1(P ) g.d.w.�

x

∣g(x)∣P (X = x) <∞ und in diesem Fall ist

E[Y ] =�
x

g(x)P (X = x).
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Beispiel 3.6. 1. SeienX1, . . . ,Xn u.i.v., ∼ Berp, so istX ∶=X1 +⋯ +Xn ∼ Binn,p und

E[X] = E[X1] +⋯ +E[Xn] = np.
(Wir hatten den Erwartungswert einer binomialverteilten ZV bereits in Bsp. 3.3, 2. bestimmt, hier kommen wir
allerdings ohne explizite Rechnung aus).

2. Sei X ∼ Hyps,w,k hypergeometrisch verteilt, vgl. Bsp. 1.19. Wir denken an eine Urne mit s schwarzen und w

weißen Kugeln, aus der k mal ohne Zurücklegen gezogen wird und notieren

Ai = {i-te gezogene Kugel ist schwarz}
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Bericht 3.7 (Allgemeiner Fall: Erwartungswerte für nicht notwendig diskrete ZV). SeiX eine reelle ZV, setze

X(n) ∶= 1

n
⌊nX⌋ (Diskretisierung vonX auf das Gitter 1

nZ)

mit ⌊x⌋ ∶= max{z ∶ z ∈ Z, z ≤ a}, o�enbar istX(n) eine diskrete ZV (für jedes n ∈ N).
WennX(n) ∈ L1 (für ein, und dann automatisch für alle n) gilt, so existiert

E[X] ∶= lim
n→∞E[X(n)]

und die Rechenregeln aus Satz 3.4 gelten ebenso.

Beweisidee. Wir betrachten hier nur eine Skizze, siehe z.B. [G, Kap. 4.1.2] (oder die Vorlesung Stochastik I) für das

”volle Argument“.

Es istX(n) ≤ X <X(n) + 1

n
, alsoX(m) <X(n) + 1

n
und X(n) <X(m) + 1

m
für allem,n ∈ N.

Demnach

∣X(n)∣ ≤ ∣X(m)∣ + � 1

m
∨ 1

n
�,

insbesondere giltX(n) ∈ L1 g.w.d.X(m) ∈ L1 und
E�∣X(n)∣� ≤ E�∣X(m)∣� + 1

m
, E�∣X(m)∣� ≤ E�∣X(m)∣� + 1

n
,

also

�E�∣X(n)∣� −E�∣X(m)∣�� ≤ � 1

m
∨ 1

n
�,

d.h. �E[X(n)]�n∈N ist eine Cauchy-Folge, somit existiert ihr Grenzwert.

Um die Rechenregeln aus Satz 3.4 auf den allgemeinen Fall zu übertragen, muss man jeweils prüfen, dass sie mit
der Grenzwertbildung in der diskreten Approximation verträglich sind.
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Satz 3.8 (Jensen’sche Ungleichung1). Sei ϕ ∶ R → R konvex,X ∈ L1 und ϕ(X) ∈ L1, dann gilt
ϕ�E[X]� ≤ E�ϕ(X)�

insbesondere gilt fürX ∈ L1 �E[X]� ≤ E�∣X ∣� und �E[X]�2 ≤ E�X2�
(letzeres möglicherweise im Sinne von (E[X])2 ≤ ∞).

1nach Johan Ludvig Jensen, 1859–1925 benannt
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3.2 Der Fall mit Dichte

De�nition 3.9. X reelle ZVmit Dichte fX , dann ist

X ∈ L1 ∶⇔ �
R
∣x∣fX(x)dx <∞

(man sagt dann,X besitzt einen Erwartungswert) und

E[X] ∶= �
R
xfX(x)dx.

Beispiel 3.10. 1.X ∼ N0,1 hat E[X] = 0.
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2. Die Gammaverteilung Γa,ν (a, ν > 0) hat Dichte

aν

Γ(ν)xν−1e−ax1(0,∞)(x)
(mit Γ(ν) = ∫ ∞

0 xν−1e−x dx).
FürX ∼ Γa,ν ist E[X] = ν/a.

3. Die Cauchy-Verteilung mit Dichte
1

π

1

1 + x2 besitzt keinen Erwartungswert:
� ∞

−∞
1

π

∣x∣
1 + x2 dx = 2

π � ∞
0

1

π

x

1 + x2 dx = �1
π
log �1 + x2��∞

0
=∞.
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Bericht 3.11. 1. (Zur Herleitung des Falls mit Dichte aus der allgemeinen Situation aus Bericht 3.7)

X(n) = 1

n
⌊nX⌋ nimmt denWert

k

n
, k ∈ N an mit

P�X(n) = k
n
� = � (k+1)/n

k/n fX(x)dx,
also ist (sofern die Reihe absolut konvergiert, was man analog überprüft)

E�X(n)� =�
k∈Z

k

n � (k+1)/n
k/n fX(x)dx

= �
R

1

n
⌊nx⌋fX(x)dx�→

n→∞�
R
xfX(x)dx

(die Konvergenz folgt, falls xfX(x) [uneigentlich] Riemann-integrierbar ist, aus der Riemann-Approximation,
für den allgemeinen Fall mit messbarem fX aus dem Konvergenzsatz von Lebesgue).

2. (Analogon zu Beob. 3.5 im Fall mit Dichte)
SeiX = (X1, . . . ,Xd)Rd-wertig mit Dichte fX ∶ Rd → [0,∞], g ∶ Rd → R, Y ∶= g(X). Dann gilt Y ∈ L1 g.d.w.

�
Rd

∣g(x1, . . . , xd)∣fX(x1, . . . , xd)dx1 . . . dxd <∞
und in diesem Fall

E[Y ] = �
Rd

g(x1, . . . , xd)fX(x1, . . . , xd)dx1 . . . dxd <∞.

(Siehe z.B. [G, Korollar 4.13])
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3.3 Varianz und Kovarianz

De�nition 3.12. X reelle ZV, p > 0.X besitzt p-tes Moment (auch geschriebenX ∈ Lp), wenn E�∣X ∣p� <∞.
E�Xp� heißt das p-te Moment vonX .

Bemerkung 3.13. Für p ≥ p′ ≥ 1 ist Lp ⊂ Lp′ (denn ∣x∣p′ ≤ 1 + ∣x∣p).
De�nition 3.14. FürX,Y ∈ L2 heißt
1. Var[X] ∶= E�(X −E[X])2� = E�X2� − �E[X]�2 dieVarianz vonX
(manchmal schreibt man auch σ2

X ∶= Var[X]),√
Var[X] die Standardabweichung (oder Streuung) vonX

(manchmal auch σX =√
σ2
X geschrieben),

2. Cov[X,Y ] ∶= E�(X −E[X])(Y −E[Y ])� = E[XY ] −E[X]E[Y ]
dieKovarianz vonX und Y .

X und Y heißen unkorreliert, wennCov[X,Y ] = 0.


