KAPITEL 3. ERWARTUNGSWERT, VARIANZ UND KOVARIANZ S.17

Beobachtung 3.5 (Erwartungswerte fiir Kompositionen). X (diskrete) reelle ZV, g : R - R, Y := g(X).
DanngiltY € £1(P) gdw. Y |g(2)|P(X = 2) < oo und in diesem Fall ist

0( &_//‘ E[Y] = Zx:g(a:)P(X =x).
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Beispiel 3.6. 1. Seien X, ..., X, uiv, ~ Bery, soist X := Xj +---+ X, ~ Bin,, , und

E[X]|=E[X;]+ -+ E[X,] = np.

(Wir hatten den Erwartungswert einer binomialverteilten ZV bereits in Bsp. 3.3, 2. bestimmt, hier kommen wir
allerdings ohne explizite Rechnung aus).

2. Sei X ~ Hyp , . hypergeometrisch verteilt, vgl. Bsp. 1.19. Wir denken an eine Urne mit s schwarzen und w
weiffen Kugeln, aus der k£ mal ohne Zurticklegen gezogen wird und notieren

A, = {i-te gezogene Kugel ist schwarz}
A
Ao 4, +.+ = ~
A/_L AL 4—(—A I >< ( HaPS,b\/, /<\

P(A) - 2= = PIAD - P(A) = - = PCAD
L @Ll\a) . 4“LA1,_> Asd augoLaMoUOOW, v%. sto.'z,.q_
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Bericht 3.7 (Allgemeiner Fall: Erwartungswerte fiir nicht notwendig diskrete ZV). Sei X eine reelle ZV, setze

1
X(n)=—|nX]| (Diskretisierung von X auf das Gitter +Z) [x]= maxSeet:
n
24
mit |z ] := max{z : 2z € Z, z <}, offenbar ist X, eine diskrete ZV (fiir jedes n € N). X}
X
Wenn X,y € £! (fiir ein, und dann automatisch fiir alle n) gilt, so existiert — Y >
E[X]:= lim E[X,] ° IR

— 00

und die Rechenregeln aus Satz 3.4 gelten ebenso.

Beweisidee. Wir betrachten hier nur eine Skizze, siche z.B. [G, Kap. 4.1.2] (oder die Vorlesung Stochastik I) fiir das
yvolle Argument®.

1 1 1
Es ist X(n) <X < X(n) + —, also X(m) < X(n) +— und X(n) < X(m) +— firalle m,n e N.
n n m

Demnach
| X | < | X | + (_ \V; _)
(n) (m) m n ’

insbesondere gilt X,y € £! gw.d. X(,,y € £L! und

1 1 Aesselbe
B[[X()l] < B[[X ]+ — B[[Xeml] < E[[Xem] +~, ( L
also @ed\n‘:
11 AL i
B[ Xl - E[IXnl]| < (v ). . 4
dh. (E[X (”)])neN ist eine Cauchy-Folge, somit existiert ihr Grenzwert. E[X( b\\/\ < EDQM—]‘(-;

Um die Rechenregeln aus Satz 3.4 auf den allgemeinen Fall zu tibertragen, muss man jeweils priifen, dass sie mit
der Grenzwertbildung in der diskreten Approximation vertriglich sind. []
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Satz 3.8 (Jensen’sche Ungleichung'). Sez ¢ : R — R konvex, X € L' und (X)) € L, dann gilt

o(E[X]) < E[p(X)]

insbesondere gilt fiir X € L1

) ) bedv.
E[X]| < E[|X]] mzd (E[X]) SE[X\]/ C X 1> Ixl

(letzeres miglicherweise im Sinne von (E[ X ])? < oo )
/

?@K . o X > XZ)
Px) - 736@
- 6\(%119J‘—e/) LAt a(ra&o))/
So dass
(Cp Rowyex P SD(XJ +a()&—)<) < 9”&)
\/y,b ER. o € [6,1) oo all x e IR ?S{Ls(—,,
/'U/\SBQSQ’I«GU/VL:

Plotxs =) ) £ 2 46) +1- 91) ) Lo + a( Xexd £ PX)

=72 Pl + a (ECX’X = xtﬂ <z =( Qa()(\}
'nach Johan Ludvig Jensen, 1859-1925 benannt W ;\\'LZ‘O“ Xe E(: X /X
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3.2 Der Fall mit Dichte

Definition 3.9. X reelle ZV mit Dichte fx, dann ist

Xell : [
12_ = eo
(man sagt dann, X besitzt einen Erwartungswert) und

E[X] ::ffo(a:)dx.

/ _xE R __
Prdke G=¢ 2 S
2

AT~
\‘/ dxe_ 2 = 2 (“'%_'2)\}
Beispiel 3.10. 1. X ~ A1 hat E[ X ] = 0. T ~Xe X7
)
S x| % v 2 & 00
MoSg = 2 (O xede= Z[-e* ] <o
R PXY N2t 7o ) >
k/\,‘.
< Sy W o b —~6~(-1)=1
- X e dx R e 2 = O
Voo, Nzw ~ b=
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2. Die Gammaverteilung I', , (@, v > 0) hat Dichte

FC(LZ):U”_le_“xl(O,OO)(:E)
(mit['(v) = [, 2 le~® dx).
Fir X ~ T, ist E[X] = v/a.
(X7 = § e s
E(x] = |l X e My
] ) r(u) ,’-U.‘T—,(l)>
o /_,g/—s
- T(ved) & e -1 _ax T (v+1) y
— K C X = @ — Z

oT(v) o T (vc1) T2

1 1
3. Die Cauchy-Verteilung mit Dichte 12 besitzt keinen Erwartungswert:
Tl+x
° 1 |z 2 1 «x 1 00
- d:—f— dr =[~log (1+22)] = oo.
/:oo7r1+:c2 o m1i 2™ [7T og( x)]o >
k/V‘—’

A
=~ /x|
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Bericht 3.11. 1. (Zur Herleitung des Falls mit Dichte aus der allgemeinen Situation aus Bericht 3.7)
Z-
1 k T>
Xy = —[nX] nimmtdenWert—,k:e%anmit = | < LS L X¢ %
n n / n - 12N )

k+1)/n

P(X(n) = %) = fk/(n fx(z)dz, z{: (OQ&ZL
@ TN

also ist (sofern die Reihe absolut konvergiert, was man analog tiberpriift)
k (k+1)/n { X—-
E[X]=2= [ 7 fx(@)da
kez, TV S kin

:[&%[mﬂfx(az)dazmﬂ%xf)((g;)dx

(die Konvergenz folgt, falls « fx(x) [uneigentlich] Riemann-integrierbar ist, aus der Riemann-Approximation,
fiir den allgemeinen Fall mit messbarem fx aus dem Konvergenzsatz von Lebesgue).

2. (Analogon zu Beob. 3.5 im Fall mit Dichte)
Sei X = (X1,...,X;) Ri-wertig mit Dichte fx : R? > [0,00],9: R? > R, Y := g(X). Danngilt Y € L gd.w.

‘/I‘Qd |g(331, s 7xd)|fX(5Ul; . ,flfd) dry...dxrg < 00

und in diesem Fall
]E[Y] = Rdg(:tl, ce ,l‘d)fX(l'l, ce ,il?d) déUl ce dQUd < 00.

(Siehe z.B. [G, Korollar 4.13])
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3.3 Varianz und Kovarianz

Definition 3.12. X reelle ZV, p > 0. X besitzt p-tes Moment (auch geschrieben X € £?), wenn EUX \p] < 00,
E[X p] heif$t das p-te Moment von X.

Bemerkung 3.13. Fiirp > p’ > 1ist L? ¢ L¥ (denn |z|" <1+ |zP).

Definition 3.14. Fiir X, Y € £? heift
L Var[X]:=E[(X - E[X])?] = E[X?] - (E[X])2 die Varianz von X

(manchmal schreibt man auch 0‘%( := Var[ X ),

\/ Var| X | die Standardabweichung (oder Streunng) von X
(manchmal auch oy = /0% geschrieben),

2. Cov[X,Y]:=E[(X - E[X])(Y -E[V])] = E[XY] - E[X|E[Y]

die Kovarianz von X und Y.

X und Y heiflen unkorreliert, wenn Cov[ X, Y] = 0.



