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Kapitel 1

Optimales Stoppen einer
Markov-Kette

1.1 Beispiel Auswahlproblem

Gegeben sind n paarweise verschiedene reelle Werte wy, ws, ..., w, > 0 (die wir nicht ken-
nen, wir wissen nur die Anzahl - man denke an verschlossene Umschléige).

Wir bekommen die Werte nacheinander in zufélliger Reihenfolge gezeigt und diirfen
uns zu jedem Zeitpunkt (ggfs. eingedenk der bereits gesehenen Werte) entscheiden, den
gerade neu gezeigten Wert zu behalten, dann endet das Spiel (oder wir behalten gar
keinen Wert, dann erhalten wir 0).

Gesucht: Eine Strategie, die mit moglichst grofler Wahrscheinlichkeit den gréfiten
der n Werte auswahlt.

Beispiele einfache Strategien:
e behalte den ersten gesehenen Wert
e behalte den k-ten gesehenen Wert

e betrachte k/2 Werte, behalte dann den néchsten gezeigten Wert, der die bisher
gesehenen iibertrifft.

1.1.1 (Um-)Formulierung als Markovkette
Wir folgen der Darstellung aus Dynkin und Juschkewitsch [DJl, Kapitel III].

Seien Zy, Zs, ..., Z, die (in dieser Reihenfolge) gezeigten Werte. Wir realisieren dies
z.B. folgendermafien: Z; := wy, mit (Uj...,U,) einer uniformen Permutation von {1,...,n}
(erzeugt etwa durch Ziehen ohne Zuriicklegen aus Urne mit n nummerierten Kugeln).
Seien

Xo:=1, Xj:= inf{k 22> Zl} (bzw. = co, wenn es kein solches k gibt)
Xi=inf{k: Z,>max{Z,...,Zx, ,}}, i>2 (mit Setzung = oo, wenn es kein solches k gibt)

X; ist der (Zeit-)Index des i-ten ,Rekordwerts*.
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Offenbar: Nur die (zufiilligen) Zeitpunkte Xg, X7, Xs, ... kommen als ,, Stopp-Momente*

in Frage (wenn man zu einem Zeitpunkt ¢ ¢ { Xy, X1, X, ...} aufthort, erhélt man sicherlich
nicht den grofiten Wert).

Lemma 1.1. X, X1, ..., X,, ist eine Markovkette (auf {1,2,....,n} U {oo}).
Beweis. Sei 7(F) die Permutation von Zi, ..., Z; der Gréfie nach, d.h. Zey (1) < Zrtiy(2) <
= < Zny(xy; Offenbar ist 7(*) ~ Unif () mit ., = {Permutationen von {1,...k}}

Gegeben 7(¥) entsteht 7+ folgendermafen: das Urbild von %k + 1 unter w(k+1)

(7Y (k + 1), wird uniform aus {1,...,k + 1} gewdhlt, die iibrigen Werte werden aus
7(%) unter Beachtung der relativen Reihenfolge iibernommen, d.h. fiir 1 <j <k +1 ist

7®)(5), falls j < (7T(k+1))_1 (k+1),

rED () =Lk +1, j=(m®D) (K + 1),
7*)(j-1), sonst.

Fiir p € Spi1,p' € S ist
1
(k+1)

wenn p’ aus p durch Weglassen von k + 1 und entsprechendes ,, Zusammenschieben der
Bilder* entsteht (ansonsten ist die Wahrscheinlichkeit links = 0).

Somit ist

]P)(ﬂ_(kJrl) =, 7T(k) _ ) ]P)(ﬂ_(kJrl) _ P) —

1

]P(k: + 1 ist neuer Rekord|7r(k) = p’) = P

(fiir alle p' € 7).
Damit finden wir
P(Xo=ag, X1 =a1,...,X;=a;)

= P(ao ist Rekord, ag +1,...,a; — 1 sind keine Rekorde, a; ist Rekord,...,
a;_1 ist Rekord, a;_1 +1,...,a; — 1 sind keine Rekorde, a; ist Rekord)

ag :u.0+1 :a172
apg+l ag+2 ay-1
1 1 1 1 1
T agp + CLO+2 ar—-1" o a;—1 CL21+]_ CI,Z‘
ag
1
= a—i!(ao . (CL() + 1)((11 —2)) -1- (al(al + 1)((12 —2)) -1- -~(ai_1 . (ai_l + 1)(01Z —2)) -1
_1 ag ao—l a1—2 1 aq a2—2 1 1 a;-1 aq;-1+1 al—2 1
aop a0+1 a0+2 a1—1 a a1+1 ag—l a2 a1—1 al—1+1 az—1+2 az—l aq
1
- (a1 - 1)(@2 - 1)(0,1— ].) sy
und daher
P(Xi_,.l = iyl |X0 = ao,...,XZ' = CLi) = L (fllI' 1= ag<ap <+ <a; <A1 < TL)

Qi+ (Cbi+1 - 1)
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5%,:” (0+1)

IP)(XHI =00 | X() = Qaop, 7Xz = al-) =1-

Folglich ist (Xo, X1, ..., X,) eine Markovkette mit Ubergangsmatrix P = (p(j,k));x

p(k’,g):ﬁ fﬁr1£k<€£n,

no ok n k
p(k700)=1—€:k§;1€(€_1) Z (% %):E, (1.1)

p(oo,00) =1, p(j,m)=0firm<y

Insbesondere ist

f(k) == P(erhalte max. Wert|Stoppe bei einem Rekord nach k Schritten) = k (1.2)
n

(und wir setzen f(o0) =0, passend zur Interpretation, dass die gesuchte bedingte Wahr-
scheinlichkeit = 0 ist, wenn man {iberhaupt nicht stoppt).

1.2 Allgemeine Formulierung

Sei E endlich oder abzéhlbar, p = (p(x,y))syer eine stochachstische Matrix (irreduzibel,
sagen wir) und (X,) eine p-Markovkette auf F.

Weiter sei eine ,, Auszahlungsfunktion®
f+E~10,00)

gegeben.

Ein ,,Spieler wihlt / definiert eine Stoppzeit 7 und erhélt dann die Auszahlung f(X)
(auf {7 < 00}), bzw. 0 auf {7 = 0o}, d.h. die erwartete Auszahlung bei Start in X, = z ist
dann

E.’E[f(XT)]l{T<<X>}]

Der (erwartete) ,, Wert des Spiels“ bei Start in x € E ist

v(z)= sup  E[f(X:)L{reoo}] (1.3)

T Stoppzeit

Offenbar ist
v(w) 2 E,[f(Xo)] = f() (20)
(wéhle 7 =0).



Proposition 1.2. Es gilt
o(@) 2 Po(z) (= Y p(y)v(y))

fir x e E.

Eine Funktion v mit dieser Eigenschaft heiit superharmonisch (beziiglich p). In der Lite-
ratur ist auch der Begriff , exzessiv® gebriauchlich (man fordert dann auch v(-) > 0, siehe
z.B. [DJ]).

Beweis. Sei x € E, wihle € > 0.

Zu y € E gibt (nach Definition von v(y)) es eine Stoppzeit 7(¥) mit

Ey[f(Xr00) Lrwcon] 2 0(y) — €

Die Idee ist nun, die Markovkette den ersten Schritt einfach machen zu lassen und
wenn sie in X; = y angekommen ist, dann von dort aus die fiir den Startpunkt y (bis auf
¢) optimale Stopp-Regel 7(¥) zu verwenden.

Man kann dies auf verschiedene Weisen formalisieren (die je nach Vorkenntnissen des
Lesers unterschiedlich leicht ,,verdaulich® sind):

a) Schreibe
=147 0 g,

wobei 6 : ENo — ENo den Shift-Operator auf dem Raum der Pfade bezeichnet (siehe z.B.
[K1, Bsp. 20.20]).

b) Alternativ beobachte

T Stoppzeit < {T =n} (£ {(Xo, X1,..., X,,) € A,} fiir eine gewisse Menge A, ¢ E"*!

(Was A, ist, hingt von der Definition von 7 ab, und die A, A, As, ... miissen geeignete
»Kompatibilitdtsbedingungen* erfiillen, denn {7 =n}n{7 =m} = @ fiir n # m; siehe auch
z.B. [LPW]|, Kap. 17] fir Martingaltheorie und verwandte Konzepte mit ,,rein elementaren*
Mitteln.)

Sei {7 =n} ={(Xo,..., X)) € A} fiir n € Ny, dann definiere 7 via

{r=ny=U({X =9} n{(X1 0 Xa) € Aury}), neN

(und {7 =0} =@, {T =00} = (UneN{T = ”})C)

Nach Konstruktion ist 7 > 1 und

0(2) 2 Eo[ f(X) L reoy ] = D B[ F(X0) Lrcon iy
y
mit der Definition von 7 und der Markov-Eigenschaft

= Z Ew[f(XT(y)091+1)I]'{T(y)061+1<oo7X1:y}]
Yy
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=Y PA(Xy=y) B[ X1 =y] 2 S P(a,y)o(y) -e,

:p($7y) :Ey [f(XT(y) )]1{7-(1/)<oo}:|

~

S -~

>v(y)-¢
mit € | 0 folgt die Behauptung. O
Beobachtung 1.3. g: E — [0, o) superharmonisch (d.h. Pg < g), 7 Stoppzeit, so gilt
E.[9(X:) e} ] < g(z) fiiralle z e E (1.4)

Falls 7 < oo f.s. gilt, so kann man (1.4)) auch als E,[g(X,)] < g(«) schreiben und kann die
Forderung ¢ > 0 durch inf .z g(z) > —co ersetzen (betrachte § = g —inf g).

Ganz ohne Beschrianktheitsannahmen gilt ([1.4)) allerdings nicht: Betrachte z.B. g(x) =
2 und die symmetrische gewohnliche symmetrische Irrfahrt auf Z.

Beweis von Beob. [1.3. Wir betrachten zwei Beweise: der erste ist kiirzer, verwendet al-
lerdings Sétze aus der Martingaltheorie, der zweite ist elementarer.

1) Si:=g(X,)-g(Xo) ist Supermartingal unter (jedem) P,, denn

E.[9(X0) [ Fra] = Eo[g(Xn) | Xna] = Zp(Xn—lv 2)9(2) = Pg(Xn-1) < 9(Xn-1)

zelE

(wir notieren (F,)nen, mit F, = 0(Xo, X1,...,X,) fir die ,kanonische“ Fitration
zur Markovkette (X,,)).

Das Optional-Sampling-Theorem (z.B. [KI, Satz 10.11]) liefert

E.[9(X-)] - g(x) = Eo[S?] <E.[S7] =0

2) Ohne (Super-)Martingalargument: (z.B. wie in [DJ, S. 96f], sozusagen inspiriert
vom Riesz’schen Darstellungssatz)
Wihle « € (0,1), setze ¢(x) := g(z) - aPg(zx) (> 0), dann ist
g(2) = p(z) + aPp(z) + ®P*p(x)) + .. + " Pp(z) + o™ P g(x)
(fiir jedes n, teleskopierende Summe).

Nun ist

0< P™lg(x) = (P"(Pg))(x) < < g(a),
——
<g
wegen |a| < 1 gilt a1 P (g)(z) — 0, d.h. (mit P°:= I und dem Satz von der

monotonen Konvergenz)
9(z) = Y a"Pp(a) = B[ Y a"p(X,)] (1.5)
n=0 n=0

(g wird als das ,,a-Potential“ der (nicht-neg.) Funktion ¢ dargestellt).



Somit

E[a"g(x,)] = Em[éaw Pro)(X,)]
= DR[0T ()X ]2 3 E 0" p(X,)

=Elo(Xn+r)|Fr]

_ iE [0 o (Xpr)] = [za P(Xm)| < g(2)

(vgl. mit (1.5)), alle Summanden sind > 0). Mit « 1 1 folgt (1.4)).
0

Beobachtung 1.4. v(z) ( = sup, E,[f(X;)L{r<]) ist die kleinste exzessive (superhar-
monische) Majorante von f.

(Es ist v(z) > f(z) > 0 und v(-) ist superharmonisch nach Prop. [L.2} sei g > f, g
exzessiv = g(x) > By [g(X;) Lircoor] 2 Eo[ f(X7)L{r<oo}] fiir jede Stoppzeit 7, also g > v.)

1.2.1 Die optimale Strategie

Sei f die Auszahlungsfunktion und v aus ((1.3)) der Wert des Spiels (man kann v prinzipiell
berechnen via

v(z) = lim Q" f(z) mit Qf(x) = f(x) v Pf(x),
vgl. [DJ, S. 126)),

I:={zxeFE:v(x)=f(x)} die ,Stiitzmenge*

(" + @ stets, sonst konnte man v ,nach unten“ verschieben)
Setze
mi=inf{n>0: X, e}

Satz 1.5. |E| < oo und p irreduzibel, so ist v(z) = E,[f(Xr)] (und Py(m7r < o00) =1Vz),
d.h. m st optimal.

Beweis. Endlichkeit von F und Irreduzibilitdt von p garantieren 14 < oo f.s. fiir jeden
Startpunkt. Setze

h(z) =B, [ f(X7r)],

nach Definition ist h(x) < v(z) und wegen v = f auf I' ist h(z) = E,[v(X,.)] selbst
eXZessiv:
Sei 7/ :=1inf{k > 1: X} e '}, so ist

Ph(z) =Y p(z,y)h(y) = > p(z, y)E,[v(X+)] = E[v(X)] { V(X)) =h(z), x¢T,

<v(z)=f(x)=h(x), zel

mit Beobachtung [I.3]

Zeige
h>f (1.6)



Auf T gilt A = f und somit ist ((1.6)) dort erfiillt. Wenn (1.6 nicht gélte, so gébe es ein
a€ ENT mit
f(a) = h(a) = max (f (=) - h(x)) > 0.

Dann erfiillt 2(x) = h(z) + (f(a) = h(a)): h ist exzessiv und > f
0

=h>w, also f(a) =h(a)>v(a), d.h. a el im Widerspruch zur Annahme.

Somit gilt (1.6]), d.h. h > v, also h = v. ]
Bemerkung 1.6. 1) Fiir |E| = oo gilt Satz i.A. nicht (siche [DJ, Beispiel auf
S. 101]):

Betrachte z.B. E =N, f(1) =1,f(n) =1-% fir n > 1, p(n,n+1) = 1-1/n? =
1-p(n,n-1) fiir n>2, p(1,1) = 1.

Esist I' = {1}, aber 71 ist nicht optimal: Fiir z > 2 ist P, (71 = 00) = [T4e, (1-k72) > 0.
2) Aber: Zu e > 0 sei I'. = {z € F : v(x) < f(x) + ¢} (die ,e-Stiitzmenge*) und
7.:=inf{n>0: X, el.}, dann ist E,[f(X,.)] > v(z) - ¢ (vgl. [DJ, S. 103]).

1.2.2 Zuriick zum Auswahlproblem

Wir erinnern uns an die Markov-Ketten-Formulierung des Auswahlproblems aus Lem-

ma : Zustandsraum E = {1,...,n} u{co}, Ubergangsmatrix p aus (I.1]

p(k,l) = fir1<k<l<nm, p(k,oo)zﬁ, p(o0,00) =1
n

k
oe-1)
Die Auszahlungsfunktion aus (|1.2]) ist

f(k:):g fir1<k<n, f(o0)=0

Gesucht:
Minimales v : E - [0, 00) mit v > f und v > Pv.

Offenbar v(o0) = 0, also muss gelten
o) =5 ke Y E ), 1<ken
o’ G (e=1) T
(zudem ist klar: v(n) = 2 =1).

Angenommen, wir kennen v(¢) fiir £ > k schon:

E & k
= w()= 1V 3 () (= J(R) v Pu(R)),



also

1
n(n-1)

U(n—1)=max{nT_1,(n—1) }:n;blzf(n—l),...,

n

k 14 k
v(k)=max{g,k 3 m.ﬁ}:ﬁ’

—_

l=k+1

sofern

1
I | 1.7
+ .+ " (1.7)

gilt.

Sei k, := kleinste natiirliche Zahl, fiir die (L.7) gilt. Fiir k < k, ist v(k) > £ (aus
obigem, denn v(¢) > f(¢) stets), somit ist I' = {ky,k, + 1,k, +2,...,n}. Die optimale
Stopp-Strategie lautet also

Topt = 1nf{k > kn—l : Zl, e Zk—l < Zk}

Fiir groes n kann man die Bedingung ([1.7)) approximativ in Integralform formulieren:

1 1 n ]
—+...+—~f —dx=logn—logk=logﬁ,
k n Jrk x k

d.h. es ist k, ~ 2 fiir n — oo.

Zur Erfolgswahrscheinlichkeit der optimalen Strategie:

P(Z-,,, ist maximaler Wert)
= Y P(7opt =M, Zy, ist max. Wert)
m=kn,
= Z P(7opt = m)P(Z,, ist max. Wert | 7, =m)
m=knp,
& ksl om k=1 111
.5 m(m-1) n n \k,-1 k, =~ n-1)
wobel wir
(m)y-1 (m)\-1 1 kn -1
B(ripe = m) =B (57 (m) = m. (x) - 1) < ) = = 2L

P(Z,, ist max. Wert |7,,; =m) = f(m) = 4l
n

verwenden.
Mit £, ~ 2 ergibt sich
P(Z

1
rope 15t maximaler Wert) ~ — (~ 0,368)  fiir n — co.
e



Kapitel 2

Rund um Y.-T. Chen, J. Choi,
J.T. Cox, Ann. IHP 52 (2016),
286—-322

2.1 Zum Moran-Modell

Definition 2.1 ((Neutrales 2 Typ-)Moran-Modell)). Man betrachtet eine Population von
konstant N (haploiden) Individuen, jedes Individuum besitzt eine unabhéngige, Exp(1)-
verteilte Lebenszeit und wird am Ende seiner Lebenszeit durch den Nachkommen eines
rein zuféllig aus der Population gezogenen Individuums ersetzt (es gibt nur ein Elter und,
sagen wir, man kann durch sein eigenes Kind ersetzt werden).

Wir nehmen zusétzlich an, dass es zwei Typen, sagen wir 0 und 1, gibt, die ohne
Mutation vererbt werden.

Sei
(1) = Typ von Individuum ¢ zur Zeit ¢. (2.1)

Die Dynamik des Prozesses (& )0 = (@(1),5}5(2),...,ft(N))t>0 mit Zustandsraum
E :={0,1}¥, der iiber die Typen der Individuen in der Population Buch fiihrt, ist somit
folgende: Fiir n,n’ € E, n # 7’ ist die Sprungrate von 7 nach »’,

Yy P(&n=1"|& =n)
;= liggl 7 (2.2)

dn,n

gegeben durch

X falls " aus n entsteht, indem an genau einer Stelle eine 0 zu
Nt’ einer 1 wird (d.h. fiir ein 7 € [N] gilt (i) = 1, n(¢) = 0 und
n'(7) =n(j) fir j # 1),
Gy =1 N - X, fz.ﬂls 7' aus 7 entste%lt, i.nde.:m an genau eiper Stellg eine 1 zu (2.3)
o einer 0 wird (d.h. fiir ein ¢ € [N] gilt () =0, n(¢) = 1 und
n'(j) = n(j) fir j +1),
0, sonst.

!Nach Patrick Alfred Pierce Moran, 1917-1988 benannt, von ihm in [M58] eingefiihrt.
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wobei
Xy = X(ft) = ;&(Z) (24)

die Anzahl Typ-1-Individuen zur Zeit ¢ bezeichnet.
Fiir die Diagonaleintréige gilt

N-Xm)

i == X = -(X D (v X)) - Zxy(v-xX () (25

Beobachtung 2.2. Insbesondere: 0 und N sind (die einzigen) absorbierende Zusténde,
(X¢)is0 ist ein (beschranktes) Martingal, fiir die Fixierungswahrscheinlichkeiten gilt

P(Absorption in N ‘ Xo = :r) = %

Beweis. Allgemein:

Q@) = Xy f (¥) = X0y (F(0) - f ()
y y
ist der Generator (der zugehorigen Ubergangshalbgruppe), und

M = 00 - 0%0) - [ @K ds, 20

ist ein Martingal. (Wende dies an auf f(z) = x.)
Es gilt Ty :=inf {t >0: X; € {0, N}} < co und (mit dem optional sampling-Satz)

z=E,[Xo] = EI[XTﬁx] =N 'PI(XTﬁx =N)+ O'PI(XTﬁx =0).

Graphische Konstruktion

Fiir jedes geordnete Paar (i,7), 4,5 € {1,...,N}, i # j sei (Nt(i’j))tzo ein Poissonprozess
auf R, mit Rate %, u.a. fiir verschiedene Paare. Zu den Sprungzeiten von (Nt(” ))tzo
stirbt Individuum j und wird durch einen Nachkommen von Individuum i ersetzt (s.a.

Abb. 1)

|Bild an der Tafel]

Abbildung 2.1: Im Bild: N Kopien der Zeitachse, gerichtete Pfeile zwischen ihnen zu den
Sprungzeitpunkten von u.a. Poissonprozessen; das Individuum an der Pfeilspitze stirbt
jeweils und wird durch einen Nachkommen des Individuums am Pfeilschaft ersetzt.
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Die Dynamik des Prozesses (&/(1),&(2),... ,§t(N))t>0 aus ([2.1)), der iiber die Typen
der Individuen in der Population Buch fiihrt (und nicht nur iiber die Anzahlen) ist somit
folgende:

Ersetze zu jedem Sprungzeitpunkt ¢ von N ) den Typ X;_(j) durch X;(j) = Xy (4).

Dies ist wohldefiniert, da unabhéngige Poissonprozesse f.s. keine gemeinsamen Sprung-
zeitpunkte besitzen. Diese Konstruktion ist ein Spezialfall einer sogenannten Harris-
Konstruktionﬂ ein in der Theorie der interagierenden Teilchensysteme iibliches (und
niitzliches) Werkzeug.

Bemerkung 2.3 (Ablesen der Genealogie und der Typen aus der graphischen Konstruk-
tion). Fur ¢t >0, ¢ € [ V] sei

Agi’t) = Nr. des Ahnenindividuums zur Zeit ¢t — s von Ind. i zur Zeit t
(fiir 0 < s <t, Werte in [N])

Zur Konstruktion von A®:t) = (Agi’t))ogst verfolgen wir die derzeitige , Zeitachse®
riickwérts und folgen den Pfeilen jeweils in entgegengesetzter Richtung, vgl. auch Abb.

In Formeln kénnen wir den Pfad von A(:Y) beispielsweise folgendermafen fassen (wir
schreiben NU4) ([a, b)) fiir die Anzahl Spriinge des Poissonprozesses NU+) im Zeitintervall

o)
Sei To(l’t) =0, A(()Z’t) = A(()Z’t) :=1, fiir k € N setzen wir

Tk(i’t) :=inf {u > Tk(f’f) s es gibt ein j # ¢ mit N(j’gl(f—’tl))([t -u,t - Tk(ff))) = 1}

bzw. T,Ei’t) :=t, falls es kein solches u gibt. Falls Tk(i’t) =t gilt, so setzen wir M 1) := k und
wir brechen die Konstruktion hier ab, andernfalls sei

Z;?’t) das (fs.) eindeutig bestimmte j mit N(j’g’(itl))([t - T/Si’t)yt— Tk(if))) =1

und wir setzen die Konstruktion fort. Da die endlich vielen Poissonprozesse N9 f.s.
keine Haufungspunkte in [0, ¢] besitzen, bricht die Konstruktion mit Wahrscheinlichkeit
1 nach endlich vielen Schritten ab und wir setzen dann fiir 0 < s <t

Aﬁ“) = ;ly’t) falls Tz(i’t) <s< Te(i’f) fir 0 < ¢ < MY

brw. A" = Zﬁ;ﬁg,w_l‘

(Agi7t))()ss§t ist eine zeitkontinuierliche Markovkette mit (vollkommen symmetrischen)
Sprungraten

4 k# 37,
ool oo

)
_N-1
N

2 nach Theodore Edward Harris, 1919-2005 benannt
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man nennt eine solche Kette auch eine (zeitkontinuierliche) , Irrfahrt auf dem vollstandi-
gen Graphen Vy der Ordnung N¢.

Fiir 7, # i3 bewegen sich A" und AG2% unabhiingig bis zum ,, Verschmelzungszeit-
punkt* | '
s = nf{s € (0,1] £ AC) — 4020},
ab dann, d.h. fiir u > 7, ;,, gilt Affl’t) _ Agg,t).

Fiir paarweise verschiedene i, 1y, ...4, (< N) bilden
At AGY ein System verschmelzender Irrfahrten auf V,

und mit A .
kmgn 0= AURD = AG0D 1<k i<
ist )
RV = Aquivalenzklassen beziiglich ~sNy S €[0,1] (2.7)

Ns/2
wére wortlich ein Koaleszent, wenn wir die Zeitachsen in der graphischen Konstruktion

,bis —oo fortsetzten.*)

ein (zeittransformierter) Kingman-n-Koaleszent. (siche Abschnitt unten. (RN 00

Aus der Konstruktion ergibt sich folgende (realisierungsweise Form) der ,,Dualitét“:
&) = &(AY)  fiir 1<i< N, t>0. (2.8)

Beweisskizze. Die Tatsache, dass A1) eine zeitkontinuierliche Markovkette ist, folgt an-
schaulich gesehen aus der Unabhéngigkeit der Zuwéchse der ,,treibenden* Poissonprozesse
NGH®  die symmetrische Form der Sprungratenmatrix (2.6)) stammt daher, dass alle Pois-

sonprozesse dieselbe Rate 1/N haben. Wenn aktuell AP = j so gibt es fiir 0 < h «< 1
und jedes j' # j mit Wahrscheinlichkeit ~ h/N einen Sprung von N’ im Zeitintervall
[t —s—h,t-s) und dann springt AGY von j nach j'.

Etwas formaler: Sei
Fli=o(NUF([a,b)):j#k,t-u<a<b<t)

die o-Algebra, die die Informationen iiber alle Spriinge der NG*) zwischen ¢ — u und ¢
enthilt. Offenbar kann man Aff’t) fiir s < v anhand der Pfade der N(U:F) zwischen t — u
und ¢ rekonstruieren (d.h. A% ist Ft-messbar fiir s < u) und fir s < ¢, j # j' € [N] ist

auf dem Ereignis {Aff’t) =7}
1 i .
SP(AL = F)
= %P(N(j"j)([t ~s—h,t—5)) =1, N0"D([t—s—h,t-s))=0 fiir j+5')+ %Rh
1 h/N N-2 1
fiir h | 0, wobei der Resterm

Rl <P NEO([t =5 =yt = 5)) 2 2) = O(h?)

erfiillt. []
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Bemerkung. Eine zeitdiskrete Version wurde in u.a. [B16] und [D19] betrachtet, dies war
ein (zeitdiskretes) Cannings-Modell, in dem in jeder , Generation* genau ein Individuum
zwei Kinder hat und dafiir eines null. Insoweit entspricht eine Generation dort einem
Reproduktionsereignis im Moran-Modell, wenn man fiir die Individuen mit genau einem
Kind jeweils Elter und Kind identifiziert.

Wenn NX (M), xo gilt, so konvergiert der reskalierte Anteilsprozess

(Zt(N))tzo = (NX](V]Z/)Q)tz() (29)

gegen die (neutrale 2 Typ-)Wright-Fisher-Diffusion (vgl. Def. und Bem. unten),
d.h.

(Zt(N) )t>0 N—oo

(Zt)e=0 (2.10)

(Konvergenz in Verteilung auf auf dem Raum der cadlag-Pfade, vgl. Anhang [A.2)). Wir
werden dies unten beweisen (siche Abschnitte [2.3.4] und [2.6.1); fiir eine entscheidende
Heuristik beachte

1 1 N x(N-x N T x
EE[( Xy~ ¥ XN | X = 2] = e (2—h¥ * 0(§h)) = (1= %) o))
fir h ] 0.

2.2 Kingmans Koaleszent

Sei &, = {Aqqivalenzrelationen auf [n]}, wir notieren £ € £, etwa durch eine (ungeordne-
te) Liste der Aquivalenzklassen (z.B. £ = {{1},{2,3}} € & bedeutet 2 ~¢ 3, 1 #¢ 2, 1 £¢ 3).

Wir schreiben £ < 7, falls
inej = i~y gilt,
d.h. n entsteht aus ¢ durch Vereinigung einiger Klassen, ggfs. in mehreren Gruppen (z.B.

{11,423, {3,4}, {5}, {6, 7}, {8} } = {{1,2,6,7},{3,4,5}, {8}}).

Definition 2.4. Die zeitkontinuierliche Markovkette (R§”))t20 auf &, mit Sprungraten-
matrix
1 falls n aus £ durch Verschmelzung von genau zwei Klassen entsteht,

gen =1 —() fallsn=¢,
0 sonst

(2.11)
heifit Kingmans (n-)Koaleszent.

Zumeist betrachten wir den Startzustand R(()") ={{1},{2},...,{n}}. Wir kbnnen den
Pfad (R(n))t>0 als Baum interpretieren, dessen Bldatter mit 1,...,n markiert sind:
Zu den Zeitpunkten 0 = 7™ < 7 < oo < 70 < 7 wo T,S " =inf{t>0:|[R™| <k},

verschmelzen jeweils zwei Zwelge. Fiir Stlchproben i,j € [n] konnen wir den genealogi-
schen Abstand von 7 und j, inf{t > 0:i ~ ) j} aus dem Baum ablesen.
t

(vgl. Bild an der Tafel|
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2.3 Zur Wright-Fisher-Diffusion

Bericht 2.5 (Diffusionsprozesse auf R). Ein starker Markovprozess (X;);»o auf R mit
stetigen Pfaden heifit ein Diffusionsprozess. Die Dynamik eines solchen Prozesses kann
man durch seine ,,infinitesimalen Charakterististiken“ beschreiben:

E[Xpn - Xe| F] = hp(Xe) + o(h),  Var[Xe, - Xi | F] = ho®(Xy) +o(h)

fir A | 0 mit gewissen Funktionen p und o2 (%; = o(X,,s < t) beschreibt die durch
Beobachtung des Pfads bis t verfiigbare Information). Dann ist (fiir eine geniigend glatte
Funktion f auf R)

LF(r) = im TE[f(Xe) ~ F(X0)| Ko = 2] = (@) /() + 50%() ()

der sogenannte Generator von X.

Das , kanonischste* Objekt dieser Klasse, die Brownsche Bewegung ( By )0, erfiillt dies
mit u(-) =0, 02(-) = 1. Man kann zeigen, dass man ein allgemeines X (unter geeigneten
Bedingungen an g und o?) als Losung einer sogenannten stochastischen Differentialglei-
chung

dX; = p(Xy) dt + o(X,) dB;

gewinnen kann.

Lesenswerte Einfiihrungen zu diesem Thema finden sich beispielsweise bei Breiman
[B, Ch. 16] und bei Kersting und Wakolbinger [KW] [sieche Kap. 3 fiir die Brownsche
Bewegung, Kap. 5 fiir Markovprozesse und Generatoren].

Definition 2.6. Der starke Markovprozess Z = (Z;)0 mit Werten in [0, 1] und stetigen
Pfaden, dessen Generator fiir f € C2([0,1]) gegeben ist durch

Lf() = lim T B[ f(Z) - f(Z0)] = 521 2)f"(2). 2 €[0.1]

heifit die (neutrale 2-Typ) Wright-Fisher-Diffusion.

(Siehe ([2.31)) unten fiir die Ubergangskerne x,(z,-) = £ (Z; | Zo = 0) von Z.)

Bemerkung 2.7. 1. Die Wright-Fisher-Diffusion Z ist die eindeutige Losung des folgen-
den wohlgestellten Martingalproblems: Fiir jedes f € C2?([0,1]) ist der Prozess

MS) = 12 - () - [ 320 2)1(2) ds (2.12)

ein stetiges Martingal (bzgl. seiner kanonischen Filtration), wobei My(f) = 0.

2. Aquivalent kénnten wir die Eigenschaft
t
7 stetiges Martingal mit Werten in [0,1] und (Z); = / Zs(1-Zy)ds (2.13)
0

betrachten.
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Die Ito-Formel zeigt, dass Z dann das Martingalproblem mit Generator

Lf(2) = 52(1-2)f"(2) fix f € CX([0,1])

16st, denn

1@y - 1@ = [ 1@z [y da),
- [ rzyazs [ 20205z ds

dh. f(zt)—f(zo)—[Ot%zsu—zs)f"(zs)ds:fotf'(zs)dzs ist ein Martingal.

3. Ein weiterer Blickpunkt: Z ist die (eindeutige, starke) Losung der stochastischen Dif-

ferentialgleichung
dZt =\ Zt(l - Zt) dBt,

wo (B;) standard-Brownsche Bewegung.

Das Martingalproblem (2.13) ist eindeutig (via Dualitéit mit dem Klassenzdhlpro-
zess des Kingman-Koaleszenten):

Wir zeigen: Sei Z = (Z;)1s0 stetlges Martingal mit Werten in [0,1], Zy = z und (Z); =
[ Z,(1-Z)ds [dh. Z2 - Z2 - [ Z.(1~ Z,) ds ist Martingal], so ist Z die Wright-Fisher-
D1ffus1on

Mit Ito-Formel ist fiir n e N

t 1 t
Zr = 70+ f nZitdz, f n(n-1)2"2d(Z),,
0 0
also ist 1 .
zZr-25 - f n(n—-1)(Z0-1 = Z) ds = f nZr-'dz,
0 0
ein Martingal und somit
f(n,z,t) =E.[Z"] = 2" +( )/E [Z'']-E.[Z]ds
n
=2"+ (2) / fn=1,2t) - f(n,z,t)ds
0

(und f(1,z,t) =z fiir alle t > 0, z € [0,1]), d.h. die Familie von Funktionen f(n,z,t) lost
ein (lineares) System von Differentialgleichungen

%f(n,z,t):(;L)(f(n—l,z,t)—f(n,z,t)),tzO,neN und  f(n,z,0)=2". (2.14)

Dieses System ist eindeutig l6sbar (z.B. rekursiv in n).
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Sei (Ny)o (N = |R§”)|, wenn der Startzustand n Klassen hat) der Blockzdhlprozess
(oder Klassenziihlprozess) des Kingman-Koaleszenten (Def. [2.4), wir lesen dort ab, dass
(Ni)is0 eine Markovkette auf N mit Sprungratenmatrix

Gm,m-1 = (T;), Gmm = —(T;), Gmye =0 falls 0 ¢ {m—1,m}
ist. Setze
g(n, z,t) = E,[2]

(Satz unten beschreibt die Verteilung von V;, damit lisst sich — wenigstens im Prinzip
— die Erzeugendenfunktion von N; bestimmen).

Gemifl Kolmogorovs Riickwirtsgleichung (vgl. auch Anhang lost g(n, z,t)
ebenfalls (2.14)):
(Bl - B2 = £ (Ea[Ealz | Ni]] - En 4]
_ %((1 () a2V ] 4 B(3)Eaca [2N] + O(h2) ~ Ea[2V]) = (3) (Buca[2¥] - E[2]) + O(h)
Da dieses System eindeutig losbar ist, folgt
E.[Z!] =E,[2"], t20,2€[0,1],n €N, (2.15)

d.h. alle Momente von Z;, und damit (da Z; beschrinkt ist) auch die Verteilung von Z;
ist festgelegt.

Fiir die Losung eines Martingalproblems impliziert Eindeutigkeit der eindimensionalen
Verteilungen die Eindeutigkeit der Verteilung des gesamten Prozesses (vgl. z.B. [EK|
Thm. 4.4.2] oder [B18| Prop. A.3]).

Bemerkung (Dualitit, allgemeiner Fall). Seien X@ = (X)), 2 ¢ E und Y® =
(Y;(y))tzo, y € E' Familien von stochastischen Prozessen mit Werten in £ bzw. in £ (E,

E' seien polnische Rdume, sagen wir), es gelte Xém) =x, Yo(y) =y f.s. X und Y heiflen
dual mit Dualitatsfunktion H : E x E' - C, wenn gilt

E[H(X",9)] =E[H(z,Y,)] V20, zeE, yekE

(Wir nehmen an, dass H geeignete Messbarkeits- und Beschrénktheits/-Wachstumsannahmen
erfiillt, so dass die betrachteten Erwartungswerte existieren.)

Insbesondere: Es gebe eine Familie Y(®), y € £’ von Markovprozessen mit Werten in
E’" und Y;J(y) =y (wie oben) und H :[0,1] x E' - C m.b. so dass E[|H(x,§ﬁ(y))|] < oo fiir
reR,ye £’ t>0 und die Funktionenmenge

{H(-,y),ye E'} sci trennend fiir M;(E),

(dh. [, H(z,y) p(dz) = [, H(z,y) v(dz) fir alle y = p = v). Weiter gebe es fiir jedes
x € [0,1] eine Losung X @)  des Martingalproblems mit Generator L und Startwert
X8 =z, die

E[H(X",9)] =E[H(z,Y )] Vt20,yeF’ (2.16)

erfiillt. Dann ist das Martingalproblems zum Generator L wohlgestellt, d.h. die Losung
ist eindeutig. (Siehe z.B. [B18, Def. A.6 und Satz A.7] oder [KI, Kap. 26.3].)
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2.3.1 Ubergangswahrscheinlichkeiten des (Blockzihlprozesses des)
Kingman-Koaleszenten und der Wright-Fisher-Diffusion

Sei (IV;)ss0 der Blockzdhlprozess (oder Klassenzéhlprozess) des Kingman-Koaleszenten,
d.h. die zeitkontinuierliche Markovkette auf N mit Sprungraten

Gm,m-1 = (ZL), Gmm = —(7;), Gmye =0 falls £ ¢ {m-1,m}

(in der Notation von Def. [2.4|ist N, = |R{™|, wenn Ny = n).

Satz 2.8. FirneN gilt

27 = 1)(=1)i=™(m) ;_1y1(n
PN = m) = 3 e (- e m<){(:)ﬁ»<>

P, (N;=1)=1- ;;mﬂ ())@]‘?S;VWL¢ (2.18)

(mit (z);, =x(x-1)-(z—-j+1), (2)jp=a(z+1)...(x+7-1) fallende bzw. wachsende
Faktorielle).

. 2<m<n, (217

Lemma 2.9. Seien X, Xs, ..., X,, unabhingig, X; sei exponentialverteilt mit Parameter
Aiound Ay <Ay <---<\,. Dann hat X := X1 +---+ X,, die Dichte

n

Ix(t) = Z&j)\j exp(-A\;t), >0 mit a; := H
i1 k=Lksj Mk~ A

isbesondere ist N
P(X >t) = ajexp(-A;t), t>0.
j=1
Beweisskizze. Die Formel fiir die Dichte kann man beispielsweise per Induktion durch suk-

zessive Faltung mit der Exponentialdichte beweisen, fiir den Induktionsschritt beachten
wir

[tnzl)\ exp(-A;s) H )\k_ - X A exp(=An(t - 5)) ds

k=1,k#j
- n-l -5t —Ant
_ . T1 Ak / On=X)s g = 3 A A, H et —e
= X e s = X
JZ; k=1,k+j Ak = )\j Z k=1,k+j )‘k )\ An = )\j
= = )\je_)‘Jt - )\k - )\ne_Ant ni:l )\j I )\k .
J=1 k=1k=j Ak~ )\j j=1 An = /\j k=1,k+j Ak = >‘j

Dann verwenden wir die Identitat

i A A k:Q#j M= kA=A



die (man dividiere beide Seiten durch AjAs---\,,_1 und sortiere Terme) dquivalent ist zu

> 11

1 k=1,k+j Ak — )‘j

(2.19)

Sei £;(w) = [Thoy g )\ )\ (das j-te Lagrange-Polynom zu Ay, ..., \y), ¢1(x)+lo(x) +-+£,(x)
ist ein Polynom in z vom Grad n - 1, das (mindestens) an den n verschiedenen Stellen
Aly. ..y A den Wert 1 annimmt (denn £;(\;) = 6j;), daher gilt ¢1(z) + lo(x) +--+ £, (x) = 1.
Die linke Seite von (2.19) ist (-1)"~! mal der Koeffizient von z"~! in diesem Polynom.
Alternativ beachte man, dass fiir ¢ € R gilt E[e®%] = [T e“TN\je N dx = )\])‘—_J also

i’
i Aj . . o 4 ) i\
E[elCX] = ;Ll Py 1( = ¢1(¢) gilt, wihrend fo eiér Z;Ll ajAje T g = Z?zl ;;—ijc = p9(2)

und es ist w3 = 1 (p2 ist die Partialbruchzerlegungs-Darstellung von ¢1), denn beide sind

meromorph auf C mit jeweils einfachen Polen bei ¢ = —i\i, ..., —iAund limy,,e 1/2(2) = 0,

v1(2) _y 10 Y p2(2)
lim, —iX;j Aj—iz )\J Hk:l,k#]' Ae=Nj =lim, 2y Aj—iz”

Die Formel fiir den Verteilungsschwanz von X ergibt sich durch entsprechendes Inte-
grieren der Dichte. O]
Beweis von Satz[2.8. Fiir 1 <m < n ist mit Lemma 9 (und S; wa., S; ~ Exp((3)))

Pn(Nt < m) = ]P)(S + Sn—l + et Sm+1 < t)

- [ 2 (3)er(-) T

Jj=m+1

- 2 (e () 11 (';)(?(;)

(und P,(N; <n)=1), somit fiir L <m<n

IP’n(Nt:m) :Pn(NtSm)—Pn(NtSm 1)

e GG
= 2 (e Oy ()Ul 0-0)
)

k=j

C MG & _jﬂ SO
T mtO g
M (5) & 1
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(in der letzten Zeile nutzen wir aus, dass Y7, [Tioym xes W = 0 gilt, vgl. (2.19) in

Lemma .

Weiter ist

Lo & e-1) .., nl(n-1)!
H( )}H ;T2 (m—1)!(m -2)!

l=m =m

und

n

I ((g)_(%))z 12[ k(k_l);j(j—l): ﬁ (k+j—;)(/f—1)

k=m, k=m, k=m,
k+j k+j k+j

=27 (nom) 2 _(71;(;113)'_ ) (=1)77(j = m)!(n-j).

Insgesamt folgt

(27 - D=1 (m) -1 (7))

P, (N, = M)—]z;nexp( ( )t) m!(j - m)l(n) ., 2<m<n,
Po(Ne=1)=1- Z;exp( ( )t) (2] - 127(1)3T)j(n)ji

(mit ();, =z(x-1)(x-j+1), (x)j3 =x(x+1)...(x+j-1) fallende bzw. wachsende
Faktorielle).
O]

Bemerkung 2.10. Alternativ diagonalisiere die Sprungratenmatrix des Klassenzéhlpro-
zesses des Kingman-Koaleszenten, vgl. [T84, Appendix I]: A\ = -k(k-1)/2, k=1,....n
Eigenwerte,

(e g .

(fgk), . ,Egk)) Links-Eigenvektor zum Eigenwert Ay,

® _ (I FDrs g
' _(k)(j)kll(jzk)’

(rgk), ... 1T Rechts-Eigenvektor.

Bemerkung 2.11. Aus der Struktur der Sprungratenmatrix (2.11)) folgt
(n) (T(n) ﬂgn)) + (Tég - 77(:%) + (1 (n) 7'2(”)) d Sy +Sp_q + o+ Sy, n>2,

wobei die Sy unabhéngige exponentialverteilte Zufallsvariablen mit Parameter (g) sind,
somit

n 7 7 2 L 1 1 1
(AV1= 2 B =Yy 2 ) =2

k=2 k=2 k=2
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und 1 = E[7?] <E[7{™] < limp e E[7™] = 2.
Fiir das Moran-Modell mit Populationsgréfie IV bedeutet dies, das der jiingste gemein-

same Vorfahre der heute lebenden Population im Mittel vor etwa 2% = N Zeiteinheiten
gelebt hat.

Weiter ist
n no kP& 4 " 1 1 11
Vi) = vl 2. ,) = 2y - 5 1 ) G-
1 4 ol 1 1
(Zk_) 4+—+——8 (SZkQ) (1—5)(3+5),
insbesondere

2
1 = Var[r®] < Var[r(™] < lim Var[7("] = 8" - ~12~ 116

n—oo

Der wesentliche Beitrag zur Gesamtvarianz kommt also von der letzten Verschmelzungs-
zeit Sg.

Mit n — oo ergibt sich aus (2.17)—(2.18) (vgl. auch den folgenden Abschnitt zum
Start in Ny = o0)

Po(Ny=m) = i exp (- (g)t) (2k - 1)(:1)im(:n)(k_m, m>2, (2.20)
= m!(k-m)!
Po(Ny=1) = 1—};exp(—(g)t)(Zk—l)(—l)k. (2.21)

2.3.2 Erginzung: Der ,,co-Koaleszent*
Man kann dem Kingman-Koaleszenten mit n = oo einen Sinn geben:

1. (Teilstichproben-Konsistenz) Sei 7, -1 : £, = £,-1 die Einschriankung aller Aqui-
valenzklassen auf [n - 1], so gilt

(Wn,n—l (Rﬁn) ))tzo < (R§n_1) )tzo'

Dies folgt aus der Form der Sprungraten.

2. (Invarianz der Verteilung unter Permutation der Stichprobennummern) Fiir eine
Permutation ¢ von [n] und & = {C,...,Cy} € &, sei 0(§) = {a(Ch),...,0(Ca)}
die Aquivalenzrelation, die man erhélt, indem man die Elemente der Blocke von &
gemafl ¢ umnummeriert. Es gilt

(o)) 0= (B) e

Dies folgt aus der Symmetrie der Sprungraten. [Man sagt auch, dass R§") eine
austauschbare zufillige Aquivalenzrelation ist.
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3. (unendlich groe Stichprobe) Mit obigem und Kolmogorovs Erweiterungssatz ist
es moglich, den Kingman-Koaleszenten ([2;);>0 mit Stichprobengrofie n = co als Mar-
kovprozess auf € := { Aquivalenzrelationen auf N} mit Startwert Ry = {{1},{2},...}

zu definieren mit der Eigenschaft (Woo’n(Rt))bo ( (R("))) fiir jedes n e N.

Bem. zeigt, dass IE[TI(M)] =2 < o0, d.h. auch eine ,,unendlich grofle Stichprobe“
findet f.s. in endlicher Zeit ihren ersten gemeinsamen Vorfahren. Obwohl |Ry| = oo
ist, gilt |Ry| < oo fiir jedes t > 0 fast sicher. [Man sagt auch, dass der Kingman-
Koaleszent ,,aus dem Unendlichen herabsteigt.“]

2.3.3 Erginzung: Die Skelettkette des Kingman-Koaleszenten

Sei f("), t =n,n-1,...,1 der Zustand des n-Koaleszenten zum ersten Zeitpunkt, zu
dem i Klassen existieren, d.h. £ = R(?z) (mit 7™ := inf{t > 0: |R(n)| < i} wie oben)

.....

Markovkette ]

Proposition 2.12. Fir¢ € &, miti Klassen der Groflen A1, ..., A\ € N (mit \y+---+)\; =n)
qilt

B(E™ =€) = cp(€)  mit w(€) = MboA, ey = =TI g o)
n! (n-1)!

Beispiel. Betrachte n =9, i = 3, es ist ¢g3 = 252 = 1/1693 440.
Ai|[3-3-3]4-32 522441531621 7-1-1
w | 216 | 288 | 480 | 576 | 720 | 1440 | 5040

Wir sehen: die Verteilung hat mehr Gewicht auf , unbalanzierten Aufteilungen.*

Beweis von Prop. [2.13 Riickwirtsinduktion iiber i: Fiir i = n gilt P(€{™ = {{1},...,{n}}) =
1 mit Ay =---= )\, —1 undcn,n—w(l S1)=1.
1 —1—1: Es ist
1 falls 5 aus § durch Verschmelzung eines Paars von
P(fi(fl) _ 77|§'(n) =€) = (;) Klassen entsteht,
0, sonst.

Sei n €&y, |nl =i -1, KlassengréBen Ay, ..., Ai_1.

P (n) — P (n) _
(&7 =n) <@_1> DECEED

i-13-11 /3 ~ ~ ~ ~ ~

= —( )Cn Z)\l')\g_l‘m'()\g —m)!)\g_,_l!"'/\i_l!
=im=1 2 ’
—12¢-1 me(ﬁ) i—1 Ae—1

= 1

T 22 Wn &5

= Cnit(1) - (2 - = Cpio1W
- Z(Z )( ( 1)) n,i—1 (77)
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Fiir das 2. Gleichheitszeichen verwenden wir die Induktionsannahme und zerlegen geméfs
der ,aufgespaltenen® Klasse: die /-te Klasse hat A\, Elemente, zerlege in 2 Teilmengen d.

GroBen m und A\, — m, es gibt %(’;\rf) mogliche Wahlen; der Faktor % entsteht, weil die

Klassen in n als ungeordnet aufgefasst werden. O]
Korollar 2.13. 1. Sei o eine uniform verteilte Permutation von {1,...,i}, u.a. von M),
|C’Z(Z)(Z | mit fi(n) = {C’i(ff), . C’( )} Dann ist
(M, ..., M;) uniform verteilt auf {(ml, cooymy) €NPrmy by = n}
2. Sei & = {Aq,..., Ai1} € &, mit |A;] = N $(§(H)|£(”) = &) kann folgendermafen

beschrieben werden:

e wdhle A; mit Wkeit 23:1 (je{l,...,i-1}), dann wdhle k uniform aus {1,..., \; -

1}

e spalte A; uniform in zwei Teile der Gréflen k und A\; - k.

Bemerkung. Fiir ¢ = 2 zeigt Kor. die ,,uniforme Aufspaltung” der Stichprobe in
zwei alteste Familien.

Beweis von Kor. [2.13. 1. Seien my, ..., m; mit my +---+m; = n gegeben. Nach Prop. 2.12]
hat jede Realisierung des (zufllig) geordneten Vektors (C’(z)(l), . Z(Z)(Z)) die mit den

geforderten Gréfien m; vertrdglich ist, die W’keit acmml‘ -my;!, somit

n 1
(mla-"ami)) :( ).—,Cn,iml!"'mi!
my ... Mm;) 1

(n-)!@-1)! 1
(n=Dt ()
denn es gibt (m1 " mi) Partitionen, die bezgl. der Gréfle der Klassen in Frage kommen,

jede hat n. Prop. dieselbe Wkeit ¢, ;my!---m;!,
die Wkeit, dass zuf. Perm. o geg. Ordnung liefert, ergibt nochmals einen Faktor %

(Beachte auch #{{(mi,...,m;) € Nimy + - +m; = n}} = ("7]): n Kugeln in ¢ (num-

merierte) Schachteln legen, so dass keine Schachtel leer ist: n — 1 mogl. Plétze fir ¢ — 1
“Trennwéinde”.)

2. € entstehe aus 7 durch Aufteilen von A; in 2 Teile der Groflen k& und A; - k.

P =n[g” = OPE™ = ©)

P((M,..., M)

P(e™ =¢1e) =) =

P& =n)
B écn,i)\l!"')\jfl!k!()\j - k)!)\jJrl- )\ifl! B 1 Z(Z . 1)
T N DAl () n—ie (%
YR 1 5 1
Cn—itl N -1 T()
(nA - +11A Wahl von Aj; = Wahl von k; 2 G 1 )" Wahl der Zerlegung von A; — beachte:
Faktor 2, da die Klassen ungeordnet” angegeben werden) O]
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Korollar 2.14. Betrachte eine Teilstichprobe der Grisse n in einem Kingman-m-Koaleszenten,
mit m > n. Dann erfillt die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses E,, ,, dass der jingste
gemeinsame Vorfahre (jgV) der n-Stichprobe mit der Wurzel des m-Koaleszenten tber-
etnstimmt,

-1

Beweis. Wir betrachten &é”), die erste Aufspaltung des Koaleszenten von der Wurzel aus
betrachtet. Diese resultiert in einer Aufspaltung der trivialen Partition {{1,...,m}} in
eine Aquivalenzrelation mit genau zwei Klassen der Grossen m—X und X, wobei X nach
Kor. auf [m — 1] uniform verteilt ist. Falls der jgV der n-Stichprobe nicht mit der
Wurzel iibereinstimmt, so miissen die Ahnenlinien aller n Individuen der Stichprobe alle
entweder in dem Block der Grosse m — X oder in dem Block der Grésse X liegen.

-X)n (X))
Das erste Ereignis hat Wahrscheinlichkeit M und das zweite Q
(m)ny (m)ny
Wir erhalten
m—1 -k k
IED(E;nn,) =1 _P((Emn,)c) =1- Z [(m )nl + ( )m :|]P)(X = k)
k=1 (m)ny (m)ny —_—
. m—1
— 1-[ (2" + (1-2)") dz
m—00 0
1 1 1 1 2
:1__n+1 _ 1— n+1 -1 =1=
[n+1x ]o [n+1( )" )]o n+1
fiir m — oo durch Konvergenz der Riemann-Summe gegen das Riemann-Integral. O

2.3.4 Konvergenz des Typenanteilsprozesses

Ein Zugang zur Konvergenz des Typenanteils im Moran-Modell gegen die
Wright-Fisher-Diffusion via Dualitédt mit dem Kingman-Koaleszenten

Ein Zugang zur Konvergenz von (Z(")), in (2.10)), der zumindest die Konvergenz der
endlich-dimensionalen Verteilungen beweist und der ohne den ,technischem Apparat®
der Martingalprobleme aus Bem. auskommt, die Momente des Grenzprozesses via
Stichproben-Interpretation und die Konvergenz der Genealogien (vgl. und die Dis-
kussion direkt danach) zu berechnen.

Beobachtung 2.15. Sei x € [0, 1], im Modell mit Populationsgrofe N vergeben wir an
die N Individuen der Startgeneration 0 rein zuféllig | Nx|-mal den Typ 1 und (N-|Nzx|)-
mal den Typ 0, in der Notation (2.1) auf Def. 2.1}

((£0(1),&(2),...,&(N))) ist eine zufillige Permutation von (1,1,...,1,0,...,0).
|Nz)  N-[Naz|

Sei t >0 und n € N (n < N), wir ziehen zum Zeitpunkt Nt/2 eine Stichprobe von n
Individuen aus der Population. Die Wahrscheinlichkeit, dass alle n den Typ 1 haben ist,

N N N n—
Biy (2002 - )27 - 23]
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E, Ij[lX(N) (%X(N) %)._‘(%X(N) n-l ]

LN Nt /2 Nt/2 Nt/2 N
= ]P’U]vvacJ (Envto( 1) = Lénya(J2) = 1, Enyya(Jn) = 1)
= P ((AL ") = L&o(AY ™) = 1, (AT ) = 1)
R 1-1 :
i | Nx| -1
-E Sk B
| T =]
mit Jy, ..., J, einer rein zufilligen Stichprobe vom Umfang n aus 1,..., N (verwende fiir
das 2. Gleichheitszeichen die Dualitdtsformel (2.8]) aus Bem. .

Da (R(n’N) ein Kingman-Koaleszent (mit , Laufzeit“ t) ist, folgt

Ns/2 )Ossst

lim By [(Z07)"] = E[215"1]

N—>oo N

Fiir x € [0,1], ¢ > 0 wird daher ein W'maf x;(z, dy) eindeutig (das Momentenproblem
auf dem kompakten Intervall [0, 1] ist eindeutig losbar, vgl. z.B. [KI, Kor. 15.32] oder
[B17, Kor. 4.30] durch die Forderung

'/[ | y" ke(z,dy) = ]E[x'Rgn)‘] fir ne N (2.23)
0.1
festgelegt und es gilt

Lz 25 = §INz]) = r(a,) (2.24)

(Wir werden in Abschnitt unten zeigen, dass r(z, dy) = P.(Z; € dy) mit (Z;)e0 aus
Def. und Bem. , d.h. k; ist der Ubergangskern der Wright-Fisher-Diffusion.)

Somit ist

P.(Zy=1)=lim E,[Z}] = lim ) P,(Ny = j)27 = > Po (N = j)27 (2.25)
n—oo 7’1,—>(><>J:1

j=1

und analog

P.(Zi=0) = Y Bou(Ny=)(1- 2). (2.26)

j=1

Um aus ([2.23)) auch die Dichte im Inneren (0, 1) des Einheitsintervalls zu bestimmen,
bendtigen wir noch einen weiteren Gedanken:
Fiir a,b > 0 sei
['(a+b)

Wyafl(l —y)"h, ye(0,1)
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die Beta-(a, b)-Dichte, fiir Y, ~ Beta(a,b) ist
E[Y,s]=a/(a+b) und Var[Y,]=ab/((a+b)*(a+b+1)).

Fiir stetiges f:[0,1] = R gilt somit

E[f(Y,,)] - f(y) wenn a,b— oo mit aib Sye(0,1)

(verwende z.B. die Chebychev-Ungleichung um zu sehen, dass Y,; dann sehr eng um

seinen Erwartungswert konzentriert ist).
Fiir ny,ne € N gilt
niy +no na B no
E[( N )Zt (1-2)™]
n1+n2 i1, n1—1)( T‘Q_l )
. J i (k—l —k-1
= 2 Puens(Ne=3) ), (k)zk(l -z) k(nﬁ—ni_l)
7j=2 k=1 j-1

Der Erwartungswert auf der linken Seite ist die Wahrscheinlichkeit, in einer zufélligen

Stichprobe der Grofie ny + ny aus der Population zur Zeit ¢t den Typ 1 n;-mal und den
Typ 0 ny-mal zu sehen.

(2.27)

Fiir die Gleichung betrachten wir die folgende alternative Berechnung dieser Wahr-
scheinlichkeit, die auf die rechte Seite fiihrt:

o Auf {Nt(mmz) =j} (2<j <ny+ny) denken wir uns die j Linien, die die Ahnen der
Stichprobe zur Zeit 0 bilden, (zufillig) nummeriert.

e Eine gegebene Teilmenge K; der Grofle k (mit 1 < k < j) dieser j Linien erhilt Typ
1, die iibrigen Typ 2: dies hat W’keit 2*(1 - z)Ji*

(und: es gibt (i) verschiedene solche Teilmengen).

e Die W'keit, dass die k Linien aus K; genau n; Stichproben représentieren (und
demnach représentieren die j — k Linien aus [j] \ K7 genau ny Stichproben), ist

‘{(ml, e ,mj) e N7 : ZieKl m; =nq, My + - +mj =n +n2}‘ ) (7217—11)(]ﬁ2k:11)
{(m1,...,m;) e NI sy + - +my = ny +ny}] = (m;?i,l) ;

vergleiche Kor. [2.13]

Nehmen wir an, P,(Z; € -) besitzt Dichte f;(z,y) im Inneren (0,1).

Sei nun y € (0,1), wir setzen ng := |ny|, ny := n—ny, dann ist (setze a =ny+1, b=ny+1

in (2.27)) oben)

L' T(a+b)
o I'(a)T'(b)

=(n+ I)Ex[(

271 = 2) fy(, 2) dz = E[—FF((;);(”b)) 27 (1- 2"

")z - z]

ni
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:niQPnﬁnz(Nt =j);(‘]i)xk(l—x)j_k(n+ 1)% (2.28)
[beachte I'(a+b) =T'(ny +na +2) = (n+1)!]
Es ist
(721—_11)(3'7?1@_—11) _ (j-1)! (lny] = 1) e-1ys(n = [ny] = 1) (-r-1),
N T I e TP R (Do
G- 1) =1 — )ikt (2.29)

ﬁ - y
noo (k= 1)I(j—k-1)!
Demnach finden wir insgesamt

Beobachtung 2.16. x(z,-) fiir t > 0 besitzt auf (0,1) die Dichte

oo -1, - |
. N,k i~k (-1 k-1 j—k-1
= ]Poo N, = 1- J . 1- J 9 ) ) 1
sy = L (V=) & () (- aV ™ e -y e )
(2.30)
lalso eine Mischung aus Beta(k, 7 — k)-Dichten] und
ri(, dy) = Po(Zy = 1)01(dy) +Pr(Z = 0)do(dy) + fi(2,y) Lo,y (y)dy. (2.31)

mit P,(Z; = 1) aus (2.25) und P,.(Z; = 0) aus (2.25). (Die Annahme, dass P,(Z; € -)
tatsichlich eine stetige Dichte im Inneren (0,1) besitzt, konnen wir nachtriglich durch
Berechnung der Laplace-Transformierten rechtfertigen, vgl. [T84].)

Numerische Illustrationen

i _ ? = - ?
5 w0 | : 7474 &% : < 7 T ﬂ‘
E =) I I E <t ! I
5 v O ! !
9 1 1 SO K |
o T \ L o ¥ §
£ 1 < 2 | 1
= o ¥ SRS 1
S i i i i | S i i i i |
00 02 04 06 08 1.0 00 02 04 06 08 1.0
Anteil Typ 1 Anteil Typ 1
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© T T
1 [ s ) [
- I T I - I T
5 o | [ ﬁ) 1 [
= < | ‘ = 2 |
@) [ [ @) i [
[ [ [ [
El O o f
§ | [ @ < [ [
A ‘ ! A mi \
O_ n O 7\ |
O i\\\\\\\\\i\\\\\\\\\i\\\\\\H\iHHHH\i\HHHH{ o {\\\\\\\\\i\\\\\\\\\i\\\\\\\HiHHHH\iHHH\Hi
00 02 04 06 08 1.0 00 02 04 06 08 1.0

Anteil Typ 1 Anteil Typ 1

Vergleich der Ubergangswahrscheinlichkeiten des Moran-Modells zum Zeitpunkt Nt/2
(schwarze Balken, normiert als Wahrscheinlichkeitshistogramm; schwarze Kreuze = Ge-
wichte der Zusténde 0 und 1) und Ubergangsverteilung der Wright-Fisher-Diffusion (blaue
Kurve = Dichte in (0, 1); blaue Punkte = Gewichte der Atome auf 0 und auf 1), Start-
zustand zg = 0.5; linke Spalte: ¢ = 0.5, rechte Spalte: ¢ = 1.0; obere Zeile: N = 10, untere
Zeile: N =50

2.4 Wihler-Modelle auf endlichen Graphen

Szenario: FE endliche Menge, (¢(z,V))syer @-Matrix einer (irreduzibelen) zeitkontinu-
ierlichen Markovkette auf £ (und wir interpretieren: es gibt eine Kante von z nach y,
wenn q(z,y) > 0). (¢)eo = (@(z,y); 2,y €,t > 0) die zugehorige Ubergangshalbgruppe.
Sei m = (m(x))zep die eindeutige stationdre Verteilung zu ¢ (d.h. Y, 7(2)q(z,y) = 0 fiir
alle y € ).

dp(t) = max|g,(z,) = 7| rv (2.32)
(mit g = vty = 3 Loep (@) - v(2)| = maxacs [u(A) - v(A)]),

1
Tdiag = Z (7'&'(.1'))2, tmix =inf {t >0: dE(t) < 2—} > tmeet =E [MU,U’] (233)
e

ek,

wobei My ¢ die Zeit bezeichnet, bis sich zwei unabhéngige g-Irrfahrer mit unabhéngigen
Startpositionen U, U’ ~  zum ersten Mal treffen (siche (2.43) unten)

Wiéhler-Modell auf E: Zustandsraum {0,1}”, wir notieren die Zustéinde als ¢ =
(€(2))acr € {0, 1}F. Wir schreiben € = (£(z))ep mit &(x) = 1 - £(x). Fiir € € {0, 1},
x € I/ entsteht
: &2),  z#a
?e{0,1}F t &°(2) =
0 mit €() {1_5(2),
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aus &, indem die ,,Meinung®“ an Position = ,,geflippt* wird.
g getlipp

Dynamik von (&;)sso:
c(£,€7) = 3 (E(@)E(y) + E(@)EW) )a(z,y)

(Interpretation: Der Wahler bei x kopiert mit Rate ¢(z,y) die Meinung des Wahlers bei
y), Generator

Lf(€) =Y (€, (f(€%) - f(9)) (2.34)

el

Es gibt eine graphische Konstruktion (siehe auch [L10, Section 4.3], [L85, Chapter V],
[L99, Part. I1)).

2.4.1 Einschligige Martingale
Fiir £ € {0,1}¥ seien

pi(§) = L m(@)E(). (€)= ;Ew(w>5(x) =1-pi(¢) (2.35)
po(§) = EEU(%,y)f(x)E(y), ;m(f) = Z%;E?(x,y)f(fc)f(y) (2.36)

mit
v(w,y) = 7(2)2q(2, ) Losy, V(1)=$§EV(9E,?J), v(x,y) =v(z,y)/v(1)  (2.37)

Lemma 2.17 (J[CCCI6, Proposition 3.1]). Folgende Prozesse sind Martingale:

(P1(&)) 0 (2.38)
(pr(@po(&) + v(1) [ (o) +pr(€)) ds),_ (2.39)
((pl(gt))Q -v(1) [)t (p10(&) +por (&) dS)tZO (2.40)

Beweisskizze. Fiir ([2.38]) beobachte

p1(€") = p1(€) = (E(z) - &(x))m(2)
und daher

Lpi(€) = 3 e(6,€)(E(x) = &(2))m(x) = 3 (4(@)Ey) +E(@)é(y))ale, y) (&) - &(2) ) (=)

el z,ye

= 2 (E@)EW) +E@)eW))a(z y)m(x) =2 3, E(@)E(y)az.y)m(x)

T, yeE T, yell

= ¥ do)Ewa@, (@) - ¥ E@EWalz,y)r() =0

T, yek T, yel

Fiir beobachten wir zunéchst, dass
P1(E)Do(E7) = p1(E)po(€) = (p1(€) + (1 = 26(2))m(2) ) (po(€) + (26(2) = V)7 () = pr(E)po(€)
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= () (E(w) = £(2))po(€) + m(2) (£ (x) = E(2))pa () ~ m(2)?

und somit
(L(p110))(€) = po (&) Lp1(€) +p1.(€) Lpo(€) - ZE (£(@)E(w) + E(@)E(y) )a(w, y)m(x)?
- (1) (p0(©) + 20 (©))
folgt aus zusammen mit po(€) =1 - pi(€) und (2.38). O

Korollar 2.18 ([CCCI6, Corollary 3.2]). Fir v > 0 ist die (prdvisible) quadratische
Variation des Martingals (pl(gvt))m gegeben durch

t
<p1(fv~)))t =yv(1) /(; (plo(fws) +p01(§'ys)) ds, 20 (2.41)

Beweis. Dies folgt aus (2.40) und der Definition der pravisiblen quadratische Variation.
O

Dualitét: (Xt”, t >0,z € E) verschmelzende g-Markovketten mit X\g =x, so gilt

E, [H §t<x>] _E [H n(ff)] (2.42)

xeF zeF

fir jedes F'c E. (Man kann (2.42)) z.B. direkt aus der graphischen Konstruktion ablesen,
oder aus einer Generator-Rechnung erhalten.)

Seien (X7,t >0,z € E') unabhéngige ¢-Markovketten mit X =z,
M,,=inf{t>0: X} = X/} (2.43)
U U ~mua., (V,V') ~7 (somit auch in Formeln tet = E[Myp]).
Lemma 2.19 ([CCCIG6, Proposition 3.3]). Fiir~y>0,t>0 und £ € {0,1}¥ gilt

Ee [p1(&0)po(&:0)] = E[E(XIDEXT); My > 1] (2.44)

Ee [p1o(6,0)] = E[E(XT)EXY)); Myvr > 4t] (2.45)

Ee [po1(§:0)] = E[E(XI)EXT,); My > ] (2.46)

Beweisskizze. Verwende die Definitionen von pg, p1, p1o, po1, Linearitdt des Erwartungs-
werts und die Dualitatsformel . O

Korollar 2.20 ([CCCI6, Formel (3.13) und Corollary 3.4]). Fir ~v,t >0 gilt

iup}E Eg [plO(é.'yt) + Po1 (g'yt)] < 2P (MV,V’ > ’}/t) (247)
£€{0,1
und
t
P (MU,U’ > ’Vt) =1- T diag — 27”(1) / P (MV7V’ > ’YS) ds (248)
0
Zudem st
EMyyd= [ B(Myy>s) d _ 1= Maiag (2.49)
A I o v,yr > 8) as = 20(1) .
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Beweisskizze. (2.47) folgt aus (2.45)—(2.46)).
Fiir (2.48) betrachte 0.E. v =1 und verwende (mit &y(z), = € E u.i.v., Ber(u)-verteilt,
O<u<l)

El[p1(&)po(&)] = E[p1(&0)po(&0)] - v(1) fot]E[pw(fs) +po1(&)] ds

(verwende ([2.39)) aus Lemma [2.17)). Mit den Dualitdtsformeln aus Lemma ergibt sich

(1= u)P(Mygr > 1) = (1 - 1)(1 - mgiag) — (1) fOtQP(MV,V, > 5) ds

Division durch u(1 - u) liefert (2.48)).

(2.49) folgt mit t — oo aus (2.48) (denn angesichts der Irreduzibilitét von ¢ ist My <
oo fast sicher). O

Lemma 2.21 ([CCCI6, Proposition 6.1, (1)]). Fir0<s<t gilt
sup [Be [p1o(&)] = P(My,vr > 5)p1(€)po(€)]
£e{0, 1}

< P(MV,VI € (S,t]) + 4P(MV,V/ > S) dE(t - 8) (250)

(und analog fir pe1(&:)).
Beweis. Es ist fiir £ € {0,1}F

(@) () = pr(€)] < 2ds(t) (2.51)
und mit gilt fiir s <t
Ee [p10(&)] = E[E(XEXY); Myyr > s]+e1(E;s,t) (2.52)
wobei
le1(&;5,0)| <My € (s,1]) (2.53)

Die Markoveigenschaft von (X", XV") angewendet zur Zeit s liefert
E[f(Xtv)g(Xtvl)SMv,v' > 8]
= B[E[&(X)EXE )] [ary-cxv,xvy: My > 5| = Bl o€ (X )qe E(XY): My > 5]
=P(My,y > s)p1(§)po(§) + E[Qt—sﬂst)Qt—sg(X;ﬂ) = p1(§)po(€); My,yr > 5] (2.54)
Schlieflich ist mit

E[lqe-s& (X ) a-s&(XY) = pr(©)po(€)]; Myyr > ]
<E[po()|a-s&(XY) = p1(&)|; Myyr > 8] + E[qr-s&(X ) |ar-s&(XY") = po(E)]; My, > 5]

< 4dE(t - S)]P)(MV’VI > S) (255)
Einsetzen von (2.53)), (2.54) und ([2.55)) in (2.52)) liefert ([2.50)). O
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2.4.2 Das Hauptergebnis

Szenario: Wir betrachten eine Schar von Markovketten. £, E,,, ¢, g p(m) 5"
7 = Taer, (70 (2))%, 650, 600, PO, B, etc.

mix’ “meet’
(Startbedingung: Wir betrachten (nur) é") ~ Ber(u) u.i.v. mit einem u € [0, 1]; siche
[CCC16l, Ende von Section 5, S. 306] fiir Diskussion allgemeinerer Startverteilungen.)

Satz 2.22 (eine Teilaussage von [CCCI6, Thm. 2.2]). Es gelte
(n)

t
lim Wé?a)g =0 wund lim % =0 (2.56)
n—»oco n—o00 t»,:;@t

(n)

und & (x) ~ Ber, seien u.i.v. mit u € [0,1]. Dann gilt mit 7, = t,,2.,

(P1(EMN) 0 = (Z) 2o (2.57)

t>0 p—oco

Siehe Abschnitt [2.6] unten fiir Beispiel-Instanzen.

(Zwischen-)Ziel (vgl. [CCC16], Prop. 5.3]): Fiir 7' > 0 gilt

i E[| [ (o (D[0(€) +pia(€D] - ma(€ D)) ] <0 (259)

n— 00

Tatséchlich gilt die Konvergenz in (2.58)) auch in LP fiir jedes p > 1, siehe [CCCIG,
Prop. 5.3].

Mittels (2.58)) zeigen wir, dass jeder Limespunkt von (pl(fgzz ) 10 das (wohlgestellte)

Martingalproblem ([2.12)) 16st (und somit die Wright-Fisher-Diffusion ist).

Lemma 2.23 (vgl. [CCCI6, Lemma 6.2]). Es gibt eine Folge (s!,) mit s!, = o(Vn),

lim 29V (1) P (Myyr > sL) =1 (2.59)
und
= SUp Yt (DES [pro(&s, ) + por(Esr)] —pl(é)po(§)| —0 (2.60)
~(n)

Beweisskizze. Betrachte die Produktkette auf E, x E, mit Ubergangshalbgruppe q" =
¢ ® ¢\, startend in ihrer stationiéren Verteilung 7(® @ 7(™: die Auftreffzeit auf der
Diagonale D,, = {(z,z) : x € E,} ¢ E,, x E,, hat (nach Konstruktion) diesselbe Verteilung

wie M[(]n&, Weiterhin gilt

($,x’r)2%}:xEant ™ @ 7™ |1y < 2dg, (1)

Annahme (2.56|) zusammen mit Satz ([A82, Thm. 1.4]) und Korollar liefert dann

—%, Exp(1) (2.61)



(siehe Abschnitt unten fiir Intuition/Details), d.h.

PM) (My g > nt) — et fiir alle ¢ > 0 (2.62)
Mit (2.48)) aus Korollar und Annahme folgt daraus
t
29 (1) f PO) (Myyr > yns) ds — 1— et fiir alle ¢ > 0 (2.63)
0 n—oo

Wie in [CCCI6l, Cor. 4.2] gewinnen wir aus (2.63)

29V (1P (Myyr > yut) — e fiir alle t > 0 (2.64)

(2.64) ist intuitiv plausibel, etwas mehr Details:

Die Funktion f,(t) = 27,0, (1)PM™ (Myyr > y,t) ist stetig und fallend, und sie erfiillt
fn(t) <1/t (verwende und die Markov-Ungleichung).

Mit [CCC16, S. 300]: Wihle a > 0, G,(t) := 1 — af,(t) ist Verteilungsfunktion auf eines
(Sub-)WahrscheinlichkeitsmaBes auf [a, o). Fiir jede konvergente Teilfolge (die es geméfl Aus-
wahlsatz von Helly-Bray stets gibt) mit G, (-) — G(:) (in allen Stetigkeitspunkten von G)
gilt

t t
[8 Gnk(u)du]:ofs G(u)du fira<s<t

mit dominierter Konvergenz (beachte: als Verteilungsfunktion G hat héchstens abzihlbar viele
Unstetigkeitsstellen). (2.63)) zeigt

/: G(u)du=(t-s)+a(e’-e®)

und daher G(t) = 1—ae™ fiir jeden Stetigkeitspunkt von G. Da G nicht-fallend ist, gilt dies fiir
alle t € (a,00). Also ist G stetig auf (a,00) und limg_,c0 fn,, () = 7" fiir ¢ > a. Da der Grenzwert
nicht von der Teilfolge abhiingt, gilt lim, e f5(t) = €7t fiir ¢ > a. (SchlieBlich a | 0.)

Wir kénnen somit eine Folge (s,) mit s, = o(7,) und
lim 27,2, (1)P™ (Myy > 5,) = 1 (2.65)

wihlen (fiir jede Nullfolge €, — 0 gilt liminf,, e 27,0, (1)PM (Myyr > £,7,) > 1 geméf
(2-64), andererseits gilt fiir &, := inf {e > 0: 27,1, (1)P™ (My,» > £7,)} < 1 nach Kon-
struktion lmsup,,_, ., 29,0, (1)P™ (Myyr > £,7,) < 1 und wiederum wegen ist
limsup,,_, ., e, <t fiir jedes ¢t > 0, d.h. (&,,), ist eine Nullfolge).

(n)

Wihle u,, - oo mit lim,, e un,t, 2 /v, =0, setze s/, = s, Vv untl(gil. Somit

On =580y — 0 (2.66)
und
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(denn sg/tgfiz( — oo; erinnere dg(-) aus (2.32)) und siehe (2.90|) unten oder [LPW, Secti-
on 4.5)).

Wie im Beweis von [CCC16], Prop. 4.3] gilt dann auch
lim 27,2, (1)P™ (My,y > s1) = 1 (2.68)

(Vergleich mit (2.64)) zeigt liminf, o --- > e7t fiir jedes ¢ > 0, d.h. liminf,, . -+ > 1; (2.65)
liefert limsup,, o - < 1).
Indem wir dasselbe Argument nochmals auf s/ = 2s/, anwenden, folgt auch

lim 27,2, (1)P™ (My.y € (s),,250]) = 0 (2.69)
Mit Lemma finden wir fiir jedes € € E,
YnVn (1) Ee [p1o(&sr,) + po1 (€sr,) ] —pl(ﬁ)po(f)‘

< 2’yn1/n(]1)IP’(”) (Myy: € (s),,2s0,]) + 8%1/”(1[)]?(") (Myy: > s;,)dg, (s),)
+ |2’YnVn(]1)P(n) (Myy: > s;,) - 1‘291(5)1?0(5)

mit (2.67)), (2.68) und (2.69)) folgt (2.60)). O

Beweis von (2.58)) fiir p=1. Sei 0,, = s/, /7, = 0 wie in (2.66) im Beweis von Lemma [2.23]
Zunéchst gilt mit (2.47) aus Korollar

265,
E™) [ f
0

3 Do) + po (D] i€ Dp( )] s

20n
< 29 m(1) f PO (M > 4ns) ds + 28, —> 0
0 n—o00

Es geniigt also zu zeigen, dass

1,(T) = E™ [ f2 ;

gilt.
Schreibe p(€) = p10(€) + po1(§) und (mit F = 0(&,,u:u<t))

Hn(s) = VnVn(ﬂ)ﬁ(gvns) -E™ ['YnVn(]l)]_)(g’yns) | ﬁg%n] (2'71)

(1) [p1o(€5D) + por (€5D] = (€S Dpo(65)] dS] — 0 (270)

Mit Dreiecksungleichung und Cauchy-Schwarz-Ungleichung ist

I.(T) < (E<n> [(/2;: Hn(s)ds)2])1/2

T
+EM [ f2 S IE™) (1,0 (1)B(&rs) | F s, ] = P1(En(5-260) )P0 (& (5-260))] dS]

|

T
+E H[% pl(f%(s—%n))p0(£7n(8—257z)) = P1(&ns)Po(&y,5) ds
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1/2
= (Lo () 4+ Lo(T) + 15(T) (2.72)
Zum ersten Term auf der rechten Seite von ([2.72)):
L, (T)) = 2E® [ I/ Ho(r) Hy () Lysas,, ds dr]
20p<r<s<T

Zur Rechtfertigung des Indikators 1,.5_25, beachte: Fiir 26,, <r < s — 24, ist

EC)[ H, (r) Ha(5)] = B[ H (r) E® [Hy (s) | #7] | = 0

=0

Mit der Definition von H,(s) aus (2.71]) ergibt sich

Dol o [ )]
2 ('V’nVn(ﬂ))Q -k L&n dr [ dSp(ﬁ%,,)p(f%S)

T TA(T+265,) r - _

[ [ AsEO [EO[B(&0) | Fa5, 1 P(Er,0)]
T TA(r+26y) r -

- /26 drfr dsE®™ _P(évnr)E(n) [p(£7n5) | 3{(?_2%]]

T TA(r+265) - . .
e [ [ B EO[(6,0) | Far, ] < BV [P0 | Fs, ]|
= 13 (T) = [o(T) = Ly (1) + £1,u(T)

~

Beobachtungen:
lim 2,1, (1)P™ My > 27,6, ) = 1 (2.73)
(verwende (2.64)),
t
K :=sup 27, v,(1) f P (Myyr > 29,5) ds < 00 (2.74)
neN 0

(dies folgt z.B. aus (2.49)) in Korollar [2.20)); fiir r < s gilt gem&fl der Markov-Eigenschaft

und aus Korollar m
EM[B(E,) |- F2] = B [B(& 5m)] < 2P0 (Myyr > 7 (s = 1)) (2.75)

Evnr

Damit ergibt sich

(Yvn(1))* 11,1 (T)

T TA(r+20r)
- [ar [ A5 B [ (1)F(E,0) E® [ (DB(E,0) | F7]]

T TA(r+26r)
<[ ar ds B[ (1)) ] % 230 (1P (M > (s 7))

20n r
T 26,
< 29, (1) /5 P(”)(nyf > fynr) dr x 279, v, (1) f IP’(")(MV,V/ > fyns) ds
26, 0

2,
< Kp x 29,v,(1) f P(”)(nyf > %3) ds — 0
0

n—oo
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Weiter ist (verwende analog (2.75)) und (2.47) aus Korollar [2.20))
0< (1)) Lo (T)

T TA(r+20r)
< f dr f ds 27nyn(]l)IP’(")(MV’V, > 2%571) x 27nyn(]l)IP’(”)(MV’V/ > vns)
20n, T

T TA(r+267) 2
< ,/26 dr / ds (2’}/nl/n(]1)P(n)(MV7VI > 2’yn5n))

< 25”T x <27n7/’n(]]-)P(n)(MV’V’ > 2’771571))2 — O

n—oo

Ahnlich ist
0< (yava(1))* I1,5(T)
T TA(r+26,)
< [ dr [ ds QVnVn(]l)P(n)(MMVI > 2’}/715”) X QVnVn(]l)P(n)(MMVI > ’7/”7”)
20n r
T
< 25n X Q’Ynyn(ﬂ)P(n)(MV’V/ > 27n§n) X [ Q’ynyn(]l)P(n)(val > ’ynr) dr
0
=< 20, X Q%Vn(]l)IP(”)(nyr > 2'yn5n) x Kp — 0
Schlief3lich
0< (ura(1)) 1,.4(T)

T TA(r+265) 2
< f dr f ds (27nyn(]l)IP’(")(MV7V/ > 2%5n)>
20n r

< zdnT(mnyn(ﬂ)P(”)(MVy, > 2’yn5n))2 — 0

n—>o00

insgesamt also I, ;1(7") - 0 mit n - oo.

Mit &, aus (2.60) in Lemma ist

T
Tna(1) =E® | [ B0 [ (D5(60) | F2a5,] = 1162590 (Ernto-25.)] 5]

T
Sf epnds<e, T — 0
2

61’1, n—oo

Zudem ist (da 0 < p1(-)po(-) =p1(-)(1 —e,) < 1/4 stets)

20n T
Lo < [ ED i m(&n)]ds [ B pi(6,po(,0)]ds <8, — 0

n

Insgesamt folgt (2.70)). O

Beweis von Satz[2.22. 1. Zeige (siehe [CCCI16, Beweis von Theorem 5.1}):

Die Folge (Y,.(t)) ... = (pi( 5:2))2520, n e N ist C-straff (2.76)

>0 °
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Das Martingal Y,, hat nach Korollar die (préavisible) quadratische Variation

Vo= (D) [ (o) + oo (€1 ds (2.77)
und wir zeigen zunéchst:

Die Folge ((Ya):), .., n €N ist C-straff (2.78)

>0’
und verwenden dazu Aldous’ Straftheitskriterium (z.B. [JS, Thm. VI.4.5] oder [EK| Ch. 3,
Thm. 8.6]):
(i) FirneN, K >0,7 >0 ist (denn ¢ - (Y},); ist monoton wachsend)

PO (sup (V)i > K ) = PO((V,)r > K)

t<T

1 wVn(1) 7 n n
< FEV(YVa)r] = %U [ EO i€l + poa(€92)] ds

29, 0,(1) T (n 1
ST./O P( )(MM&,>’7nS)dSS?

(fiir das erste ,,=“ verwende, dass ¢t ~ (Y,,); monoton wachsend ist, dann die Markov-

Ungleichung, (2.77) und schlielich (2.47) sowie (2.49) aus Korollar [2.20)).
(#) Fiir § >0 und (ft(n))—Stoppzeiten S<T<S+4ist

E(")U(Yn)T - (Yn)5|] = ]E(”)[(Yn)T - (Yn)S] = %Vn(ll)E(n)[ _/S (plo(fvnu) +p01(§~(,% ) ]
S%V”(]l)E(n)[E?’?)S[_/O (P10(§vnu)+p01(5§2 ) ]]

5
< 29,0 (1) f IP’(")(MV,VI > %u) du — 1-¢7
0

n—oo

(fiir das erste »,< verwende die starke Markov-Eigenschaft zur Zelt S, fiir das zweite ,,<

verwende aus Korollar und fiir die Konvergenz (2.63)).
(2.78]) folgt aus (i) und (i) (die C-Straffheit folgt aus der Tatsache, dass jedes (Y},)
stetige Pfade hat).

Da die [0, 1]-wertige Folge Y,(0), n € N automatisch straff ist und jedes Y;, ein Mar-
tingal ist, folgt aus (2.78) zusammen mit [JS, Thm. VI.4.13], dass die Folge Y,, straff
ist. Weiterhin hat Y, hochstens Spriinge der GroBe max,cp, 7™ () < (W(") )12 - 0 fiir
n — oo nach Annahme (2.56)). Somit gilt (2.76 -

2. Zeige:

Jeder Haufungspunkt von (p1(§§:2 ) 10 16st das Martingalproblem (2.79)
der Wright-Fisher-Diffusion ((2.13)) aus Bem. [2.7). '

Sei ny /' o0, so dass Y, =47 fiir k - oo, wo Z ein [0, 1]-wertiger stochastischer Prozess
mit stetigen Pfaden ist (geméfl 1. gibt es eine solche Teilfolge). Da alle Y,, gleichméBig
(durch 1) beschriankte Martingale sind, ist auch Z ein Martingal (beziiglich der von ihm
selbst erzeugten Filtration).
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Wir zeigen:
t
7272 - f Zo(1 - Zu)du, t >0 st ein Martingal (2.80)
0

Seien 0 <s<t, meN, 0< s <8< <8, <8, @1,...,0m€C([0,1],R), so ist

E[(z-2- fst Z.(1- Z,) du) x ﬁ%(zsj)]
i=
:ggMOaaVA@@V—l3awxv () du) x H%aa@»]
(verwende C-Straffheit). Nach Definition (der quadratischen Variation) ist fur jedes n
0= B[ (320" Yo = ()~ (1)) < [T 0(6)
:Eﬁmaf—nwf—%%u)Lﬂmag@+nﬂaW»moxﬁwxn@»ﬂ
(verwende Korollar fiir das 2. ,,=“), zusammen mit folgt (2.80):

‘E[(Zf—Zf—fstZu(l—Zu)du) x ﬁ¢j(zsj)]

gmMWQU"%memwubpmﬁﬁ]mﬁﬁmﬁﬁ)ﬁ

k—o0

Xﬁ\%(yn(sj))q

{|-0

(H”% oo hm EH] Ynn (1 Plo(f%t) pm(fi:i)] —pl(ﬁiﬁi)po(éiifi))

[]

2.5 Zur ,,Beinahe-Exponentialitit* von Auftreffzei-
ten

Wir benoétigen:

Satz 2.24 (D. Aldous, [A82, Thm. 1.4 (a)]). (X;)iso irreduzible zeitkontinuierliche Mar-
kovkette auf E (|E| < oo ) mit stationdrer Verteilung 7, Ac E, Ty :=inf{t >0: X; ¢ A}
die Auftreffzeit in A, t,., die Mischzeit.

sup [P-(Ta > 1) - exp (- t/E[Ta])| <A (2.81)
mit
A= 15E:T[”7"fA] (2 +log* (EZZA] )) (2.82)

(wobei log™ (x) =log(z) v 0).
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Korollar 2.25. Betrachte eine Folge von Markovketten X auf E,, A, c E,,, mit zu-
gehériger stationdrer Verteilung (™), ete. wie in Abschnitt . Falls gilt (wie in An-

nahme ([2.56) in Satz[2.29)

lim —2 = ( (2.83)

e tgge)et

so folgt (siehe (2.43)) und die Formeln danach fir die Definition von My )

fﬁ(n) (MU,U’/t(n)

miz

) = Exp(1) (2.84)

Beobachtungen/Vorbemerkungen:

1. Die quasi-stationdre Verteilung von X (Formulierung: ,beziiglich T4“?7) ist
p=lim Po(Xye-|Ta>t) (2.85)

(wir nehmen [zunéchst] Existenz an; diese ist sichergestellt, wenn X irreduzibel auf
E \ A ist, siche [A82, Rem. 2.18] fiir den allgemeinen Fall). Dann ist

p=P,(Xye-|Ta>t) fiir jedes t>0 (2.86)
insbesondere ist
P,(Ta>t)=exp(—t/E,[T4]) (2.87)

(und die Idee des Beweises von Satz ist zu zeigen, dass |7 — p[ v klein ist).

2. Fiir eine Zufallsvariable Y und ein Ereignis B mit P(B) > 0 gilt
[P(Y e-) -P(Y €| B)|rv <2(1-P(B)) (2.88)
(denn fiir Ereignisse A, B mit P(B) > 0 ist |[P(A) - P(A|B)| = |P(B)P(A|B) +

P(B°)P(A|B°) - P(A|B)| <P(A|B)|P(B) - 1| + P(B¢)P(A|B¢) < 1-P(B) + P(B°) =
2 - 2IP(B), wende dies an auf Ereignisse der Form A = {Y € C'}).

3. Fiir jede Startverteilung pu gilt
IPL(Xi €)= 7|y <exp (1 —t/tmix) (2.89)
denn dg(t) = max,cp|q:(z, ) — 7| v (aus (2.32)) ist nicht-wachsend in ¢ und erfiillt

dp(s+1t) <2dg(s)dg(t) fir s,t >0 (verwende jeweils die Markoveigenschaft). Nach
Definition ist dg(tmix) < 1/(2€), somit induktiv

1
dE(ktmix) < §€_k fir ke N (290)

was ([2.89) impliziert.
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4. Es ist

tmix + Eﬂ' [TA]

Ve (2.91)

max E.[T4] <

(fir x € E setze p = Py(Xy,,, € ), s0 ist E;[Ta] < tuix + E,[T4], andererseits ist

mix

lpe = 7| rv <1/(2e) und daher E,[T4] <E;[T4]+ (2¢) ' maxys E,[T4], also gilt

1
max Eo[Ta] € timix + B [Ta] + % maxE,[T4],

e yek&
d.h. (2.91)).
Beweis von Satz[2.24). Wir zeigen zunéchst
sup [P (T4 > ) ~ exp - tEL[Ta])| <3]p - 7lrv (2.92)
t>
Es ist fir ¢ > 0 mit ([2.87)
Pr(Ts > 1) = exp (= 1/Ex[Ta])| < Ip =y +sup | exp (= /B, [Ta]) - exp (= 5/E[Ta])
s>
E,[T4]
<|p- 2 -1 2.93
<lp=mlre+ g -] (2.93)

(denn fiir f(s) := e~ —e?s gilt maxyo|f(s)| =|f(s.)| mit s, = (log(avb)-log(anrb))/(av

b—anb) und [£(s.)] = ((anb)/(av)) (1= (anb)/(avb)) < 1-(anb)/(avb) <
1-32)

Betrachte den Fall a < b, dann ist f(s) > 0 fiir s > 0 mit 0 = f(0) = lims,e f(5)
und f/(s) = —ae=® + be~t = e~25(be~("-®)5 — q) hat s, als einzige Nullstelle, an der dann
notwendigerweise ein Maximum vorliegen muss.

Im Fall a > b hat —f(s) > 0 an der Stelle s, sein Maximum. Weiter ist fiir a,b > 0
stets 0 < 1 - (aAb)/(avb) <|1-afbl; fiir a < b ist nichts zu beweisen, fiir a > b gilt
l1-bla<afb-1 < 1-2<z-1fiir x=a/b>1 [was wegen Konvexitéit von = ~ 1 erfiillt
ist: L >2-2]).

Weiter ist (verwende (2.91) fir das 2. <, [E,[Y]-E,[Y]| < |p - v|pv max, E,[Y]
fiir das 1. ,,<%)

B, (T4~ Eo[T2]] < |- wlry maxE, 7]

< lp- rlry el (204)
und somit
BB e o
sofern
Eomix < 1
E.[Ta] ~ 3



gilt (was wir o.E. annehmen diirfen, da ansonsten sich ansonsten in (2.82)) ergibt A > 1,
so dass die Aussage (2.81]) von Satz trivialerweise gilt).
Einsetzen von (2.95)) in (2.93)) liefert (2.92)).

Setze
a :=10g (Ex[Ta]/tumix), s:= (14 a)tmix, (2.96)
S=e "+ ol [STA] = E:F;A] (2 +1og(Er[Ta]/tmix)) (2.97)
wir zeigen
lp =Ty <56 (2.98)
Nach Definition von s in gilt zusammen mit
IP,(Xs€-)—m|rv <e™® fiir jede Startverteilung p (2.99)

(insbesondere fiir = Py\(X5 €| T4 > s)) und daher (zusammen mit der Markoveigen-
schaft)

Po(Ta<s)—e®<Py\(s<Ta<2s|Ta>8)<P(Ta<s)+e™® (2.100)
fiir jede Startverteilung A\, was
Py(T4>258)<1-P (T4 <s)+e® fiir jede Startverteilung A (2.101)

impliziert (wir nehmen an, dass die rechte Seite von (2.101]) < 1 ist, ansonsten ist (2.102)
trivialerweise erfiillt). Induktiv folgt (fiir jedes \)

Py(Ta >2ns) < (1-Py(Ta<s)+e™®)", neN

und daher

2s
Pr(Th<s)—e™

Er[Ta] <25 Pr(Ta>2ns) <
n=0

Umstellen liefert

2s
P (Ta<s)<e ™+ —r 2.102
(Tags) s g (2102)
Schlieflich seien
po=7, pp=Pr(X,s€-|Ta>ns), neN
damit ist (zusammen mit (2.100)), (2.102) und der Definition von § aus ([2.96]))

]P)an(TA<3) ZPpn(SSTA<2$|TAZS)S25 (2.103)

Insgesamt ergibt sich
|oner =7y = [P, (Xs € | Ta28) —7|ry <e®+2P, (T < 5) <50 (2.104)

(verwende (2.99) und ([2.88) fiir das erste ,,<“, (2.103) fiir das zweite ,,<“).
Mit n - oo gilt p, = p (vgl. (2.85))), womit (2.98) folgt.
(2.92) zusammen mit (2.98]) und der Definition von ¢ aus (2.97) liefert (2.81)). O
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2.6 Beispiel-Instanzen fiir Satz

2.6.1 Moran-Modell

Das Moran-Modell aus Definition [2.1] passt in den Rahmen von Satz [2.22] mit E,
{1 on}, P=(p(2,9))epern, p(2,9) = 3.
Es ist

1 1
M (z) = - P.(X,=y)=(1- e‘t)ﬁ +e 0y, xyck, (2.105)

und somit t") = O(1), weiter gilt fiir unabhéingige Kopien (X;), (X!) einer zeitkontinu-

mix

ierlichen Markovkette mit Generatormatrix ) = P -1 und jeweils Startverteilung 7 fiir
M:=inf{t>0:X, =X/}

tgget=E[M]:fo°°P(M>t)dt_" f 2t%(1—1/n)jdt

1 1
_n-- e 2ngp - P IT (2.106)
n 0 n 2now 2

Somit zeigt Satz [2.22] dass der reskalierte Typenanteilsprozess des (neutralen 2-
Typ-)Moran-Modells (Zt(n)> (1X$/)2) gegen die Wright-Fisher-Diffusion konvergiert,
d.h. (2.10) gilt.

Bemerkung. Fiir £ € {0,1}7 ist p;(€) = £ ¥, £(7), weiter ist hier (M (z,y) = Luyyn 3,
V(1) = (n - 1)n2, 7 (z,) - ﬂ{m}m,

Zf(x)(l () = por(§)

( z,y=1
TFY

p10(§) =

und mit ~, =n/2 ergibt sich

W p©) + (@) =y R @ -Ew)
= 2 E@-E0) = n©Om(E)

d.h. die linke Seite von ([2.58)) ist = 0. (Insoweit ist die Anwendung von Satz auf das
Moran-Modell “overkill?”)

2.6.2 Nichste-Nachbar-Irrfahrt auf dem Torus (Z/nZ)¢ in d = 2
Sei E, = (Z/nZ)?={0,1,...,n}2, die Ubergangsmatrix

falls (21 — 2o = +1 mod n und y; = ys)
oder (x; =5 und y; —yo = +1 mod n) (2.107)

1
p(z,y)=1"
0, sonst,

fir 2 = (z1,72),y = (y1,y2) € E,. Es ist dann 7(" () = 1/n2, Wé?a)g =1/n.
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Satz 2.26 (siehe [CCCI6| Section 8.1.1, nach Cox [C89]]). Fir die symmetrische ndchste-
Nachbar-Irrfahrt auf dem zweidimensionalen Torus (Z/nZ)? gilt

mix

=0(n?) (2.108)
und

meet

1
~ = —n?logn (2.109)
7

Insbesondere ist (2.56)) erfiillt und demnach konvergiert gemdf Satz[2.29 der reskalierte
Typenanteilsprozess gegen die Wright-Fisher-Diffusion.

Bemerkung. Satz greift nicht (und gilt auch nicht) fiir den eindimensionalen Fall
E, =Z|nZ, denn dort wachsen t(".l und 1), beide proportional zu n?. Das Limesobjekt

mi meet

wire ein (Funktional eines) Brownian web auf dem Kreis. Siehe auch [C89, Section 7]
und [SSS17].

Spektralzerlegung der Ubergangsmatrix der symmetrischen gewshnlichen Irr-
fahrt auf Z/nZ

Wir betrachten zunéchst den eindimensionalen Fall (vgl. [KI, Kap. 18.4, speziell Bsp. 18.24]):
Sei nun P = (p(2,Y))z,yez/mz mit

falls x —y =+1 modn oder -y =-1 modn

0, sonst

p(x,y)= {5’

die Ubergangsmatrix der symmetrischen gewchnlichen Irrfahrt auf Z/nZ. Fiir k € {0,1,...,n—
1} sei O := e2mikin

1
o) _ %(eg,e,ﬁ, e
Ak = %Qk + %@k = COS (%) (= oS (%’T - %) = COS(M) = )\n_k> (2.110)

v(®) ist (Rechts-)Eigenvektor von P zum Eigenwert \:

ezv
(671 +61)0% = Np—= = Nl

1 - T+
(Pu), = 205 +01) - -

1
2\/n
zudem ist fiir 0 < k, ¢ <n -1 (wir setzen {a,b) = 2" azb,)

1 n—1 : ] 1 n—-1 )
(k) ,(0)y = = 2mikz/n  2milz[n _ — 2mi(l-k)x/n _ 5
(v ")) - ;} e e - Z% e Iy
d.h. 0@ @ 9(1) bilden ein ONS von (Rechts-)Eigenvektoren von P. (Da P sym-
metrisch ist, sind (v(®)7 (v .. (v™)T ein ONS von Links-Eigenvektoren von P
zu denselben Eigenwerten; die Eigenwerte sind reell mit Betrag < 1; falls n gerade ist, so
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hat die [zeitdiskrete] Kette Periode 2 und ist —1 ein Eigenwert; falls n ungerade ist, haben
alle Eigenwerte # 1 Betrag < 1; die Spektralliicke ist A\g—A; = 1-cos(27/n)) ~p-e0 272 [02.)

U(O) U(l) U(nfl)

1 1 ,
V= mit Eintrdgen V (z,y) = Ug(cy) T = —_p2mizy/n
‘ ’ gen Vi{wy) = vt = 2y =

ist unitar (VTV = 1) und

A O 0
O )\1 0 . _7 _T
P=V| : 0 X 0 V' =VAV (2.111)
.. O
0 0 >\n 1
somit fiir £ >0
et(ko—l) 0 0
o ym 0 et()\l—l) 0
Pt (P-1) _ Z —(P ™ = : 0 et(h2-1) VT (2.112)
m=0 T 0
0 0 et(An-1-1)

Wir erhalten fiir die (zeitkontinuierliche) symmetrische gewohnliche Irrfahrt auf Z/nZ

n-1 . 1 =l ) .
Pac(Xt _ y) — Z V(ZI7, Z)et()\z—l)‘/T(z7 y) _ - Z 627rzxz/net()\z—1)6—27rzzy/n

2=0 n 20
1 ol 1<
Z et()\z 1) 27mz(x y)/n B Z t(Az-1) coS (277.2($ _ y)/n)
2=0 n 220
1 1= 1
= 4+- Z e cos (27 2(z - y) /n) (2.113)
n

Insbesondere ist die stationire Verteilung 7(®) uniform auf Z/nZ und

B =) =1y = o0 52 57 0 Deos (2n(a - )
< %2 1) - Zexp(—t(l—cos(Qﬁz/n)))
[n/2] [n/2]
< > Xp(—t(l—COS(27TZ/TL))) Z: exp( 2) (2.114)

(verwende cos(z) <1 - %a? fiir 0 <z < 7). Wir finden t](r:ll = O(n?) (siehe auch [LPW]|
Thm. 5.6] fiir einen alternativen Zugang mittels Kopplung).
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Zur erwarteten Treffzeit (allgemeine Eigenschaften)

Allgemein: |E| < oo, (X;)so irreduzible Markovkette auf £ mit Sprungratenmatrix @),
Ubergangsmatrix p;(z,y) = (€!9),,. Sei 0 € E ein ausgezeichneter Zustand, Tp := inf{t >
0:X;=0} und

F(z, ) =E,[e*], A>0,z¢E (2.115)

Zerlegung nach dem ersten Besuch in 0 zusammen mit der starken Markoveigenschaft
zeigt

t
pt(x,O)zf u(0,0)Py(Ty € du) (2.116)
0
und somit

t 0o t
G(x, ) ::f0 e"\tpt(ac,O)dt=f0 e"\t—/(; Pt-u(0,0) P, (T} € du) dt

= fo [O Tiucry e p,_,(0,0) dt e P(Tp € du)

=G(0,\) /Ooo e M P (Th € du) = G(0,\)F(z,\) (2.117)
d.h.
_ G(z, M) _ fooo e Mpy(x,0)dt
F(ZL‘, >\) = G(O, )\) - f0°° G_Atpt(o,o) dt (2.118)
Somit,
e -y 152
o e (p(0,0) = py(x,0))dt 1 oo
R 17 AeMp,(0,0) dt ~ 7(0) fo (p(0,0) = pi(2,0))dt  (2.119)

(beachte: E,[Ty] < oo, denn Tj hat exponentiell abfallenden Verteilungsschwanz und ist
daher eine integrable Majorante).

Bemerkung. 1. Das Integral in (2.119)) ist (stets) endlich, denn |p.(0,0) — p;(x,0)| <
4dg(t) konvergiert exponentiell in ¢ - oo gegen 0.

2. Die Funktion f: F — [0,00), f(z) = E,[T] erfiillt (zerlege gemafi dem ersten Sprung
von T aus)

= 1 + a(z,y) — xr)=-— reF~
10 = iyt DA W) Qf@)=-1,  weBN{0}  (2120)

(und f(0)=0).
(2.120]) ist ein (diskretes) Poissonproblem, und (2.119)) ist eine (Integral-)Darstellung
der Losung von ([2.120)).
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t™) und t"

mix meet

fiir den 2-dimensionalen Torus (Z/nZ)?: Beweis von Satz

Sei X, = (X, X?),50 zeitkontinuierliche Irrfahrt auf (Z/nZ)? mit Gesamtsprungrate 1
und diskreten Spriingen gemi$ (2.107). Dann sind X und X ®) unabhingige symme-

trische gewohliche Irrfahrten auf Z/nZ jeweils mit Gesamtsprungrate 1/2, somit ist mit
(2.113])

]P)(xl :BQ)(Xt (yl;yQ)) ]P) (Xt(/Q) = )]P)xQ(Xt(/Z; = y2)
1 n-1
- Z et +222-D12 cog (2721 (11 — 1) [n) cos (2m 20 (2 — y2) /1) (2.121)

2
n 21,22=0

Mit (2.114]) folgt auch

") = O(n?) (2.122)

le

denn

y1,y2=0

1 — 1 =l

5 Z wl(Xt(/lz) y1)|IP>$2(Xt(/22) = ) %‘ + ) Z E|Pw1(Xt(/l2) yl) - %‘
y1,Y2=0 y1,y2=0

_ (1) (1)
= Pa (Ko €)= gy + [P (X5 €)= ]y

Sind X, X" unabhéngige Kopien der Irrfahrt auf F, = (Z/nZ)?, jeweils mit Startver-
teilung 7(® (= uniforme Verteilung auf E,,), so ist X; = X; — X/ ebenfalls symmetrische
gewohnliche Irrfahrt auf E, (mit Gesamtsprungrate 2) und Startverteilung 7(®), daher
ist (setze (2.121)) in (2.119)) ein)

n n TO
et = 2 7 (@)E,| ]
xrel,
1 n-1 / t
= (a1 +222-2)/2(] — cos (22121 /n) cos (22010 /n) ) di
xl% 0 271'(")(0) n2 21, zz =0 ( )
n—-1 x® 1 n-1 dt
=y eto‘zl+>‘22_2)/2—2 > (1-cos(2mz121/n) cos (2m2a22/n) ) —
21,22=0 0 n x1,x2=0 2

(2.123)

Fiir 21 # 0 ist Y01 cos (2mz121/n) = 0 (und analog falls 2 # 0), somit

n—-1 x n—1 n—1
(n) _ ~5(2-Asy +A20) Jo — 1 _
tmeet Z / € ! 2)ds = Z =2 Z Z
21,Z2=0 0 21722:0 2 - AZI + Az2 z=1 ]_ Z 21,29= 1 2 )\Z1 + Az2
Z1+Z2>0 Z1+Z2>0
/2] 9 (/2] 4
Z 1- )\ 21;:1 2- )\Zl + )\Z2
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[n/2] 9 [n/2] 4

- 2.124
Z —cos(2mz/n) Zl;ﬂ 2 —cos(2mz1/n) — cos(2mzo/n) ( )
(erinnere (2.110)). Somit ist
n/2 n/2
t(")t N lz/:J 4 _ 2_712 lz/:J 1
—o0 e 212(22 + 22)[n? 72 vt 22+ 22
zl +z2>an zf+z§2an

2712 n/2 n/2 1
/ / {z1 +z22an} le d22

2712 n/2 /2 1 2n2 n/v?2 m/2-arccos(n/r) dr
= / / —dgm’err—/ / /) dp —
arccos(n/r T

n2 V2 /2 = 2arccos(n/r
(1og(n/2)—1og(@)) : [/ [2-2 (nfr)

/2 r

1
dr ~ =n*log(n)
7r
(2.125)

z.B. mit Wahl a,, = (log(n))"* (wir benstigen nur a, - oo und a, = o(log(n)), dann ist
auch log(a,) = o(log(n)); der vernachléssigte Teil der Doppelsume trégt hochstens

Van 4 Van
9 < 1= cn2a, = ]
e 12;2 02-cos(2mz/n) - Cos(27r22/n) Zl; 0 en*a, = o (n og(n))

bei; weiter beachte 0 < arccos(n/r) < 7/4 fiir n <r < /2n, somit ist der Wert des zweiten

Integrals positiv und < fn/\/i dr/r = %log 2).

Préziser argumentiert: Wegen 1 - cos(z) > 222 /72 fiir 0 <z < 7 ist

/2] 5 2l | g2 e q )
0< < ——<— ) ==0 2.126
Z; 1 -cos(2rz/n) ;::1 422[n? = 4 Zzzl z () ( )

Zu € >0 wéhle § > 0, so dass

1-¢ < 1 < 1+e¢
2r2(x? +y?) = 2-cos(2mx) — cos(2my) ~ 2w (x? + y?)

(2.127)

fiir alle 0 < x,y < 9§ gilt. (Dies ist wegen cos(x) =1 -22/2+ O(23) fiir x — 0 moglich.)
(2.124)) zusammen mit (2.126]), (2.127)) liefert fiir geniigend grofies n

Lon] 4(1 n 1
(n) (L+¢)
t <Cn?+ + S —
meet Zl%_l 212(22 + 22) In? Zl%_l 2(22 + 22)[n?
an<zf+z2<62 2 62n2<zf+z§<n

2(1+2 n/2 n/2 ]_
SO Mf / {an<z +22<52n2} le dZQ

1
/ f ]1{62n2<z +z2<n2} le dZQ
2n2(1+2 /2 1
<Cn?+ n( i E)f / —dgordr+n / [ —dgprdr
on
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2(1 49 2
=Cn? + M( log(n) +1log(8) —log(v/an)) - ;—W log(4) (2.128)
und daher
(n)
lim sup —omeet_ ¢ 1+2 (2.129)
n-oo  n2logn T

Mit analogen Argumenten ergibt sich liminf,_, e t\" [(n?logn) > (1 -2¢)/m, mit € | 0

meet

folgt (2.109)) O
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Anhang A

Hintergrundmaterial und
Erganzungen

A.1 Zeitkontinuierlichen Markovketten (mit endlichem
Zustandsraum)

Wir stellen hier knapp Material iiber zeitkontinuierlichen Markovketten zusammen, siche
auch z.B. [KI, Kap. 17.3] oder Norris [N].

Sei I endliche Menge, P = (P(, y) )zyee stochastische Matrix (d.h. p(z,y) 2 0, ¥ e P(,y) =
1fiiralle z € ), X = (X,,)nen, (zeitdiskrete, homogene) p-Markovkette (d.h. P(Xy = o, X1 =
T1,. ., Xy = xp) = P(Xo = 20) P20, 21) X - X P(Tno1, Tn) fiir 2o, 21,...,2, € E).

Sei (M, )50 Poissonprozess mit Rate A > 0, unabhiingig von X,

Xt = XMH te [0,00),

so ist (p™ bezeichne die m-te Potenz von P, I die E x E-Identitéitsmatrix)

p(2,y) =P(X;=y|Xo=2)= DY P(My=m, X, =y| Xo =)

_ ioe—/\t()\t)!mﬁ”(x,y) - i;o i) (A;')n ();i)‘ (D5 ()
oo 1f J4 0o 40
=2 %V 2. ( ‘ )(ﬁ”(—f)fm)(x, 9 =Y S(MF- D) (.9)
/=0 ** m=0 =0
o 14
i ZZ(:)t_ng(xvy) = (etQ)(xvy) (A1)

(wobei die Matrix @ = (quy)zyep Eintrige g¢,, = A(P(z,y) — dzy) besitzt; obige Rei-
he konvergiert, denn max, yeg |Q%,| < (|E|max, yep|Qry|)"; beachte auch, dass pm und
I" kommutieren) und analoge Rechnungen, die die Unabhéingigkeit der Zuwéchse von
(M;)s0 ausnutzen, zeigen

P(th = X1y, Xy, = 9€n|X0 = on) = Hpti—ti,i(fpi—lal‘i)
i=1
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fﬁr0=t0<t1<---<tn, $0,$1,...,$nEE.

Die Matrix @ heifit die Sprungratenmatriz (auch: Ratenmatriz oder @Q-Matrix) der
zeitkontinuierlichen Markovkette X, sie hat die Eigenschaften

qz.y >0 fiir x # Y, Z Qey = —Qzx-
yeE y+x

Zur Interpretation der Eintrige von @) als Sprungraten: Fiir x # y und h | 0 ist
P( X = y| Xe=2) = (e"9)(2,y) = Q°(z,y) + hQ" (z,y) + O(h?) = hqy, + O(h?).

Die Schar von Ubergangsmatrizen P, = €!@Q, ¢ > 0 bildet eine Halbgruppe, d.h. Py, =
P, P, fur s,t >0 (geméB den Rechenregeln fiir [Matrix-]Exponentiale), eintragsweise aus-
gesprochen lautet dies

Pres(2, ) Zpt(:c 2)ps(z,y), x,yekE (A.2)

zeE

(die sogenannten Chapman-Kolmogorov-Gleichungen).

A.1.1 Kolmogorovs Vorwirts- und Riickwiartsgleichungen

Sei () die Sprungratenmatrix einer zeitkontinuierlichen Markovkette auf der endlichen
Menge E. Dann gilt

2 exp(1Q) = Qexp(1Q) = exp(1Q)Q. (A.3)

(wie man sich durch gliedweise Differentiation der Reihe in (A.1)) iiberzeugt), demnach
fur ¢ >0 und P, = e'@Q = (p(2,y) ) ayer

B
5= QP dhVryel —pt(:v y) = qu pi(2,y) = quz(pt(z y) - pe(2,9)),
(A.4)
B d
apt =PQ,dh.Vr,yeFE : _1015(3j y) = Zpt(l’ 2)Gzy = Pe(T,Y) Gy + Zpt(f 2)Qzy-
z#Y
(A.5)

Die Gleichungen (A.4) und (A.5) haben eine stochastische Interpretation: (A.4]) heifit
Kolmogorovs Riickwdirtsgleichung, denn es gilt (wir schreiben P, (+) fiir P(-|X¢ = z))

Peen(,y) — (2, y)
h

(Px(XHh— y) - P.(X; = y))

S =

- (Z Po(Xern = ylXn = 2)Po(X), = 2) - Py (Xt‘y))

= E( Zzpt(z7y)(1{x=z} + th,z + O(h)) _pt(xay)) = ZQx,zpt(Zay) + 0(1)7

man leitet sie also aus her durch , Riickwértszerlegung® des Prozesses X im Intervall
[0,t+ h] geméB dem Verhalten am Anfang des Intervalls.
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Analog heifit (A.5) Kolmogorovs Vorwdirtsgleichung, sie entsteht durch Zerlegung
gemafl dem Wert bei ¢:

pen(@,y) ~pi(2.y) %( P Pa(Xan =yl Xo = 2)Po (X, = 2) - Po(X, = 1) )

h
- %( > (@, 2)(Lamy) + hay- + 0(h)) —pt(x,y))
= Y u-pi(2,y) +o(1).

Sowohl (A.4) als auch (A.5) sind (im Fall |E| < co) eindeutig 16sbar und beide bestimmen
die Halbgruppe von Ubergangsmatrizen (P,);»o — es sind beides endliche Systeme linearer
Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten.

A.2 Zur Skorokhod-Topologie auf dem Raum der cadlag-
Pfade

Sei E ein polnischer Raum (mit einer Metrik dg, sagen wir), D([0,00), F) die Menge
aller Funktionen f : [0,00) — E, die rechtsstetig sind und an jeder Stelle einen linken
Limes besitzen (oft mit dem franzosischen Akronym cadlag bezeichnet).

Sei A :={\:[0,00) = [0,00) : X bijektiv und stetig}, die Lipschitz-Konstante von A(-)
bezeichnen wir mit () := supy., % (< 00). Fiur f,g € D([0,00), E') definiert man
die SkorokhodMetrik als

A(1.9) = inf (YOO v [T e supdi(f£(s n 1), g(\(s) 1)t} (A.6)
Dies ist tatséchlich eine Metrik (d.h.: symmetrisch, d(f,g9) =0 <= f =g, die Dreiecks-

ungleichung gilt), damit ausgestattet ist D([0,00), F') ein vollstindiger und separabler
metrischer Raum, siehe z.B. [EK| Ch. 3.5].

Inach Anatolii Volodymyrovych Skorokhod, 1930-2011
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