“Mathematics of Data science”’,

oder: Mathematische Verfahren fiir hochdimensionale Daten
WS 2023/24!

Matthias Birkner?

https://www.staff.uni-mainz.de/birkner/MoDS2324/

Mogliche Vortragsthemen

. Fluch und Segen der hohen Dimensionen

Geometrische Einsichten (und vielleicht Uberraschungen) iiber (Einheits-)Kugel und Wiirfel im R mit
d > 1, dazu einige (relativ elementare) Konzentrationsungleichungen fiir reelle Zufallsvariablen

1 Vortrag oder 2 Vortrige, [BSS, Ch. 2]; falls 2 Vortrige, so sollten auch Konzentrationsungleichungen fiir
zuféllige Matrizen aufgegriffen werden, [BSS, Ch. 6], siehe auch [B16, Ch. 4]

. Singulirwertzerlegung und Hauptkomponentenanalyse, ggf. auch das “spike problem”

Hauptkomponentenanalyse zeigt auf, in welchen (linearen) Richtungen ein gegebener (hochdimensionaler)
Datensatz die groBte Variabilitéit enthélt und liefert so einen Ansatz zur Dimensionsreduktion; das “spike
problem” untersucht die Frage, wie gut damit ein niedrigdimensionales ,,Signal“ in einer groen Zufallsma-
trix wiedergefunden werden kann (vgl. auch die Vorstellungsfolien).

1 Vortrag oder 2 Vortrige; es sollen dabei auch einschlagige Begriffe und Sétze der linearen Algebra (kurz)
wiederholt werden, [BSS, Ch. 3], siehe auch [B16, Ch. 1]; falls 2 Vortrige, so soll das spike problem detail-
liert(er) behandelt werden, ggf. unter Riickgriff auf weitere Literatur

. Graphen, Netzwerke und Clusterverfahren
Es geht um Verfahren, Datenpunkte nach ,,Ahnlichkeit“ zu gruppieren: k-means-clustering minimiert dazu

Abstinde zu geeignet zu definierenden ,,Gruppenmittelpunkten®; spectral clustering nimmt Ideen aus der
Graphentheorie zu Hilfe

1 Vortrag, es werden dabei auch einige Grundbegriffe der Graphentheorie eingefiihrt, [BSS, Ch. 4], siehe
auch [B16, Ch. 3]; das Thema kann ggf. mit dem darauffolgenden (Diffusionsabbildungen) zu einen Tandem
verkniipft werden

. Diffusionsabbildungen und nicht-lineare Dimensionsreduktion

Diffusionsabbildungen (“diffusion maps”) sind ein (weiteres) Verfahren zur Gruppierung und Dimensions-
reduktion hochdimensionaler Daten, das spectral clustering verallgemeinert: man fasst die Datenpunkte als
Knoten eines Graphs und ihre paarweisen Abstinde als Kantengewichte auf und nutzt Eigenschaften der
Irrfahrt auf diesem Graphen aus

1 Vortrag, [BSS, Ch. 5], siehe auch [B16, Ch. 2.2-2.3]; das Thema kann ggf. mit dem vorherigen (Cluster-
verfahren) zu einen Tandem verkniipft werden

. Dimensionsreduktion via zufillige Projektionen: Johnson-Lindenstrauss-Lemma und Gordons Theo-
rem

Durch gut gewéhlte Projektionen lisst sich die Dimension von Datenpunkten so reduzieren, dass ihre paar-
weisen Abstidnde hochstens um einen Faktor (1 + ) verzerrt werden.

1 Vortrag oder 2 Vortriage, [BSS, Ch. 9], siehe auch [B16, Ch. 5]
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6. Stochastisches Block-Modell und konvexe Relaxierung

In einem zufilligen Netzwerk gibt es zwei (sagen wir, gleich grofe) Gruppen von Knoten und zufillig
gewihlte Kanten, wobei Kanten zwischen zwischen Mitgliedern derselben Gruppe wahrscheinlicher sind.
Konnen wir anhand des beobachteten Verbindungsmusters entscheiden, welcher Knoten zu welcher Gruppe
gehort? Das Problem stets exakt zu 16sen ist sehr schwer, Verfahren der semidefiniten Optimierung finden
aber mit hoher Wahrscheinlichkeit das Richtige.

1 Vortrag oder 2 Vortrige, [BSS, Ch. 8], sieche auch [B16, Ch. 9]; bei 2 Vortrigen soll in mehr Detail auf die
Optimierungsverfahren eingegangen werden

7. Compressive sensing

Wie gut kann man ,.hochdimensionale™ Informationen aus ,,niederdimensionalen” (linearen) Messungen re-
konstruieren, wenn man zusétzlich weill (oder annimmt), dass die ,,Wahrheit* diinnbesetzt ist (also hauptsédchlich
0-Eintrdge hat)?

1 Vortrag oder 2 Vortrige, [BSS, Ch. 10], siehe auch [B16, Ch. 6]

8. Approximation maximaler Schnitte

Die Knotenmenge eines Graphen mit gewichteten Kanten soll so in zwei Teile zerlegt werden, dass die
Summe der Gewichte der Kanten, die Knoten in unterschiedlichen Teilen verbinden, maximal wird (eine
dhnliche Frage kommt beim Thema Clusterverfahren vor). Eine exakte Losung ist im Allgemeinen sehr
schwer zu finden, Verfahren der semidefiniten Optimierung kdnnen Approximationen liefern.

1 Vortrag, [BSS, Ch. 7]

Anmerkungen

* Es kann gelegentlich notwendig sein, iiber das genannte Buchmanuskript [BSS] hinaus auf weitere
Quellen, gegebenenfalls auch auf die zitierte Originalliteratur, zuriickzugreifen.

* Wie immer: Wir méchten alle Vortrige verstehen, nicht nur unseren eigenen.

* Rechtzeitig mit der Vorbereitung beginnen und zur Vorbesprechung zu mir kommen!

Typischerweise (mind.) zwei Termine: erste Besprechung (mind. 6 Wo. vor Vortrag): Text gelesen
und durchgearbeitet, etwaige Fragen (die nicht vorher durch eigenes Nachdenken, Literaturrecherche
oder Diskussion mit Komilitonen geklédrt werden konnten) klar herausdestilliert,

zweite Besprechung (mind. 2 Wo. vor Vortrag): etwaige Detailklirung(en), plausiblen Entwurf des
Vortrags und des Handouts vorlegen

* Manfred Lehn hat einen lesenswerten Text zur Frage ,,Wie halte ich einen Seminarvortrag?* verfasst,
sichehttps://download.uni-mainz.de/mathematik/Topologie%20und%20Geometrie/
Arbeiten/Allgemeine%20Texte/Wie%20halte%$20ich%20einen%20Seminarvortrag.
pdf
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