Ein Steilkurs iiber zeitkontinuierliche Markovketten

Matthias Birkner

7. Dezember 2009

Dieser Text ist eine Einladung, sich (in sehr knapper Form) mit Markovketten mit diskretem Zustands-
raum in kontinuierlicher Zeit zu beschéftigen. Eine wesentlich griindlichere Behandlung findet sich beispiels-
weise bei Norris [N], Ch. 2-3, oder Klenke [K], Kapitel 17.

1 Poissonprozess auf R,

Der (homogene) Poissonprozess auf R, ist gewissermaflen die einfachste zeitstetige Markovkette mit dis-
kretem Zustandsraum, zugleich kann er als ,Baustein“ fiir die Konstruktion sehr allgemeiner zeitstetiger
Markovketten dienen. Sei A > 0, Ji, Ja, ... wiv. Exp(A)-verteilt (d.h. mit Dichte Ae™*"1(y o) (2)), Tp := 0,
T, :=J1+ -+ Jo, n € N. Der zeitkontinuierliche stochastische Prozess (N;);>0, definiert durch

Ny =Y 1T, <t), t>0, (1)
n=1

heifit Poissonprozess (mit Rate \). Aquivalent zu (1) ist N, = n <= t € [T},,Ty41), d.h. der Pro-
zess hat stiickweise konstante Pfade und springt gelegentlich jeweils um 1 nach oben, T;, ist der Zeitpunkt
des n-ten Sprungs (Ubung: Skizzieren Sie einen typischen Pfad). Nach Konstruktion sind die Pfade von
(V;) rechtsstetig und haben linksseitige Limiten (diese Eigenschaft wird in der Literatur hiufig mit dem
franzosischen Akronym cadlag, continue a droite, limitée & gauche, bezeichnet). Der Poissonprozess hat die
Markov-Eigenschaft, genauer gilt fiir jedes s > 0

N, := Niys — Ng, t >0 ist ein Poissonprozess mit Rate A, w.a. von (N, : r < s). (2)

Beweis. Die entscheidende Eigenschalft ist die sog. Gedéchtnislosigkeit der Exponentialverteilung: Fiir Exp(\)-
verteiltes J, s,t > 0 gilt

]P(J>L‘+s\J>s):IP(J>t)z/oo)\efmdxzef)‘t, (3)
t
denn P(J >t+s|J>s8) =P(J>t+5)/P(J>s)=e AFs) JoAs,
Sei s > 0, n € Z;. Wir betrachten das Ereignis

{Xs=n}={Tn <s<Tpi1}={Tn < s}N{Jpy1 >s—Tn}.

Auf diesem Ereignis ist X, = 27" | 1(Ty, < r) fiir 0 < r < s, und die Sprungzeitpunkte T; von (N;) sind
Ty =Jns1— (s —T,), Tm=Tpim, m>2.
Nach Konstruktion sind Jy,11, Jn42, ... unabhingig von (T1,...,T},), wegen (3) gilt
P(Th > t|Xs =n) =P(Jop1 > t+ (s = T) [Ty < 5, Jpg1 > s —Tp) = e,

d.h. gegeben {X, = n} sind Ty, Ty — Ty, Ts — T», ... unabhingig und jeweils Exp(\)-verteilt. Demnach ist
(2) bedingt auf {X; = n} erfiillt. Da dies fiir jedes n € Z, gilt, folgt die Behauptung. O

Der Name des Poissonprozesses ist durch folgende Eigenschaft motiviert:
Fiir t > 0,h > 0 ist (Nyyp — N¢) Poisson(Ah)-verteilt. (4)
Beweis. Die Verteilung von T;, = J; + - -+ + J,, hat Dichte

)\n

n—1_—\x
mx (& , XL Z 0. (5)



(Man sagt auch: T;, ist Gamma-verteilt mit Formparameter n und Skalenparameter A. Ubung: Zeigen Sie (5)
beispielsweise per Induktion: T;,_; habe Dichte f,,_1, dann hat T,, Dichte f,(x) = fom froo1(x—y)Ae M dy.)
Wegen (2) geniigt es, t = 0 anzunehmen. Es gilt

P(N, =n) = P(T, <h,Jus1 >h—T,)
h . h
— / A" mn—le—kx )\e—k(h—x) dr = e—)\h A" / mn—l dr = e—)\h ()‘h)n )
o (n—1)! (n—=1)"J, n!
O
Insbesondere gilt also fiir ¢t > 0, n € Z
P(Niyn=n|Ny=n) = e M=1-Xh+o(h), (6)
P(Nyypn=n+1|Ny=n) = e MAh=Xh+o(h), (7)
P(Niyn € {n,n+1} | Ny =n) = 1—e M —e Ah=o0(h), (8)
wo o(h) fiir Funktionen von h steht, die fiir h — 0+ schneller als linear gegen 0 gehen.
Weiterhin zeigt (4) zusammen mit der Markoveigenschaft, dass
(N¢ — Mt, t >0) ein Martingal ist. (9)
2 Allgemeiner (endlicher) Zustandsraum
Sei E, |E| < co. Eine E x E-Matrix (g;,,) heifit Q-Matriz oder Generatormatriz, wenn gilt
Qoy € [0,00) firallex#y  und Z Gzy =0 fiir alle z. (10)
y

(Die zweite Bedingung ist dquivalent zu gy, = — Zy;éx Qz,y-)

Eine (homogene) zeitkontinuierliche Markovkette mit Zustandsraum E und Q-Matrix (oder Generator-
matrix) @ = (¢z,y)z,yck 1St ein stochastischer Prozess (X;);>0, der die Markov-Eigenschaft besitzt (d.h. die
Verteilung von X;.,, gegeben (X, : s < t), hingt nur vom Zustand X; ab) und folgenden Bedingungen
genigt:

Ve,ye E,t>0: P(Xipp =y | Xi =) = Lg—y) + Guyh +o(h). (11)
(Wir sehen: Der Poissonprozess mit Rate A hat Zustandsraum Z, und Generatormatrix ¢z o = — A, ¢z o+1 =
A oy =0, wenn y — x > 2 oder y < z, allerdings ist Z nicht endlich.)

Die Ubergangshalbgruppe von X ist eine mit R indizierte Schar von E x E-Matrizen P(t) = (py.,(t))zyer

mit

Pey(t) = P(Xspe =y | Xo = x). (12)
Die Markov-Eigenschaft zeigt, dass fiir x,y € E, t,u >0
Poy(t+u) = P(Xppu=y|Xo=2) =) P(X;=z|Xo=2)P(Xspu =y | Xo =2, X; = 2)

= > pra(t)pey(u) (13)

gilt, die Chapman-Kolmogorov-Gleichungen. (13) in Matrixschreibweise lautet P(t 4+ u) = P(t)P(u), was die
Halbgruppeneigenschaft explizit macht.

Iteration der Markov-Eigenschaft zeigt, dass die endlich-dimensionalen Verteilungen einer zeitkontinu-
ierlichen Markovkette durch ihre Ubergangshalbgruppe und die Startverteilung v = £ (X,) festgelegt sind:
Seien tg =0 <t < -+ <tg, o, 21,...,T% € F, so gilt

k

P(Xy, = 20, Xp, = 21, ., X, = 2x) = v(20) [ [ Passo (b — tic). (14)
i=1
Anschaulich ist die Dynamik einer @Q-Markovkette folgendermaflien: Bei Start in Xy = x (mit g, # 0)
verharrt die Kette eine Exp(—g, o )-verteilte Zeit in x, dann springt sie mit Wahrscheinlichkeit p,, =
Qz,y/(—4z,2) nach y € E. Dort wartet sie Exp(—gy,,)-verteilt lange, etc.

Sei X Markovkette eine mit cadag-Pfaden.

To:=0, T,:=inf{t >T,_1: Xy # X, ,}, n>1, (15)
der Zeitpunkt des n-ten Sprungs. Wenn T, = oo fiir ein ng gelten sollte, d.h. die Kette nach einer gewissen
Anzahl Spriinge ,,stehen bleibt“, setzen wir Ty, = oo fiir alle k& > ng, und definieren X := X7, ,. Die
Skelettkette Y, := X1, n € N, ist eine zeitdiskrete Markovkette mit Ubergangsmatrix (P ).



2.1 Konstruktion
Stets definiert

k
P(t) = exp(tQ) i= 3 = QF (16)

eine Halbgruppe von E x E-Matrizen (fiir die Konvergenz der Reihe beobachte beispielsweise, dass die
Eintrige von Q* vom Betrag her beschréinkt sind durch (|E| x max,_, |¢.,,|)*; man iiberzeuge sich, dass fiir
Matrizen A, B mit AB = BA gilt exp(A) exp(B) = exp(A + B)). Die Bedingung (10) ist &dquivalent dazu,
dass die Matrizen exp(tQ), t > 0, stochastisch sind (wir werden unten zeigen, dass (10) hinreichend dafiir
ist, dass (16) stochastisch ist). Man kann dann via (14) mit dem Fortsetzungssatz von Kolmogorov einen
stochastischen Prozess definieren, dessen Pfadeigenschaften allerdings (zunéchst) unklar sind.

Sei A := max,{—qs .}, setze

R 4z, A 4z,
Pxy = . y7 €T 7é Y, Pz = a;\Z (17)

(Pr.y) ist eine stochastische Matrix auf E (sie unterscheidet sich von der Ubergangsmatrix (p, ) der Skelett-

kette nur durch die Moglichkeit des ,,Stehenbleibens®, und offensichtlich gilt ¢, , = Ap, , fiir x # y. Sei (Xn)
eine p-Markovkette mit Startverteilung v, (NV;) ein davon unabhéngiger Poissonprozess auf R} mit Rate .
Dann ist

X, :=Xn,, t >0 eine Q-Markovkette. (18)
Sei Pay(t) = P(Xe = y|Xo = ) = Y o g P(Ny = n)(p™)ay, so gilt nach Konstruktion wegen (2), Un-
abhingigkeit der Zuwéchse von (IV),

P(Xiru =y|Nevs <t, X,k <N;) = > P(N, )B™) %, = DX (),
m=0

was die Markov-Eigenschaft impliziert (benutze die Turmeigenschaft der bedingten Erwartung). Aus (6-8)
und der Definition von p folgt, dass der in (18) definierte Prozess X die Bedingung (11) erfiillt, d.h. X ist
tatséchlich eine Q-Markovkette, und p, ,(£) = pg 4 (t), die @-Halbgruppe. Wir haben insbesondere bewiesen,
dass eine Generatormatrix eine stochastische Halbgruppe erzeugt. Da (18) einen Prozess mit cadlag-Pfaden
definiert, haben wir auch bewiesen, dass eine ()-Markovkette stets eine cadlag-Version besitzt. Wir werden
i.A. (ggfs. implizit) eine cadlag-Version verwenden.

2.2 Vorwirts- und Riickwirtsgleichung

Analytisch: Da @ und exp(tQ) kommutieren, gilt

%exp@@ Qexp(tQ) = exp(tQ)Q, (19)

wie man sich durch gliedweise Differentiation der Reihe (16) iiberzeugt, demnach fiir ¢ > 0

DP()=QP(), dh VeyeB: Tp = ) = St~ e, 20

0

0
5 PO =PHQ, dh. VayeB: —p.y(b) me ey = Pry(Dayy + Y Pas(t)zy- (21)

z#y

Stochastisch: Gleichung (20) heifit Kolmogorovs Riickwirtsgleichung, denn gem#f (11) gilt (wir schreiben
P, () fiir P(-|Xo = x))

(Po(Xipn =) —Pu(Xy = )
(D2 PalXesn = ylXi = 2)Pu(Xp = 2) — Pu(X, = 1))

(Z Pz, y 1{1 2} T+ hq,. + O(h)) _px,y(t)) = quc,zpz,y(t) +o(1),

Pay(t+h) = psy(t)
h

S =SS



man leitet sie also aus (11) her durch ,Riickwirtszerlegung® des Prozesses X im Intervall [0,¢ + h] geméf
dem Verhalten am Anfang des Intervalls. Analog heifit (21) Kolmogorovs Vorwidrtsgleichung, sie entsteht
durch Zerlegung gemifl dem Wert bei ¢:

Pl M =pes® %(Z Po(Xin = 91X = 2)Pa(X, = 2) — Po(X, = )

= (Z Pz, z 1{2 y} + th =+ O(h)) - pm,y(t)) = Z Qz,zpz,y(t) + 0(1)

Sowohl (20) als auch (21) sind (im Fall |E| < c0) eindeutig losbar und beide bestimmen die Halbgruppe (es
sind beides endliche Systeme linearer Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten).

2.3 Martingale
Sei f: F — R, dann ist
M; = f(X¢) — f(Xo) / Qf(X (22)

ein Martingal (beziiglich 7; = o(Xy 1 u < 1)), wo Qf () := >, Gz f(y). Esist fiir 0 < s <t

E[M,— M| 7] = E[f(x) /Qf ydu | 7|

Pl )10 ~ 105) ~ [ (Pl @0 (X) du =0,
denn P(w)f — f = fo v)Qf dw nach (21). Umgekehrt gilt, dass X eine Q-Markovkette ist, wenn (My) fiir
jedes f ein Martingal 1bt (wahle fs der Form 1¢,4(-)).

3 Abzihlbar unendlicher Zustandsraum

Im Fall |E| = oo sind die Verhiltnisse komplizierter, insbesondere miissen (20, 21) nicht mehr eindeutig
losbar sein. Stochastisch gesehen bedeutet dies, dass sich die Sprungzeitpunkte einer -Markovkette X im
endlichen hdufen konnen. Wir sehen zumindest, dass die simple Konstruktion (18) nicht mehr funktioniert,
sobald sup,cp —¢u,« = oo gilt. Die ,einfachste” Losung ist, einen , Friedhofszustand® 0 zu E hinzuzufiigen
und X := 0 fiir ¢t > lim,, T,, mit T}, aus (15) zu setzen. Dies ist der minimale Prozess (zu Q). Weitergehende
Informationen finden sich z.B. bei Chung [C].

Ein einfaches Beispiel einer Markovkette X mit ,explosiver* Q-Matrix ist (E = N),

14+ 1)i .
Qii+1 = %7 Qii = —Qii+1, 1= 1,2,.... (23)

Sei Xp = 1. Da X sich mit jedem Sprung um 1 nach rechts bewegt, ist X7, = n + 1 (mit Sprungzeiten
T, wie in (15) definiert) und die Elemente der Folge W,, := T,, — T,,_1, n € N sind unabhingig, W,, ist
Exp(n(n + 1)/2)-verteilt. Folglich gilt

ZE Z 2 2271:(1— 1 )—2— 2
i(i+1) Z\i i1/ T ntl ’

insbesondere lim,,_,o T, < 0o (denn es gilt sogar E[lim,, .. 7] = 2 < 0o geméf dem Satz von der monotonen
Konvergenz). X ist die Zeitumkehr des sogenannten block counting-Prozesses des Kingman-Koaleszenten.
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