Stochastische Modelle der Populationsbiologie SS 2015
Blatt 1

Aufgabe 1.1 Sei (¢y)nven < (0,1) eine Nullfolge, A > 0, Zi(N), i € N uiv. ~ Ber(Acy) und
TK(N) der Zeitpunkt des ¢-ten Erfolgs in der Miinzwurffolge (Zi(N))Z-eN. Zeigen Sie, dass
t o\
A

(N)y d . . (N) £—1_—Au
enT, ]\:;F(E,)\), d.h. fir ¢ >0 gilt P(enT,”’ <) ]\:;4[0 @u Le=2 du.

[Hinweis. Verwenden Sie beispielsweise die in der Vorlesung gezeigte Konvergenz von (M [(CJY)ltJ) >0
Mt/

gegen einen Poissonprozess oder nutzen Sie die Tatsache, dass TZ(N) — ¢ negativ binomial verteilt
ist, P(TSY) — € = k) = (175 (Aen)!(1 = Aen)® (warum?).]

Aufgabe 1.2 a) Im sog. Moran-Modell (mit Populationsgrofie N) ist die Verteilung des Nach-
kommensvektors v = (11, ...,vy) die einer rein zufiillig gewihlten Permutation von

(2,0,1,1,...,1),
——
(N —2)-mal
d.h. ein zuféllig gewdhltes Individuum hat 2 Nachkommen, ein anderes, zuféllig gewdhltes Indivi-
duum hat 0 Nachkommen und alle anderen genau einen (man kann dies auch so interpretieren,

dass ein Individuum einen Nachkommen hat, ein anderes stirbt und alle tibrigen weiterleben).
Berechnen Sie ¢y und dy wie in Satz 1.8. Sind die Voraussetzungen von Satz 1.8 erfiillt?

b) Seinun ¢ € (0,1), v > 0 und im N-ten Populationsmodell sei v = (v, ..., vy) eine rein zufillige
Permutation eines Vektors, der die Werte

(2,0,1,1,...,1) mit Wkeit 1 — N~ und
—
(N—2)-mal
([¥N],0,0,0,...,0,1,1,1,1,1,...,1) mit Wkeit N~7

-~

([wNJirl)-mal (N—|¢¥N])-mal

annimmt. Berechnen Sie ¢y und dy wie in Satz 1.8. Unter welcher Bedingung an - sind die
Voraussetzungen von Satz 1.8 erfiillt?

Aufgabe 1.3 Sei @ die Sprungratenmatrix einer zeitkontinuierlichen Markovkette auf der end-
lichen Menge E. Uberzeugen Sie sich, dass

0
2 exp(1Q) = Qep(iQ) = exp(1Q)Q. )
gilt, demnach fiir t > 0 und P; = €'? = (p;(,9))zyeE
0 0
apt = th7dh VI,yEE : apt(‘xay) :qu,zpt(zay) :qu,z(pt(zay) _pt(zvy))a (2)
0 0
sl =PQ dhVa,ye B —p(ey) = szpt(w, 2)qzy = Pe(T,Y)qyy + %pt(x, 2)qzy- (3)

[Hinweis. Warum ist gliedweise Differentiation der Exponentialreihe hier erlaubt?
Bericht: Die Gleichungen (2) und (3) haben eine stochastische Interpretation. (2) heifit Kolmogorovs
Riickwdrtsgleichung, denn es gilt (wir schreiben P, () fiir P(-|Xo = z))

pern(T,y) — pe(z,y)
h

(Pe(Xexn = y) = Po(Xe = y))
(Zz Po(Xe+n = y|Xn = 2)Pa(Xn = 2) — Po(X: = y))

(Zz pt(zv y)(]‘{-??:z} + hqz,z + O(h)) —pt(:my)) = Zqz,zpt(zvy) + 0(1)7

= =S



man leitet sie also aus her durch ,Riickwértszerlegung” des Prozesses X im Intervall [0, ¢+ h] gemaft dem
Verhalten am Anfang des Intervalls. Analog heifit (3) Kolmogorovs Vorwdirtsgleichung, sie entsteht durch
Zerlegung geméfs dem Wert bei ¢:

pt+h(x7y)h_ pt(l’yy) — %(Zz Pm(Xt+h — y|Xt — Z)]P)z(Xt — Z) _]Pa:(Xt — y))

= %(Z pe(x,2) (1gz=yy + hgy,= + o(h)) — pi(z, y)) =Y u-pi(2,9) + 0(1).

Sowohl (2) als auch (3) sind (im Fall |E| < o) eindeutig losbar und beide bestimmen die Halbgruppe
von Ubergangsmatrizen (P:);>0 — es sind beides endliche Systeme linearer Differentialgleichungen mit
konstanten Koeffizienten.|
b) Sei E = {0,1}, Q = (;{g) mit a,b > 0.

Zeigen Sie: Fiir z,y € {0, 1} gilt py(2,y) = 6, ye~ @0 4+ (1—e @0 4(y) mit p(0) = b/(a+b),
u(1) = a/(a +b).
¢) Sei E ={0,1,2,3} (oder auch E = {A,G,C, T}) und

-3 1 1 1

1 -3 1 1

Q= 1 1 -3 1
1 1 1 -3

Zeigen Sie: Fiir z,y € F gilt py(z,y) = 0, e + i(l — ™),

Aufgabe 1.4* a) Sei E ein polnischer Raum, D([0, ), E) die Menge aller Funktionen f :
[0,00) — E, die rechtsstetig sind und an jeder Stelle einen linken Limes besitzen (oft mit dem
franzosischen Akronym cadlag bezeichnet).

Sei A := {\: [0,00) — [0,00) : A bijektiv und stetig}, die Lipschitz-Konstante von A(-) be-
zeichnen wir mit y(\) := supgg,; w (< ). Fir f,g € D([0,00), E) definieren wir die
Skorokhod-Metrik als

T

d(f.9) = in (3O v [ e supdi(£(s A 0).9(\s) A1) di}
AEA 0 s=0

Zeigen Sie: Dies ist eine Metrik [d.h. d(,-) ist symmetrisch, d(f,g) =0 <= f = g, die Dreiecks-

ungleichung gilt], damit ausgestattet ist D([0, o), F) ein vollstdndiger und separabler metrischer

Raum.

[Hinweis. Vgl. auch Kap. 3.5 in S.N. Ethier, T.G. Kurtz, Markov processes: characterization and
convergence, Wiley, 1986]

b) Sei nun |E| < oo und F mit der diskreten Metrik dg(z,y) = 1(z # y) ausgestattet. Fiir
feD([0,00), E) sei Téf) := 0, sofern Ti(f)l < o0 setzen wir

7= inf{t > Téf) s f(t) # f(Ti(f)l)}, ieN

3

(ansonsten sei auch Ti(f )

= o) und
§J(-f) = f(T;f)) fiir j € Ng mit j < M) := inf{k : T,Ef) = 0}.
Seien f,, f € D([0,0), E). Zeigen Sie: Die Folge Ti(f)l, i € N besitzt keine Haufungspunkte im
Endlichen. Es gilt d(f,, f) — 0 fiir n — o genau dann, wenn gilt
1. MU — M) fir n — oo,

2. fiir jedes k € N ist §](€fA”J)w<f) = 52‘7;)M(f) fiir alle geniigend grofsen n und

3. fiir jedes k € N gilt T,ii”&(f) — T,E’;)M(f).
n—w :

c) Zeigen Sie: Unter den Voraussetzungen von Lemma 1.6 konvergieren die Prozesse (X|¢/cy])t=0,
aufgefasst als D([0, ), E)-wertige Zufallsvariablen, gegen die dort angegebene zeitkontinuierliche
Markovkette X.



