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Blatt 1

Aufgabe 1.1 Sei pcN qNPN � p0, 1q eine Nullfolge, λ ¡ 0, ZpNqi , i P N u.i.v. � BerpλcN q und
T
pNq
` der Zeitpunkt des `-ten Erfolgs in der Münzwurffolge pZpNqi qiPN. Zeigen Sie, dass
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`

d
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Γp`, λq, d.h. für t ¥ 0 gilt P
�
cNT

pNq
` ¤ t

�
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» t
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Γp`q
u`�1e�λu du.

[Hinweis. Verwenden Sie beispielsweise die in der Vorlesung gezeigte Konvergenz von
�
M
pNq

tc�1
N tu

�
t¥0

gegen einen Poissonprozess oder nutzen Sie die Tatsache, dass T pNq` � ` negativ binomial verteilt
ist, PpT pNq` � ` � kq �

�
k�`�1
k

�
pλcN q

`p1� λcN q
k (warum?).]

Aufgabe 1.2 a) Im sog. Moran-Modell (mit Populationsgröße N) ist die Verteilung des Nach-
kommensvektors ν � pν1, . . . , νN q die einer rein zufällig gewählten Permutation von�

2, 0, 1, 1, . . . , 1loooomoooon
pN�2q-mal

�
,

d.h. ein zufällig gewähltes Individuum hat 2 Nachkommen, ein anderes, zufällig gewähltes Indivi-
duum hat 0 Nachkommen und alle anderen genau einen (man kann dies auch so interpretieren,
dass ein Individuum einen Nachkommen hat, ein anderes stirbt und alle übrigen weiterleben).
Berechnen Sie cN und dN wie in Satz 1.8. Sind die Voraussetzungen von Satz 1.8 erfüllt?
b) Sei nun ψ P p0, 1q, γ ¡ 0 und im N -ten Populationsmodell sei ν � pν1, . . . , νN q eine rein zufällige
Permutation eines Vektors, der die Werte�

2, 0, 1, 1, . . . , 1loooomoooon
pN�2q-mal

�
mit W’keit 1�N�γ und

�
tψN u, 0, 0, 0, . . . , 0loooooomoooooon

ptψNu�1q-mal

, 1, 1, 1, 1, 1, . . . , 1looooooooomooooooooon
pN�tψNuq-mal

�
mit W’keit N�γ

annimmt. Berechnen Sie cN und dN wie in Satz 1.8. Unter welcher Bedingung an γ sind die
Voraussetzungen von Satz 1.8 erfüllt?

Aufgabe 1.3 Sei Q die Sprungratenmatrix einer zeitkontinuierlichen Markovkette auf der end-
lichen Menge E. Überzeugen Sie sich, dass

B

Bt
expptQq � Q expptQq � expptQqQ, (1)

gilt, demnach für t ¥ 0 und Pt � etQ � pptpx, yqqx,yPE

B
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Pt � QPt, d.h. @x, y P E :

B

Bt
ptpx, yq �

¸
z

qx,zptpz, yq �
¸
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qx,z
�
ptpz, yq � ptpx, yq

�
, (2)

B
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Pt � PtQ, d.h. @x, y P E :

B
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ptpx, yq �

¸
z

ptpx, zqqz,y � ptpx, yqqy,y �
¸
z�y

ptpx, zqqz,y. (3)

[Hinweis. Warum ist gliedweise Differentiation der Exponentialreihe hier erlaubt?
Bericht: Die Gleichungen (2) und (3) haben eine stochastische Interpretation. (2) heißt Kolmogorovs

Rückwärtsgleichung, denn es gilt (wir schreiben Pxp�q für Pp � |X0 � xq)

pt�hpx, yq � ptpx, yq
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PxpXt�h � y|Xh � zqPxpXh � zq � PxpXt � yq
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qx,zptpz, yq � op1q,



man leitet sie also aus her durch „Rückwärtszerlegung“ des Prozesses X im Intervall r0, t� hs gemäß dem
Verhalten am Anfang des Intervalls. Analog heißt (3) Kolmogorovs Vorwärtsgleichung, sie entsteht durch
Zerlegung gemäß dem Wert bei t:

pt�hpx, yq � ptpx, yq
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Sowohl (2) als auch (3) sind (im Fall |E|   8) eindeutig lösbar und beide bestimmen die Halbgruppe
von Übergangsmatrizen pPtqt¥0 – es sind beides endliche Systeme linearer Differentialgleichungen mit
konstanten Koeffizienten.]

b) Sei E � t0, 1u, Q �
�
�a a
b �b

	
mit a, b ¡ 0.

Zeigen Sie: Für x, y P t0, 1u gilt ptpx, yq � δx,ye
�pa�bqt�p1�e�pa�bqtqµpyq mit µp0q � b{pa�bq,

µp1q � a{pa� bq.
c) Sei E � t0, 1, 2, 3u (oder auch E � tA,G,C,Tu) und

Q �

�
���

�3 1 1 1
1 �3 1 1
1 1 �3 1
1 1 1 �3

�
��
.

Zeigen Sie: Für x, y P E gilt ptpx, yq � δx,ye
�4t � 1

4 p1� e�4tq.

Aufgabe 1.4� a) Sei E ein polnischer Raum, Dpr0,8q, Eq die Menge aller Funktionen f :
r0,8q Ñ E, die rechtsstetig sind und an jeder Stelle einen linken Limes besitzen (oft mit dem
französischen Akronym càdlàg bezeichnet).

Sei Λ :� tλ : r0,8q Ñ r0,8q : λ bijektiv und stetigu, die Lipschitz-Konstante von λp�q be-
zeichnen wir mit γpλq :� sup0¤s t

λptq�λpsq
t�s (¤ 8). Für f, g P Dpr0,8q, Eq definieren wir die

Skorokhod-Metrik als

dpf, gq :� inf
λPΛ

!
γpλq _

» 8
0

e�t sup
s¥0

dE
�
fps^ tq, gpλpsq ^ tq

�
dt
)

Zeigen Sie: Dies ist eine Metrik [d.h. dp�, �q ist symmetrisch, dpf, gq � 0 ðñ f � g, die Dreiecks-
ungleichung gilt], damit ausgestattet ist Dpr0,8q, Eq ein vollständiger und separabler metrischer
Raum.
[Hinweis. Vgl. auch Kap. 3.5 in S.N. Ethier, T.G. Kurtz, Markov processes: characterization and
convergence, Wiley, 1986]
b) Sei nun |E|   8 und E mit der diskreten Metrik dEpx, yq � 1px � yq ausgestattet. Für
f P Dpr0,8q, Eq sei τ pfq0 :� 0, sofern τ pfqi�1   8 setzen wir

τ
pfq
i :� inftt ¡ τ

pfq
0 : fptq � fpτ

pfq
i�1qu, i P N

(ansonsten sei auch τ pfqi � 8) und

ξ
pfq
j :� fpτ

pfq
j q für j P N0 mit j ¤M pfq :� inftk : τ

pfq
k � 8u.

Seien fn, f P Dpr0,8q, Eq. Zeigen Sie: Die Folge τ pfqi�1, i P N besitzt keine Häufungspunkte im
Endlichen. Es gilt dpfn, fq Ñ 0 für nÑ8 genau dann, wenn gilt

1. M pfnq ÑM pfq für nÑ8,

2. für jedes k P N ist ξpfnq
k^Mpfq � ξ

pfq

k^Mpfq für alle genügend großen n und

3. für jedes k P N gilt τ pfnq
k^Mpfq ÝÑ

nÑ8
τ
pfq

k^Mpfq .

c) Zeigen Sie: Unter den Voraussetzungen von Lemma 1.6 konvergieren die Prozesse pXtt{cN uqt¥0,
aufgefasst als Dpr0,8q, Eq-wertige Zufallsvariablen, gegen die dort angegebene zeitkontinuierliche
Markovkette X.


