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Kapitel 1

Genealogien und (neutrale)
genetische Variabilitat

1.1 Canningd}Modelle und Kingman?Koaleszent

Ein (idealisiertes) Populationsmodell:
e feste Populationsgrofle: N Individuen in jeder Generation
e nicht-iiberlappende Generationen
e jedes Individuum hat nur ein ,,Elter‘f]
e es gibt Zufilligkeit beziiglich der Anzahl der Nachkommen
Die Individuen jeder Generation seien durchnummeriert, sei
Agj) := Nr. des Vorfahren (in Gen. r — 1) von Ind. Nr. 7 in Generation r,

somit ist

yM =1 <i s N AR, = 1 (1.1)

r+1,7
die Anzahl Nachkommen von Individuum & in Generation 7.

Notation. Wir schreiben im Folgenden [n]:={1,2,...,n} fiir n e N.

1Chris Cannings, The Latent Roots of Certain Markov Chains Arising in Genetics: A New Approach,
I. Haploid Models, Advances in Appl. Probability 6 (1974), 260-290.

2J.F.C. Kingman, The coalescent, Stochastic Process. Appl. 13 (1982), no. 3, 235-248. Fiir histori-
schen Hintergrund zum Koaleszenten siehe auch J.F.C. Kingman, Origins of the Coalescent: 1974-1982,
Genetics 156:1461-1463, (2000).

3Im Jargon der Genetik sind die Individuen , haploid“ — wortlich angemessen z.B. fiir Bakterien, mit-
ochondriale genetische Typen, Y-Chromosom. Viele Spezies sind ,,diploid“, besitzen also zwei Kopien
jedes Chromosoms [ggfs. mit Ausnahme der Geschlechtschromosomen|, manche Pflanzen sind ,,polyplo-
id“. Asymptotisch, mit Ersetzung N ~ 2N, ist das Modell aber auch fiir Gene in diploiden Populationen
passend.



Beispiel 1.1 (Wright—Fisher-Model, genealogische Version). Die Aﬁf) seien fiir 7 € [ V],
r € Z unabhéngig und uniform verteilt auf [N] (d.h. jedem Kind wird rein zufillig ein
Elter zugeordnet).

Dann gilt fiir my,...,my € Ng (mit mq + -+ my = N)
(N) (N) ~ N! 1N
P(yl =my,...,Vy _mN)_—mllmQ!"'mN!(N> ,
d.h. v = (1 (Nor) U](VNT)) ist (fiir jede Generation ) Multinom(N, &, -+, + )-verteilt.
Definition 1.2. (A£N))TEZ = ((Afﬁ[), . (N))) heifit Ahnen-Prozess eines Cannings-

Modells (mit Populationsgréfie N), falls gilt
i) die (Aan))reZ sind unabhéngig und identisch verteilt, [ N ]N-wertig,

ii) der Nachkommens(anzahl)vektor v(N:7) = (Vl(N’T), . V](VN’T)) aus ([I.1]) ist austausch-
bar, d.h.

(V§N,7‘) (N r)) g (V(N,T) (N,r)

e Uy (1) oV

7T(N)) fiir jede Permuation 7 von [N]

mit VfN’T) ot VJ(VN "= N,

Beobachtung 1.3. Man kann das Modell leicht um (neutrale) genetische Typen ergénzen:
Nehmen wir an, jedes Individuum besitzt einen Typ aus einer Menge E moglicher geneti-
scher Typen (,,Allele®), z.B. F ={0,1} fiir eine zwei-Typ-Situation oder E = {A,G,C,T'}
(die ,,Buchstaben des genetischen Alphabets“). Wir schreiben tquj) fiir den Typ von Indivi-
duum 7 in Generation r und nehmen (jedenfalls in diesem Kapitel) an, dass der genetische
Typ vom Elter iibernommen wird (ohne sog. ,,Mutationen®).

Startend von einer Typenbelegung in Generation r( ist die Entwicklung des Typen-
vektors (tf«N)) ((t(N) e f,]]\(,))) o dann offenbar rekursiv gegeben durch

r,1 o

t(N) = t(N)A(N) €eFE, ie[N], r>ro.

e

Wir kénnen daraus den Typenzéhlprozess X, (V) = (Xr (N))eE g, I > 1o ablesen:
X = Z 1 1=y
gibt an, wieviele Individuen in der r-ten Generation den Typ e € E besitzen.

Der Typenzihlprozess (XﬁN)),,:mTOH,W ist eine Markovkette, wir werden sie spéter
noch genauer studieren. Betrachten wir fiir den Moment das Wright-Fisher-Modell (Bsp. |1.1))
und den Fall F = {0,1}. Offenbar geniigt es, Xglv) zu kennen, denn Xﬁg) = N—Xﬁf). Fiir
x,ye{0,1,...,N} gilt

N Xz X \N-
i W GRS

4Nach Sewall Wright, 1889-1988, und Ronald Fisher, 1890-1962, benannt.




d.h. gegeben Xﬁﬁl) =z ist Xﬁivlfl ~ Bin(N,z/N). Die entscheidende Beobachtung dazu
ist, dass fiir beliebige ¢ = (t1,...,tn5),t" = (..., t5) € {0, 13N mit ¥V, t; =2, XNt =y
gilt (wir schreiben I(t) = {i € [N]:t; =1} und analog I(t))

P(t(N) - | t(N) )

r+1
=P(ASY), e I(t) fir i e I(¢') und A, e [N] N I(¢) fiwr j e [N]NI(1))
-B( [ allieimin ) (AL <N 1)
T T \N-
= TP er@) « T1 PR e ININT0) = () (- )
el (t' je NI(t

somit

N _
PO, =8 =)= ¥ PN v |1 =)= () () -2

r+1
t'e{0,1} 1V,
[1(")l=y

Annahme 1.4. Zumeist denken wir uns die bedingte Verteilung von A7(~N), gegeben den
Anzahlvektor vV-1 | als vollkommen symmetrisch, d.h.

o fiir my,...,my € Ny mit my + -+ my = N und jedes (ay,...,ay) € [N]V, das
Hita; =k} =mg fir k=1,..., N erfiillt, gilt

ml!mgl---mN!

]P)(A’E‘ﬁ/v) :a‘17~--7A£,]X[) :aN VfNJ‘_l) th.. V](VNT 1) mN) = N'

(1.2)

(man denke an eine Urne, die m; Kugeln der Farbe 1, ..., my Kugeln der Farbe N

enthélt und aus der alle N Kugeln nacheinander ohne Zuriicklegen gezogen werden, dann
hat jede mogliche beobachtete Farbreihenfolge die Wahrscheinlichkeit (|1.2))).

Gelegentlich sind allerdings auch andere Festlegungen niitzlich, man beachte, dass fiir
Verteilung des Typenhéufigkeitsprozesses fiir jede andere Wahl in (1.2)) dieselbe ist.

Ahnenverhéltnisse Sei Afn]j)[k] die Nummer des Ahnen vor k£ Generationen von In-
dividuum Nr. 7 in Generation r, diese ist offenbar

rekursiv bestimmt durch A(N)[ 1]= Ag) und Ag)[k +1] = AW o fir k e N.

r— k:AM

Wir betrachte eine Stichprobe von n verschiedenen (zuféllig gezogenen) Individuen aus
Generation r = 0, sagen wir die Individuen Nr. Jy,...,J, mit P(J; = ji,...,Jn = jn) =
1/(N)p, fir paarweise verschiedene ji,...,j, € [IV].

Die Verwandtschaftsverhéltnisse innerhalb der Stichprobe kodieren wir durch
RN™ | eine (zufillige) Aquivalenzrelation,

gegeben durch i ~, j (i,j € [n], k=0,1,...), wenn A(() J)[k] A(N)[k] gilt, d.h. Stichpro-
ben ¢ und j haben denselben Ahnen vor k Generationen.

4



Sei &, := {Aquiyalenzrelationen auf [n]}, wir notieren ¢ € &, etwa durch eine (unge-
ordnete) Liste der Aquivalenzklassen (z.B. £ = {{1},{2,3}} € & bedeutet 2 ~¢ 3, 1 £¢ 2,

1 4¢ 3).
Wir schreiben £ <7, falls

i~ve] == iy ] gilt,

d.h. n entsteht aus & durch Vereinigung einiger Klassen, ggfs. in mehreren Gruppen (z.B.
{13,423, {3,4}, {5}, {6, 7}, {8} } = {{1,2,6,7},{3,4,5}, {8}}).
Offensichtlich ist i ~¢g j <= i =75, d.h. R(()N’") = {{1}, {2},..., {n}} und es gilt stets

(N,n) (N,n)
R,V <R

Lemma 1.5. Fiir festes N > n ist (R,(gN’”))keNO eine Markovkette mit Werten in &,,. Die
Ubergangswahrscheinlichkeiten sind gegeben durch

n n Na -
P = BRET =g RO <) = Dlgl [T, )

(N, Lia
sofern & <m, wobei n aus |n| = a Klassen besteht, & aus b =& =by +---+b, Klassen besteht
und n aus & durch Verschmelzen von a Gruppen von Klassen in GruppengrifSen by, ..., b,

entsteht (d.h. n={Cy,...,Co} und £ ={Chp:1<a<a, 1< <by} mit Cy = U%‘ilCag fiir
a=1,...,a).
(2)qy =x(x=1)(x-a+1) firxeR, aeN ist die a-te fallende Faktorielle von x.)

Beweis. R,(gN’") = ¢ bedeutet, dass es (k Generationen vor der Gegenwart) b verschiedene
»aktive Ahnenlinien® geben muss, d.h. es gibt b paarweise verschiedene Zahlen i, 5 € [N],
B=1,...,by, a=1,...,a, so dass

A K] = o fiw i€ Cap, B=1,...,b0, a=1,....0a

gilt. Gegeben dies tritt das Ereignis {R,gl’”) = 1} genau dann ein, wenn es paarweise
verschiedene ji, ja, ..., j, € [N] gibt mit

Al(g{\qj/viﬁ:jafﬁrﬁ:la”'aba705:17---,(1- (13)

Wenn wir einen moglichen Wert (kq,...,ky) € {0,1,..., N}V (mit ky + -+ ky = N)
des Nachkommensanzahlvektors v(V:=%-1) fixieren, so hat das Ereignis in (1.3]), gegeben
v(N=k=1) = (ky, ..., ky), gemi Annahme die Wahrscheinlichkeit

kh(kh - 1)"'(kj1 - by + 1) ka(kjé - 1)"'(ka — by + 1)
N(N-=1)(N=by+1) (N=b))(N=bj—1)(N-b —by+1)
kjo (kj, = 1)-(kj, = ba + 1)
(N =by=—=by 1) (N =by = =bgqg = 1)(N —by —bgy— - — by — 1)
1 a

= m g(ka)bzl




(denn by aktive Ahnenlinien miissen in Generation —k—1 von Ind. j; abstammen, by viele
von Jo, etc.).

Somit ist
PN ) =PRI =0 RN =€)
N 1 a
- Z . zk: mﬂ(kﬂ)bﬂp(v(]v’_k_l) = (kl,...,k}N))
J1ss Ja 1oeee N:l —

paarw. versch. kj+-+kn=N

> B[ T160 )] - E]]\\;_;ZE[IE[(V;N))I)JJ’

J1ss Ja /=1
paarw. versch.

wobei wir in der letzten Gleichung die Austauschbarkeit des Nachkommensanzahlvektors
ausnutzen (und in der Notation l/jN) = I/J(.N’_k_l) die Zeitabhéngigkeit unterdriicken — nach

Voraussetzung hingt die Verteilung von v(V:=%=1) nicht von k ab, und bei der Berechnung
der Erwartungswerte kommt es nur auf die Verteilung an).
0

Typischerweise wird bei grofem N die ein-Schritt-Ubergangswahrscheinlichkeit p®¥m) (€, 1)
fiir alle n # ¢ sehr klein sein: Betrachten wir z.B. den Fall n = 2, so ist nach Lemma [1.5

en = p ™D ({{1},{2)),(1,2)) = B[ (v - 1)]

(fiir das Wright-Fisher-Modell ergibt sich ¢y = 1/N). Tl(N’Q) = inf{k € Ny : 1 ~; 2},
die Anzahl Generationen in die Vergangenheit, bis die beiden Stichproben ihren ersten
gemeinsamen Vorfahren finden, ist ~ geom(cy) und sofern ¢y — 0 fiir N — oo gilt, folgt

P(REN’Q)J {1, 2}) = P(H(N’Q) > lt/CNJ) =(1- CN)WCNJ —s et fiir jedes t > 0.

t/CN N—>oco

Dies legt nahe, den Prozess der reskalierten Ahnenverhaltnisse (ngc’z)J)tZO zu betrachten.
Fiir dazu notwendige Techniken schieben wir den folgenden Exkurs ein.

Ein Exkurs zum Poissonprozess und zu zeitkontinuierlichen Mar-
kovketten

Sei cy — N0 0 eine Nullfolge, A > 0, Zi(N)7 i€ N uiv. ~Ber(Acy) (wir betrachten o.E.
nur so grofe IV, dass A\cy < 1), seien

7™M =0, T =inf{i>T) 20N =1}, (eN

2

(T, K(N) ist der Zeitpunkt des ¢-ten Erfolgs in der Miinzwurffolge (Zi(N))ieN), dann sind

Tg(N) = TZ(N) - Te(ﬁ), leN

wi.v., Te(N) ~geom(Acy), d.h. P(TE(N) =j) =cnA(1 - enxN)i ! fiir j € N und fir z > 0 gilt

P(CNTZ(N) >1r)= ]P)(TZ(N) > [ij) = (1 - cN)\)WCNJ — e

CN N—oo0 ’
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d.h. CNTE(N) N—d> Exp(\) (Ubung: Beweisen Sie diese Aussagen).

Sei weiter
MM =1 <i<k: 2™ =1} = max{0 e N : TV < &},
offenbar gilt fiir 0 < kg < k1 <--- <k,
M,;N) - M,g;v), M,gv) - M,;N), e ,M,gn]j) - M,gf_)l sind unabhéngig
und fiir 0 < k < k' ist MIE,N) - M,gN) ~ Bin(k' - k,cy ), somit gilt fiir 0 <t < ¢/

(V) V) 4 po (g
Moy = Moy = Pois(A(t = 1)).

(Ubung: Beweisen Sie diese Aussagen).
Dies 14dt ein, folgendes Limesobjekt zu betrachten: Sei 7, 7,... w.i.v., 7, ~ Exp(\),
TO = O,Tg =T+t Ty, le N,
My :=max{ie Ny:T; <t}, te[0,00)

der stochastische Prozess (M) heifit Poissonprozess mit Rate A. (Beachte: die Definiti-
on ist so eingerichtet, dass ¢ — M; rechtsstetig ist, man sagt auch: (M,); hat rechtsstetige
Pfade.)

Aus obigen Uberlegungen folgt fiir jedes m € N

(CNTI(N),...,CNT»r(nN))N;i;(Tl,...,Tm),
(cNTl(N),...,cNT,SlN))]éo(Tl,...,Tm)
somit ergibt sich fiir t; <ty <t,,, k1,...,kn € Ny
Ny _ (N) _ _ (N) (N) (N) (N)
]P)(Mltl/CNJ =k, [tm/en] — km) - P(Tkl s [tl/CNJ < Tk1+17 S ’Tkm < [tm/CNJ < Tkm+1)
d
2 P(Ty <ty < T Ty St < Tn) = P(Myy = Ky, My, = Ki),

d.h. die Folge von stochastischen Prozessen (ML(tZ/VC)N

(M) im Sinne der endlich-dimensionalen Verteilungen.
Aus diesen Beobachtungen folgt

J)tzo konvergiert gegen den Prozess

P(Mtl - Mto = J1s Mtg - Mn =J2--- >th - th_1 = ]m)

L ™) ™ ) ™
= lim P(M 5 = M =g My = M=)

L ™) ™ ™) ™

= lim P(Mp 5 = My = i) <o x (M= My =)

ey Al i)
i=1 i

Ji!



d.h. die Inkremente eines Poissonprozesses (M;) sind Poissonverteilt [der Parameter ist Ax
die Lange des betrachteten Zeitintervalls] und Inkremente iiber jeweils disjunkte Zeitin-
tervalle sind unabhéngig. Diese beiden Eigenschaften charakterisieren den Poissonprozess
[ggfs. mit Forderung der Rechtsstetigkeit].

Der Parameter A kann als Sprungrate interpretiert werden in dem Sinne, dass fiir ein
(kurzes) Zeitintervall (¢, t+h] die Wahrscheinlichkeit, einen Sprung in diesem Zeitintervall
zu sehen, ~ A x Intervalllange ist, genauer

s /\h

P(Mpp =k + 1| My=k)=P(Myy, - My =1) = =Ah+O(h?) fiir h 0.

Zu allgemeinen zeitkontinuierlichen Markovketten Sei E endliche Menge,
(P(2,Y))zyer stochastische Matrix (d.h. p(z,y) 2 0, ¥ cpD(x,y) = 1 fiir alle z € E),
(X )neNo (zeltdlskrete homogene) p-Markovkette (d.h. P(Xg = 20, X1 = 21,..., Xp = &) =
]P’(Xo =x0)D(20, 1) X+ X P(Tp-1,xy) fiir zo,x1,...,2, € E).

Sei (M, )50 Poissonprozess mit Rate A > 0, unabhiingig von X,

p=
X =

X, = )?Mm t €[0,00),

so ist [p™ bezeichne die m-te Potenz von p, I die E x E-Identitétsmatrix]

- ST = 8 5 SRS ) )
oo 1f 5
:Egot—!)\@ Zo(ﬁl)(ﬁm(_[)fm)(x, ) ;}E'()\(p [)) (l’ y) Z Qg(l' y) ( )($,y)

[wobei die Matrix @ = (@u,y)syer Eintrige ¢,, = AM(P(x,y) — 6,,) besitzt; obige Reihe
konvergiert, denn maxg yep |Q%,| < (|E|max, yep|Qqy|)"; beachte auch, dass 7" und I"
kommutieren] und analoge Rechnungen, die die Unabhéingigkeit der Zuwéchse von (M, )0
ausnutzen, zeigen

n

P(th =Xy, Xy, =T | Xo= flfo) = Hpti—ti,i(%—l, ;)

i=1

fiir 0=ty <ty <o <ty Ty L1yeeey Ty el
Die Matrix @ heifit die Sprungratenmatriz (auch: Ratenmatriz oder Q-Matrix) der
zeitkontinuierlichen Markovkette X, sie hat die Eigenschaften

Quy >0 fir x # y, Z Qoy = —Qo.o-
yeE,y+x

Zur Interpretation der Eintrage von () als Sprungraten: Fiir x # y und h | 0 ist

P(Xeen = y| Xi = 2) = (e"?)(2,9) = Q°(z,y) + hQ" (2, y) + O(h?) = hgyy + O(h?).



Lemma 1.6. E endliche Menge, Q = (quy)wyer Sprungratenmatriz, XM, N e N zeitdis-
krete E-wertige Markovketten mit Ubergangsmatrix

p(N>(x7y)=5x,y+CNq;ty+0(CN)a xuyEE7

wo ¢y = 0 fir N - oo und X(N) = x9 € E. Dann konvergieren die (zeitlich reskalier-
ten) Prozesse (X )t>0 fiir N — oo gegen die zeitkontinuierliche Markovkette X mit
Sprungmtenmatmx Q (im Sinne der endlich-dimensionalen Verteilungen).

Beweis. Wir schreiben die Ubergangsmatrix von X @) als

PN =T+enQy

mit Qy := ¢if (p") = I), somit nach Voraussetzung Qy e Q) (eintrags-weise).

N A LCNtJ = = — — _
(rexQul - (Cfvlt)N@N_ 1 g U)o o
k=0 k=0 .

Beachte: Fiir k e N gilt

P iR e (TR SR P

(eintrags-weise) und die Betrdge der Eintrage der Matrix auf der linken Seite sind fiir
geniigend grofles NV

<t*(2max{|Q(z,y)| : w,y € E})"/k!,

so dass Grenzwert und Summation vertauscht werden kénnen. Somit
N N n Lt s
P(X[(cj‘vltlj =T, .- XL( 1)7571 $n) = H(I + C]\[C?N)L ~ (ti—tj-1)] (xj—laxj)
]\::ojljl(e(tj—tle))(xj_l, :l:]) = ]P)(th =2,... ’th — an)-

]

Siehe auch Ubungsblatt 1 fiir weitere Eigenschaften zeitkontinuierlicher Markovketten
und insbesondere Aufg. 1.4 fiir eine stérkere Form der Konvergenz (némlich als zufélliger
Pfad) als die in Lemma formulierte Aussage.

Zuriick zu den Ahnenverhiltnissen in stochastischen Populationsmodellen
(und ihrer Reskalierung)

Zur Motivation betrachten wir zunéchst wieder das Wright-Fisher-Modell, dort hatten wir
gesehen: Fiir eine Stichprobe der Groéfle n = 2 ist die ,, korrekte” Zeitskala der Genealogie
[Vielfache von] N, denn die Paarverschmelzungsw'keit ist p(2 ({{1},{2}},{1,2}) = &
und somit die Zeit, bis die Stichprobe ihren ersten gemeinsamen Vorfahren findet, ~
geom(1/N).



Fiir n = 3 sieht die Ubergangsmatrix p(¥:3)(-,-) von R(™V:3) folgendermafen aus:

({1}, {2}, {3} | {{1.2},{3}} | {{L.3}.{2}} | {{1}.{2,3}} | {{1.2,3}}

T 1sk2h | 30-0) | 20-D | 20-D | =&
({12}, {3} 0 1-% 0 0 v
H1,3},{2}} 0 0 1-L 0 1
{{1}.{2,3}} 0 0 0 -1 L

{{17273}} 0 0 0 0 1

d.h.
p(N,3):]+% § —81 Zl _81 i +% § § § § § =21+%Q+$R.

Dies passt zu den Voraussetzungen von Lemma (mit ¢y = 1/N), wegen

1 1 1
p(N,3)({{1}’ {2}a {3}}7 {17 2, 3}) = ﬁ < N - ﬁ = p(N’3)({{1}7 {2}7 {3}}7 {{17 2}7 3})
sind im Grenzwert (nach Beschleunigung der Zeit mit dem Faktor N) nur noch Paarver-
schmelzungen sichtbar.

Die allgemeine Struktur des Grenzwerts (fiir beliebige Stichprobengrofie n) ist folgen-
de:

Definition 1.7. Die zeitkontinuierliche Markovkette (Rgn))tzo auf &, mit Sprungraten-
matrix

1 falls n aus £ durch Verschmelzung von genau zwei Klassen entsteht,

Gen =1 -(§) fallsn=¢,
0  sonst
(1.4)
heifit Kingmans (n-)Koaleszent.

Zumeist betrachten wir den Startzustand R(()") ={{1},{2},....{n}}. Wir konnen den
Pfad (Rgn))tzo als Baum interpretieren, dessen Blatter mit 1,...,n markiert sind:

Zu den Zeitpunkten 0 = 7\ < 7" < - < 7 < 7 wo 7 = inf{t > 0: |R™)| < K},
verschmelzen jeweils zwei Zweige. Fiir Stichproben 7,5 € [n] konnen wir den genealogi-
schen Abstand von ¢ und j, inf{t >0: ¢ ~ R j} aus dem Baum ablesen.

(vgl. Bild an der Tafel|

Betrachten wir ein allgemeines Cannings-Populationsmodell und dessen Ahnen-Prozess
(A£N) )rez wie in Def|1.2 (und Annahmell.4|gelte), mit zugehorigen Nachkommen(zahl)vektoren

yN) = (N0 (0,

R,(CN’n) sei die Aquivalenzrelation, die die Verwandtschaftsverhiltnisse einer zufilligen
n-Stichprobe Ji,. .., J, (zur Zeit r = 0 gezogen) vor k Generationen beschreibt:

(d.h. Stichproben ¢ und j haben denselben

Nipy1— AN
A Ahnen vor k Generationen)

ivp ] = Aé,Ji (k] = o,Jj[k?]

10



[Erinnerung: Lemma beschreibt die Ubergangsmatrix der Markovkette (R,(cN’n)) keNo-)
Sei

e = mzﬂa[ MW 1)) = BN 1) (1.5)

die Paarverschmelzungwahrscheinlichkeit (iiber eine Generation) [im Ahnen-Prozess eines
Cannings-Modells mit Nachkommensvektor v(V)].

Beachte: N = E[1; (M) 4 V](VN)] = NIE[VfN)], also E[v (N)] 1 (Austauschbarkeit),

somit ist ]E[ulN)(ny) - 1)] = [( fN))Q] - (I[-E[I/f]\[)])2 und wir konnen alternativ schreiben
= Var[™M]/(V - 1).

Sei weiter

_(N) N 1 (N), (N N
Iy = e, B Dl = ey B ¢ e -] )

(mit Lemma [1.5] ist dy = p@™3)({{1},{2},{3}},{1,2,3}) die W’keit, eine Dreifachver-

schmelzung iiber eine Generation zu beobachten).

Satz 1.8. Betrachte eine Schar von mit der Populationsgrifse N parametrisierten (Ah-
nenprozessen von) Cannings-Modellen.

Sei n € N, (R,(CN’"))keNO die Markovkette, die die Verwandtschaftsverhdltnisse in einer
n-Stichprobe im N -ten Modell beschreibt.

Wenn ¢y — 0 und dy/cy — 0 gilt, so konvergiert

(R(n )t>0 — (RﬁN’")) fiir N — oo.

[t/en] >0

Bemerkung 1.9. 1. Satz zeigt die “Robustheit” des Kingman-Koaleszenten: Es
kommt nicht auf die Details der Nachkommensverteilungen an (sofern die Bedingungen
dy/cy = 0, ex — 0 erfiillt sind).

Es kommt nur auf eine GroBe an: den Zeitreskalierungsfaktor 1/cy. 1/cy heifit auch
die “effektive PopulationsgroBe” (dieser Schar von Cannings-Modellen; fiir das Wright-
Fisher-Modell mit Populationsgrofie N gilt tatsiachlich 1/cy = N).

2. Die Bedingungen ¢y — 0 und dy/cy — 0 sind auch notwendig fiir die Konvergenz

von (R™"™ )10 gegen den Ki ~Koaleszent
/ey )20 egen den Kingman-Koaleszenten.

Dies ist zumindest intuitiv sehr plausibel: Wenn liminfy_ . dy/cy > 0 gilt, so gibt
es fiir ein etwaiges Limesobjekt eine nicht-verschwindende Wahrscheinlichkeit, in der Ge-
nealogie einer Stichprobe der Gréfle n = 3 eine Dreifachverschmelzung zu beobachten, was
fiir den Kingman-3-Koaleszenten unmoglich ist.

3. Wir beweisen die in Satz formulierte Konvergenz im Sinne der endlich-dimen-
sionalen Verteilungen; tatséchlich gilt auch Konvergenz in Verteilung auf dem Pfadraum

D([0,0),&,).

Beweis von Satz[L.8 Fixiere n. Gemifl Lemma miissen wir zeigen, dass fiir £, € &,
gilt
PN(E,n) = e + engeq + 0(cn) (1.7)

11



[da|&,| < oo ist dann der Fehler gleichméBig klein, d.h. wir zeigen, dass limy_, o maxe pee, |p(Nv”)(§, n)-
55,77 - ch§n|/cN =0 gllt]

Wir lassen im folgenden die oberen Indizes bei V,EN’T)
Vi.

Wir hatten in Lemma [1.5| gesehen: Wenn 7 aus || = a Klassen besteht, £ aus b= || =
by + -+ b, Klassen besteht und n aus £ durch Verschmelzen von a Gruppen von Klassen
in Gruppengrofien by, ..., b, entsteht (d h.n={C,....,C,} und (£ ={Cpp:1<a<a,l<

, etc. weg und schreiben knapper

B<b}m1tC’—UBIC’aﬁfuroz—1 ,a), so ist
pN (& n) =P(Jid, ..., i, € [N] paarw. versch : A(N)[ 1] =i, fiir ke Co,a=1,...,a)
N)al
w2
" (N []II i]

Wir schreiben (zur Abkiirzung)
N .
I; = A((Lj)[l], j=1,....,n.
Nach Konstruktion (vgl. Def. und Ann. sind Iy, Is,...,I, zufillige Ziige (ohne

Zuriicklegen, mit Beachtung der Reihenfolge) aus den von v beschriebenen Nachkom-
menszahlen, d.h.

. . 1 n-1
]P(Il =11,... ;In = Zn) = WE[ViI(ViQ - 1i2=i1)(yi3 - 1i3=i1 - 1i3=i2)"'(Vin — 421 11'”:1'2) .
Dann ist ¢y =P(I; = Iy) und dy =P(I; = I, = I3), d.h. n. Vor.
P(li=1=1
im D =B=1s) (1.8)

N—o0 P(Il :IQ)

Vorbemerkung:

[sz(Vl)]

denn wegen Austauschbarkeit ist

Uw]mmmmmmwwp&, (1.9)

(N -DE[nf(m)] = ;E[ij(m)] =E[(N =) f(n)] < NE[f(1n)].

Markov-Ungleichung und Voraussetzung liefern (fiir jedes € > 0)

1

P(v; >€eN) < [(Vl)gl] SN (N]E[(Vl)gl]) = e_go(cN/N). (1.10)

1
(eN)s,
Demnach

E[(Vl)Ql(VQ)Ql] EN]E[(Vl)QlVQ].(VQ < GN)] + NQEI:(Vl)Ql].(VQ > EN)]

< GN]E[(I/I)QWQ] + N3]E[V11(V2 > eN)]

() N N
? GNWE[(Vl)Ql] + Ngmp(l/g > 6N)7

12



Zusammen mit (1.10]) folgt (fiir jedes € > 0)

. E[(Vl)m(w)m] ) NP(v; > €eN)
lim sup <e+limsup ——= =g,
N—oo NE[(Vl)Qi] N—oo CN
also
= = N)q E
i T =l#l=1) (N)2y [(V1)2l(’/2)2l]‘ Nz _, (1.11)
N=oo P(II = IZ) N—oo (N)4¢ NE[(V1)2¢:|

Sel nun f = {0117012702, .. .,Ca}, n= {Cl, .. .,Oa} mit Cl = 011 @] 012. Es gllt (mlt
Lemma

pN(En) =P{L =Lyn{l,+#,m=3,...,a+1}n{[;#[,,3<{<m<a+1}),
(1.12)

also pVm) (¢ n) <P(I, = I), andererseits

pNm(En) > P(L=L)-P({li=hL}n{33<m<a+1:1,=1})
~P({li=L}n{33<l<m<a+1:1=1,+1}).

Beachte
P{L=L}n{33<m<a+1:1,=10}) < (a-1)P(L1=L=13)=0(P(]; = 1))

wegen (|1.8]) und beachte

P({li=L}n{33<l<m<a+1:1=1,#1})

IN

(“; 1)]?(11 =L+ Iy= 1)

o(P(L = 1))

mit (1.11]), d.h. p(V")(€,n) = e +o(ey) gilt in diesem Fall. [Analoge Rechnungen zeigen
p(N’n)(f,T]) =CN +O(CN), falls g = {Cl, ey Cj—la le, CjZ; Cj+1, ce ,Ca} und Cj = le UC]‘Q.]

Falls [¢] = b und 7" aus & durch Verschmelzung von drei oder mehr Klassen oder durch
Verschmelzung von mindestens zwei disjunkten Gruppen von Klassen entsteht, so ist

pNm (&) SIP’(EIj,k‘,E € [b] paarw. versch. : I; = I} = Ig)
+P(34,k,¢,m e [b] paarw. versch. : I; = I, Iy = I, I; # 1)

< (g)]P’(II =l =13)+ (2)1@(11 =L #1I3=1,)

also p(&,m') = o(cy) in diesem Fall.

Schliellich ist wegen Y p(N)(£,n) =1 und |&,| < oo
neén

p(€€) =1~ (|§|
d.h. (I7) gilt. O

13
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Beobachtung 1.10. 1. (Die Zeit bis zum jiingsten gemeinsamen Vorfahren) Aus der
Struktur der Sprungratenmatrix ((1.4)) folgt

R G R P G ) B CC I ) AR R S £

wobei die S, unabhéngige exponentialverteilte Zufallsvariablen mit Parameter (g) sind,
somit

(n) < “ 2 o 1 1
2(1-—
1= 2= 2 <2 )2
und 1=E[7P] <E[7™] < limy,-0o E[7{™] = 2.
Fiir ein Populationsmodell (aus der von uns betrachteten Schar) mit Populationsgro-

Be N bedeutet dies, das der jiingste gemeinsame Vorfahre der heute lebenden Population
im Mittel vor etwa 2/cy Generationen gelebt hat.

Weiter ist
(n)_n _nk_2_n 4 _n 1 1 1L
Var[r ]—’;Var[sk]—];(Q) _kz:;kz(k_l)z _];{4( (k - 1)2)+8( k:—l)}
=l ] 4 8 ol g 1 1
:{8k21ﬁ}—4+ﬁ+ﬁ—8:{8;5}—4(1—5)(3+ﬁ),
insbesondere

2
1= Var[Tl(2)] < Var[Tl(")] < lim Var[r; (M7 = s 5" 12 ~ 1.16.

n—oo

Der wesentliche Beitrag zur Gesamtvarianz kommt also von der letzten Verschmelzungs-
zeit SQ‘

2. (Teilstichproben-Konsistenz) Sei m, -1 : &, - &,-1 die Einschrinkung aller Aquiva—
lenzklassen auf [n - 1], so gilt

(Tfn,nfl(Rgn) ))t>0 (R(n 1))tzO'

Dies folgt aus der Form der Sprungraten oder auch aus der Tatsache, dass fiir die Approxi-
manten (wie in Satz nach Konstruktion Wn’n_l(R,(cN’")) = R,iN’”_l) (realisierungsweise)
gilt.

3. (Invarianz der Verteilung unter Permutation der Stichprobennummern) Fiir eine Per-
mutation o von [n] und & = {Cy,...,C,} €&, sei 0 (§) = {a(C4),...,0(C,)} die Aquiva-

lenzrelation, die man erhélt, indem man die Elemente der Blocke von £ geméafl o umnum-
meriert. Es gilt
(n) d (p(n)
(U(Rt ))tzo_(Rt )tzo'
Dies folgt aus der Symmetrie der Sprungraten oder auch aus der Tatsache, dass fiir die

g (an) 1
) keNo_(Rk )keNo gil.
[Man sagt auch, dass Rg”) eine austauschbare zufillige Aquivalenzrelation ist.|

Approximanten (wie in Satz nach Konstruktion (G(R,EN’”)))

14
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Zwei Realisierungen des Kingman-100-Koaleszenten (wobei die Blétter jeweils so sortiert
wurden, dass der Baum iiberschneidungsfrei zu zeichnen ist)

Bericht. Mit Beob. [1.10] 2. und Kolmogorovs Erweiterungssatz ist es moglich, den
Kingman-Koaleszenten (R;)»0 mit Stichprobengrofie n = oo als Markovprozess auf € :=
{Aquivalenzrelationen auf N} mit Startwert Ry = {{1},{2},...} zu definieren mit der

Eigenschaft (e, (R:)) Q(J(Rgn)))tzo fiir jedes n e N.

20
Beob. , 1. zeigt, dass E[Tl(w)] =2 < o0, d.h. auch eine ,,unendlich groie Stichprobe*
findet f.s. in endlicher Zeit ihren ersten gemeinsamen Vorfahren. Obwohl |Ry| = oo ist, gilt
|Ry| < oo fiir jedes t > 0 fast sicher. [Man sagt auch, dass der Kingman-Koaleszent ,aus
dem Unendlichen herabsteigt. ]
Sei fi("), t=n,n-1,...,1 der Zustand des n-Koaleszenten zum ersten Zeitpunkt, zu
dem i Klassen existieren, d.h. £ = RS(?L) (mit 7™ = inf{t > 0: |R™| < i} wie oben).

.....

Markovkette.]

Proposition 1.11. Fir¢ € &, miti Klassen der Groflen A1, ..., N\ € N (mit \y+---+X\; =n)
gilt

P(E™ =€) = cpw(€)  mit w(€) =M\, = it (n-)la-Dt

!l (n-1)! (1.13)

Beispiel. Betrachte n =9, i = 3, es ist cg3 = 3182 = 1/1693 440.
Ai | 3-3-3]4-3-2 522441531621 | 7-1-1
w | 216 | 288 | 480 | 576 | 720 | 1440 | 5040

Wir sehen: die Verteilung hat mehr Gewicht auf , unbalanzierten Aufteilungen.“

Beweis von Prop. [1.71] Riickwértsinduktion iiber i: Fiir ¢ = n gilt ]P(@S”) ={{1},...,{n}}) =
Imit Ay ==X, =1, und ¢,,, =w(1,...,1) = 1.

15



1—>1-1: Es ist

1 falls n aus ¢ durch Verschmelzung eines Paars von
P(fff‘f _ 77|f¢(n) =€) = (;) Klassen entsteht,

0, sonst.

Sein €&, |n| =i-1, KlassengroBen Ay, ..., Ai_1.

P(e™ - _ p(el _
(&5 =n) (Z o) 5;,7 &"=¢)
2 i-1 -1 1 5\( . ) ) ~ )
= — nz)\ e Iml () — B . |>\1— I
Z(l_l)lem—12(m)c’ ! g1m( U m) +1 1
Cni i1 A1 i-1 X

_ G SV () = D SR

i(i—-1) /=1 m=1

- M( —(i-1)) = cnim1w(n)

Fiir das 2. Gleichheitszeichen verwenden wir die Induktionsannahme und zerlegen geméfs
der ,aufgespaltenen® Klasse: die /-te Klasse hat A\, Elemente, zerlege in 2 Teilmengen d.

GroBen m und A, — m, es gibt %(’;\rf) mogliche Wahlen; der Faktor % entsteht, weil die

Klassen in n als ungeordnet aufgefasst werden. O]

Korollar 1.12. 1. Sei o eine uniform verteilte Permutation von {1,...,i}, u.a. von £,
|C’l(")(2)| mit 5(") {C’Z(T),.. C’( )} Dann ist
(M, ..., M,;) uniform verteilt auf {(ml, coomy) eNPr g 4+ my = n}
2. Sei & = {A1,..., A1} € & mit |A;] = N\ Z(f(n)|§(n) = §) kann folgendermafen

beschrieben werden:

e wihle A; mit Wkeit >
1}

e spalte A; uniform in zwei Teile der Gréfien k und A\; - k.

(je{l,...,i-1}), dann wihle k uniform aus {1,...,\; -

n— z+1

Bemerkung. Fiir ¢ = 2 zeigt Kor. die ,,uniforme Aufspaltung® der Stichprobe in
zwei dlteste Familien.

Beweis von Kor.[L.14. 1. Seien my,...,m; mit m;+---+m; =n gegeben Nach Prop. [1.1]]

hat jede Realisierung des (zufillig) geordneten Vektors (CZ(Z)(U? . ZU(Z)) die mit den

geforderten Gréflen m; vertraglich ist, die W’keit %cmml‘ -my;!, somit

n 1
P((M,,..., M) (ml,...,mi))=(m1 m‘)ﬁcn,imw-mi!

(n-i)lG-1)! 1
CE )
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denn es gibt (m1 " ml) Partitionen, die bezgl. der Gréfle der Klassen in Frage kommen,
jede hat n. Prop. dieselbe Wkeit ¢, ;mq!---m;!,
die W’keit, dass zuf. Perm. o geg. Ordnung liefert, ergibt nochmals einen Faktor Zl,
(Beachte auch #{{(mi,...,m;) € Niimy + - +m; = n}} = ("7]): n Kugeln in ¢ (num-
merierte) Schachteln legen, so dass keine Schachtel leer ist: n — 1 mogl. Plétze fiir i — 1
“Trennwénde”.)

2. € entstehe aus 7 durch Aufteilen von A; in 2 Teile der Groflen k& und A; - k.

_PEN =g =P = ¢)

P& = €167 =) =

(&) = n)
_ écnvi)\ll"'Aj—I!k!(Aj - k)!A]+l' Az_ll _ i Z(2 _ )
Cn,i—1>‘1!'"Aj—l!/\j!>\j+1!"')\i—1! ( ) -1+1 (
-1 1 1

n-i+1 A-1 (%)

(nA z+11A Wahl von Aj; = Wahl von £; 2( 1 )" Wahl der Zerlegung von A; — beachte:
Faktor 2, da die Klassen ungeordnet angegeben werden) O]

Korollar 1.13. Betrachte eine Teilstichprobe der Grdisse n in einem Kingman-m-Koaleszenten,
mit m > n. Dann erfillt die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses E,, ., dass der jiingste
gemeinsame Vorfahre (jgV) der n-Stichprobe mit der Wurzel des m-Koaleszenten iber-
emnstimmt,

-1

Beweis. Wir betrachten fén), die erste Aufspaltung des Koaleszenten von der Wurzel aus
betrachtet. Diese resultiert in einer Aufspaltung der trivialen Partition {{1,...,m}} in
eine Aquivalenzrelation mit genau zwei Klassen der Grossen m— X und X, wobei X nach
Kor. [1.12 _ 2 auf [m — 1] uniform verteilt ist. Falls der jgV der n- Stlchprobe nicht mit der
Wurzel uberelnstlmmt so miissen die Ahnenlinien aller n Individuen der Stichprobe alle
entweder in dem Block der Grosse m — X oder in dem Block der Grésse X liegen.
(m =Xy und das zweite (X)m.

(m)ny (m)n,

Das erste Ereignis hat Wahrscheinlichkeit
Wir erhalten

P(Emn,) =1~ IPD((Emn,)c) =1- 7:2__;1 [(TZ;)IZM + ((Z))jl]P(X =k)

— 1- (w +(1-2)")dx
1 1 2
— 1 _ n+1 1 n+1 1 - 1 _
[n+1x ]0 [n+1( 2" )] n+1
fiir m — oo durch Konvergenz der Riemann-Summe gegen das Riemann-Integral. O]
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Lemma 1.14. Seien X1, Xo, ..., X, unabhdingig, X; sei exponentialverteilt mit Parameter
A und Ay <Xy <---< \,. Dann hat X = Xq +---+ X,, die Dichte

Fx() = ifﬂ' exp(-Mt) ]

7
k=1,k+j Ak = )‘j

insbesondere ist (mit a; = [Tj_y g /\I:\fg\y)
P(X >t) =) ajexp(-Ajt), t>0.
j=1

Beweisskizze. Die Formel fiir die Dichte kann man beispielsweise per Induktion durch suk-
zessive Faltung mit der Exponentialdichte beweisen, fiir den Induktionsschritt beachten
wir

fot 2 exp( -\ S) H )\k_)\. X )‘neXp(—)\n(t—S))ds

j=1 k=1,k=j
n-1 n-1 A e~Ait — g=Ant
=S AN, k f Cn=2)s ds = 3° AN, .
jz:; ’ k—ll—,£¢j Ak — >‘j Z k RL] )‘k )\ An = >‘j
n—-1 n /\ n—1 )\ n—-1 )\
— e Ajt k _ /\ne—)\nt J k
j=1 ’ k=1,k+j Ak = )‘j j=1 An = )‘j k:g¢] Ak = )‘J

Dann verwenden wir die Identitat

ERY )
j; An = A k:ll_,le A=) M A

die (man dividiere beide Seiten durch AjAs---\,,_1 und sortiere Terme) dquivalent ist zu

> 11 5

J=1k=1kzj "'k

v (1.14)

Sei £5(x) = TTh-1 gy i—_—’\)\’“k (das j-te Lagrange-Polynom zu Ay, ..., \,), {1(x)+lo(x)+---+£,(x)
ist ein Polynom in z vom Grad n — 1, das (mindestens) an den n verschiedenen Stellen
Aty. .o A den Wert 1 annimmt (denn £;(\;) = dj;), daher gilt ¢1(z) + la(x) +--+ £, (x) = 1.
Die linke Seite von ist (—1)"! mal der Koeffizient von 2! in diesem Polynom.

Alternativ beachte man, dass fiir ¢ € R ist E[e®Xi] = I ei@/\je_’\jx dr = Li(’ also

; Aj . .. oo s Aj
B[] = j-1 Xj-iC zc = ¢1(() gilt, wihrend fj el Yj-1ajAje N® d = 21 ;] i = p2(2)
und es ist w2 = 1 (p2 ist die Partialbruchzerlegungs-Darstellung von ¢1), denn beide sind

meromorph auf C mit jeweils einfachen Polen bei ¢ = —i\i, ..., —iAund limy,,q 1/2(2) = 0,

e1(2) _ Ak :
lim,_,_ —i\; Xj—iz J Hk LE#j Xp=X; )\ hmz_’_i)‘j Aj—iz’

Die Formel fiir den Verteilungsschwanz von X ergibt sich durch entsprechendes Inte-
grieren der Dichte. O



1.1.1 Beispiel: Die Beobachtungen von Dorit et al, 1995

Robert L. Dorit, Hiroshi Akashi und Walter Gilbert berichten in Absence of Polymor-
phism at the ZFY Locus on the Human Y Chromosome, Science 268, 1183-1185 (1995)
die Ergebnisse einer genetischen Studie:

o Weltweitd Stichprobe von 38 Ménnern (homo sapiens)

e Ein 729 Basenpaare langes, nicht-kodierendes Stiick des Y-Chromosoms (das 3. In-
tron des ZFY-Gens) wurde fiir jede Stichprobe sequenziert

e Es wurden keinerlei Mutationen gefunden: Alle 38 Stichproben identisch

e Inter-spezies-Vergleich mit Schimpanse, Gorilla, Orang-Utan (und Pavian als “out-
group”) zeigt, dass am betrachteten Lokus Mutationen vorkommen kénnen

e Molekulare Uhr-Annahme und auf Fossilien beruhende Annahmen iiber die Zeit seit
der Aufspaltung von der Vorfahren von Mensch und Schimpanse bzw. Orang-Utan
ergeben geschitzte Rate von (fixierten) Mutationen

1,35 x 1073 Mutationen pro Basenpaar pro Million Jahre

Was koénnen wir angesichts dieser Beobachtungen iiber die Zeit bis zum jiingsten gemein-
samen Vorfahren der gezogenen 38 Y-Chromosomen (und damit implizit auch iiber den jgV
aller heute lebenden Ménner) sagen?

Wir verwenden den Kingman-Koaleszenten als Modell der Genealogie.

A-priori-Verteilung Ohne Beriicksichtigung der Beobachtungen wiirden wir anneh-
men, dass

d
Tigv = Ssg + Sz7+ -+ 59

wo Tipy die Zeit (in Koaleszenten-Zeiteinheiten) bis zum jiingsten gemeinsamen Vorfahren
der 38 gezogenen Ménner, die S, unabhéngig mit Sy ~ Exp((’;))7

1 Koaleszenten-Zeiteinheit = N.g x g Jahre

mit Neg... effektive Populationsgrofie (fiir Ménner), g... Generationslidnge (in Jahren),
also

38
a-priori-Verteilung: 2 (Tigv) = » Exp((g)), d.h. mit Lemma |1.14]ist die Dichte
k=2

=35 () -0 11 2

1=2 J=2,5#1 2

Loc. cit., S. 1184: “Human DNA samples were obtained from male volunteers who donated hair follicle samples or from cell lines provided
by L. L. Cavalli-Sforza and K. K. Kidd. Geographic origins were determined by interview. Whenever possible, geographic origins of parents
and grandparents were also ascertained. The samples are grouped by continent of origin, and the number of individuals is given in parentheses.
Africa: Nigeria* (1), Ivory Coast (1), Tanzania (1), Southern Africa (2), Algeria (1), Central African Republic* (2), African American (2);
Americas: Mexico (2), Guatemala (1), Peru* (1), Argentina (1), Native American (2); Asia: China* (2), Korea (1), Japan* (2), Taiwan (2),
Indonesia (1), India (1); Europe/Middle East: Ireland* (1), Belgium (1), Italy* (1), Spain (1), Russia* (2), Poland* (1), Saudi Arabia* (1),
Turkey (1); South Pacific: Melanesia (1), New Guinea* (1), Australia* (1). (*) Indicates samples where the 3’-most zinc-finger exon was also
sequenced.”
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und

E[T; ]—%L—z(l—%—ﬂﬂgu
BT S k(-1 TV ™ 19 T

5%-Quantil von Tigv: qo05 = 0,744, 95%-Quantil: g5 = 4,041.

Mit Annahmen N = 5.000, g = 20 Jahre iibersetzt sich dies zu MW = 195.000 Jahre,
o,05 = 74.000 Jahre, gg 5 = 404.000 Jahre.

Dichte von Ty (Koal.-Zeiteinh.) Dichte von Ty (Realzeit)
[(e)
© o
S ] o ]
©
0
9 _ _
(o)
< o
c ] o ]
2 g <
s o | s
a o a
o
N [ ? | 1
© 1 [} 1
[} N [}
< ! _ 1
o 1 1
[} 8 [}
o 1 1 T 1 1
° 4 T T T T 8 T T T T T T
0 1 2 3 4 5 0e+00 2e+05 4e+05
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A-posteriori-Verteilung Sei Sj die Lange des Zeitintervalls (in Koaleszenten-Zeiteinheiten)
wéhrend dessen die Genealogie der Stichprobe aus k£ Linien bestand, M, die Anzahl Mu-
tationen, die wihrend dieses Intervalls in der Genealogie auftreten.

Gegeben
6
Sy =t ist M), Poisson-verteilt mit Parameter tkﬁ, d.h. (1.15)

9, (tk3)"
P(Mk=m|5k=t)=exp(_tk§)( Tr;)

wobei 0 =2Negxgxp

mit Neg effektive Populationsgrofle, g Generationslédnge (in Jahren), p Mutationsrate
der betrachteten Region im Genom (pro Jahr) (und gegeben S,...,S, sind Ma,..., M,
unabhéingig).

Eine heuristische Begriindung fiir ist folgende (wir werden dies im weiteren Ver-
lauf der Vorlesung noch genauer betrachten): Angesichts Satz entsprechen t Koaleszen-
ten-Zeiteinheiten im Populationsmodell mit Populationsgroe N etwa t/cy Generationen
und somit etwa tg/cy = tgNeg Jahren. Wenn wir annehmen, dass pro Jahr (unabhéngig
von allem anderen) eine Mutation mit der (sehr kleinen) Wahrscheinlichkeit p auftritt, so
ist die Verteilung der Anzahl Mutationen, die wir auf einem Stiick der Genealogie dieser

Lénge sehen,
Bin(tgNeg, i) » Poi(tgNegpe) = Poi(t6/2).
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Da gegeben Sy =t der Teil der Genealogie, wahrenddessen k Linien existieren, aus k
Stiicken von je t Koaleszenten-Zeiteinheiten besteht, ist

P(My =m|Sy =t) = Poi(t0/2) * -+ x Poi(t0/2) = Poi(tk§/2).

k mal

(Die Normierung des Mutationsparameters als /2 hat historische Griinde und sorgt auch
dafiir, dass manche Formeln ,schéner* aussehen.)

Frage: Wie ist Ssg + --- + S5 verteilt, gegeben dass Msg + -+ My = 07 Sy ~ Exp((g))7
L(My | Sk, =t) = Poi(tkf/2), dann ist

P(M;, =m) = f ( )exp (2)t)e—tk9/2w dt

m!
k6/2)m k-1 N
()( & f mep )+k9/2)t)dt=k:—1+0(k:—1+9>’

(wir substituieren u = ((g) +k0/2)t und nutzen [~ume*du = I'(m+1) = m!) d.h.
ZL(My) = Geom(k T +‘9) — man konnte dies alternativ auch iiber ein ,konkurrierende
Raten“-Argument einsehen. Weiter ist damit

P(Sy <t| My =0) = *=1+0 Ot (k) exp (= (£)s)e 02 s,

k-1 2
k(k-1+0)
2(Se| M = 0) = Bxp( M)
Bedingt auf My =--- = M35 =0 sind Sy, ..., S5 (weiterhin) unabhéngig.

Demnach: Verteilung der Zeit bis zum jiingsten gemeinsamen Vorfahren (in Koaleszenten-
Zeiteinheiten), bedingt auf M := My + --- + M3g = 0 ist

d
Tigv|(ar—oy = Sag + S7 + -+ Sy

38
mit S) wa., S ~ Exp(®ED) dh. Z(Tev|M = 0) =« Exp(25*2). Die Dichte
k=2

von £ (Tigv | M =0) (and damit auch den Erwartungswert und die Verteilungsfunktion)
konnen wir wiederum mit Lemma bestimmen.

Wir fixieren g = 20a, =729 x1,35-10%a7! = 0,98-107%a"! (aus Dorit et al (1995), diese
Werte waren auch in der Literatur unstrittig), so héngt die bedingte Verteilung von Tigv
(und nicht nur ihre ,, Ubersetzung in Realzeit“) vom Parameter Neg ab.

Negr EW 40,05 q0,95
2.500 91.519 | 35.851 187.369
5.000 || 173.007 | 69.263 349.909
10.000 || 313.234 | 130.095 | 620.279
20.000 || 532.785 | 233.853 | 1.020.819
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Dichte von Tj,v (Realzeit)
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Wir sehen insbesondere: Die Verteilung von Tijgy héngt in nicht-linearer Weise von Neg
ab.

Literaturbericht Die urspriingliche Studie erschien in Robert L. Dorit, Hiroshi Aka-
shi und Walter Gilbert, Absence of Polymorphism at the ZFY Locus on the Human Y
Chromosome, Science 268, 1183-1185 (1995), siehe auch die Diskussionsbeitrége (“tech-
nical comments”) dazu in Science 272, 1356-1362 (1996) von Y.-X. Fu und W.-H. Li,
von P. Donnelly, S. Tavaré, D.J. Balding und R.C. Griffiths, von G. Weiss und A. von
Haeseler und von J. Rogers, P.B. Samollow und A.G. Comuzzie, die insbesondere eine et-
was unprézise Anwendung der Koaleszenten-Theorie von Dorit et al korrigierten. Unsere
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Darstellung fufit in weiten Teilen auf Kapitel 8.1 in J. Wakeley, Coalescent Theory: An
Introduction, Roberts & Company, 2008.

1.2 Vorwirtsdynamik der Typenverteilung und Wright-
Fisher-Diffusion

Wir betrachten in diesem Kapitel Modelle, die das Phdnomen der ,genetischen Drift*
(auch ,,Gendrift“ genannt), die Tatsache, dass die genetische Zusammensetzung einer
endlichen Population sich im Lauf der Zeit aufgrund von Zufélligkeit in den Nachkom-
menszahlen #ndertf], beschreiben.

Beobachtung 1.15. Nehmen wir an, dass es in der Population verschiedene geneti-
sche Typen aus einer Menge E moglicher Typen (oder ,Allele*) gibt, sagen wir F =
{1,2,...,d}.
N N N N
Wir hatten in Beob. den Typenvektor ( # )) ((tf,l), - 7(,N) )r>0 (t( ) ist der
Typ von Individuum 7 in Generatlon r) betrachtet, er ist rekursiv gegeben durch

t(N) Z t 1k Laon_ o €E, i€[N] r>m.

Wir kénnen daraus den Typenzahlprozess X, (N) = = (Xp (N))ee E, I > 1o ablesen:
X = Z 1 (1

gibt an, wieviele Individuen in der r-ten Generation den Typ e € E besitzen.

(XY, en, st eine Markovkette, mit Def. [1.2lund Ann. 1.4 (die ,, Indexnummern® der
Kinder werden rein zufillig vergeben, wir konnen daher fiir die Verteilung o.E. annehmen,
dass gegeben (Xr(1 ), e ,ng)) = (z1,...,2q) in Generation r die Individuen 1, ...,z den

Typ 1, die Individuen x; +1,..., 21 + 22 den Typ 2, etc. besitzen) gilt

g((x(m XM x ) )|(X(N> ...,Xﬁ,]j)):(xl,...,xd))

r+1,1 r+1,d r,1l >
(). (N.r) T
e r r
-2(( LA VY L RO S ))
11=1 12= Z‘1+1 id=x1+~-~+xd_1+1

Wir betrachten im Folgenden Nachkommenszahlvektoren von Cannings-Modellen v(¥)
wie in Def. [I.1] bzw. Def. |1.2| mit (nur) 2 verschiedene Typen (sagen wir F = {0,1} und

Xy
Xt+1 :ZV§N7t), teN
i=1

6Sewall Wright [W31, p. 106] schreibt: “Merely by chance one or the other of the allelomorphs may
be expected to increase its frequency in a given generation and in time the proportions may drift a long
way from the original values.”
(Gewissermaflen ist die Tatsache, dass wir in den Genealogien von Stichproben Verschmelzungen be-
obachten — wie im vorigen Kapitel — ebenfalls ein Ausdruck der genetischen Drift, man sieht das
Phénomen aber expliziter, wenn man die Dynamik der Typenverteilung in der ,,Vorwartsrichtung® be-
trachtet.)
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(mit einem Startwert Xy € {0,1,..., N}). Wir interpretieren
X; = Anz. Typ-1-Individuen in Generation ¢.

Definition 1.16. Diese Markovkette nennen wir den Typenanzahlprozess im 2-Typ
Cannings-Modell mit Nachkommensvektor(-verteilung) & (v(\)).

Erinnerung. Im WF-Modell (s. Bsp. und Diskussion nach Beob. hatten wir

gesehen:

PO =y X = 0) = ()5 0- 1)

y/ N N
Beispiel 1.17 (Moran-Modell (Skelettkette)). Im sog. Moran-Modell (mit Populations-
grofie N) ist die Verteilung des Nachkommensvektors v = (vq,...,vy) die einer rein

zufillig gewahlten Permutation von

(2,0,1,1,...,1),
—_—————
(N-2)-mal

d.h. ein zufillig gewihltes Individuum hat 2 Nachkommen, ein anderes, zufillig gewéhltes
Individuum hat 0 Nachkommen und alle anderen genau einen (man kann dies auch so

interpretieren, dass ein Individuum einen Nachkommen hat, ein anderes stirbt und alle
tibrigen weiterleben).

(N -x)

]:P)(Xt+1_xi]-|Xt J])_N(N_l),

ze{l,2,....,N-1}

(ndP(Xy1 =0| X, =0) =P(Xpp1 = N| X, = N) =1, P(Xuy = 3| X, = x) = Zer NV on)(Noe-l)

N(N-1)
und dy = 0, insbesondere sind die

Es ist (in der Notation von Satz|L.8) cy =
ullt

2
NN-T)
Voraussetzungen von Satz [[.8 hier erfa

Beobachtung 1.18. Es gilt (mit Austauschbarkeit von v(N))

E[ Xy | X, = 2] = xIE ]

> E[p MM = aB[()2] + (2 - DE[ V).

E[ X2, | X, =]

2,7=1
Es ist
]E[VI(N)VQ(N)] E[ 1(N) (N)] - E[ (V) (N)] (N -1)"'E[v (N)(VéN)_’__“_i_V](VN))]
=(N-1)° IEW)(N — ™)) = NJ(N =1) = (N - 1)"E[(v{)?]
=1- (N =1)"E["™ (1" - 1)]
(d.h.
Cor[v™, 1) =~ B 04 - 1)) = e

mit cy aus (|1.5), wegen qu) 4+t VJ(VN) N ist Cov[y, (N) (N)] <0).
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Fiir die Varianz ergibt sich:
Var[ X1 ‘Xt = x] = xE[(VYV))Q] +a(x - 1)E[V§N)V2(N)] — 22
1
2BV (Y - D] vz + (22 - ) (1- mE[qu)(ny) -1)]) -2

2 -z M (V) _
)

:]E[ny)(ny) —1)](x N1

Die erwartete Stichprobenheterozygotie
X X
E[Qﬁ(l - W)]
ist die Wahrscheinlichkeit, in einer zufélligen Stichprobe der Grofie zwei (mit Zuriicklegen)

zwei unterschiedliche genetischen Typen vorzufinden.

Lemma 1.19. Fir die erwartete Stichprobenheterozygotie gilt

X Xy Xi-1

E[25(1- 5F)] = (1-em)E[2

Beweis. Nach Beob. [[L18] ist

Xo

(1- in;l)] == (1- cN)t]E[2%(1 - W)]'

E[Xt+1(N - Xt+1) ‘Xt = :L‘] =Nz —Var[Xt+1 |Xt — ZE] 2
=x(N-z)-cyz(N-z)=(1-cy)z(N -x)

und somit E[ X1 (N - X;11)] = ]E[E[Xt+1(N ~ Xi1) |Xt]] - (1-en)E[X,(N-X))]. O

Sei
Thx :=inf{t e Ny : X; =0 oder X; = N}

die Zeit, in Generationen gemessen, bis einer der beiden Typen in der Population fixiert
(und der andere demnach verschwunden) ist.
Bemerkung. Sofern

Var[{™] > 0
gilt, was wir stets annehmen, damit die Typenentwicklung nicht-trivial ist (aus Var[VfN)] =
0 folgt I/Z.(N) =1), ist

Tﬁx <oo fs.

Man kann dies mit einem Markovketten-Argument leicht einsehen: Die Kette (X)) hat nur

0 und N als absorbierende Zusténde und fir jedes z € {1,2,..., N-1} gilt P,(Xy =0) >0
(das Ereignis {V§N)+~--+V£N) < z} hat positive Wahrscheinlichkeit). Wir kénnten natiirlich
auch analog argumentieren, dass P,(Xy = N) > 0 gilt.

Alternativ konnen wir beobachten, dass

t—1
M, = X2 —cn Y Xo(N - X))

s=0

ein Martingal ist (Beob. zeigt E[X752+1_Xt2 ‘Xt] = ey X (N-X;)). Als nach oben (durch
N?) beschrénktes Martingal konvergiert M;, andererseits ist {Thy = o0} ¢ {M; - —oo}.
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Lemma 1.20. Es gilt P,(Xr,_ = N) = %

Beweis. Nach Beob. [[L18 ist
N
Zny(Xl =y)=xz firjedesx€{0,1,...,N}
y=0

sei f(z) =P, (Xr,, = N), Zerlegung nach dem ersten Schritt fiir die Markovkette (X} )01
zeigt

gooe

f(z) = ZIP’(Xl_ Vf(y), xe{l,2,...,N-1}

und fiir die Randwerte gilt (offenbar) f(0) = 0, f(N) = 1. Nach obigem l6st auch f(z) = &
dieses Gleichungssystem mit denselben Randwerten, wegen der Eindeutigkeit der Losung
(verwende etwa ein Randminimumprinzip, z.B. [KI, Satz 19.6]) gilt f(z) = &

Alternativ: Obiges bedeutet
E[Xt+1 | L%(N)] =Xy

(mit 9}(]\7) = 0(X,s <t), nach Beob. zusammen mit der Markov-Eigenschaft), d.h.
X = (X¢)t=0.1.... ist ein (beschrinktes) Martingal, 0 und N sind absorbierende Zustéinde
fiir X. Also gilt (mit dem optional sampling-Satz)

€T = Ez[XO] = E;v[XTﬁx] = N'Px(XTﬁX = N) +0 ']P):L‘(XTF,X = 0)

]

Bemerkung. Dasselbe Argument funktioniert bei allgemeinem Typenraum: Die Wahr-
scheinlichkeitkeit, dass ein gewisser Typ fixiert, ist gleich seiner Anfangsfrequenz. Dazu
vergrobern wir die Typenmenge in ,,Fokaltyp“ und Rest, dann haben wir es wieder mit
einer 2 Typ-Situation zu tun.

Beobachtung 1.21. Fiir das 2-Typ (zeitdiskrete) Moran-Modell gilt fiir

lim —]EkN [Th]
N=eo N2H(p)

sofern kn/N - pe (0,1), wo H(p) = —plog(p) - (1 -p)log(1l-p).

Beweis. fy(k) = Egx[Thy] 16st (Zerlegung nach dem ersten Schritt):

-1 (1.16)

k(N - k)
N(N-1)

k(N — k)
N(N-1)

k(k-1)+ (N -k)(N-k-1)

fN(k):l N(N—l)

~iv Nk )+ S v (k- 1) +

S (k)

fir k=2,3,..., N -1 mit Randwerten fx(0) = fx(/N) =0 oder dquivalent

k(N - k)
N(N-1)

k(N - k)

(fn(k+1) - fn(k)) = N(V-1)

(fn(k) = fx(k=1)) -
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Somit erfiillt gy := fx(k+1) - fy(k) [wir unterdriicken die N-Abhéngigkeit von gy, in
der Notation]

N(N-1) N-1

=Qp1—-————=(p1 — ——— — k=1,2,.... N-1
9k = Gk-1 /{Z(N—l{?) gk-1 L ) 9

N -1
N-k’

d.h.

k11
gk=go—(N—1)jZ;(;+N_j)=go—(N—l)(HkJrHN_l—HN_k_l), k=12 . N-1

WO
1 1 1
H,, ::1+—+---+—:log(m)+fy+0(—)

2 m m

die m-te harmonische Zahl|ist (und wir setzen Hy :=0).
Folglich

fN(k) f0+zg] 90+Zgg—k’go—(N 1 Z(Hj+HN—1_HN—j—1)
_0 Jj=1 j=1

und wegen fy(N) =0 ist also

N-1) N-1
W=Dy

Hy1=(N-1)Hn-
N N N-1=( YHN-1

do =

und
k-1

fau(k) = (N=1)Hy_ - (N -1) z; (H; - Hy 1)

Fiir k = ky mit ky/N — pe (0,1) ergibt sich

Fu(kn) = (N - 1) lep log(z) — log(N - ) dz + O(N log N)
- N lep log(z) — log(N - z) dz + O(N log N)
= ~N[zlog(x) + (N - 2)log(N - x)]ivp +O(Nlog N)
= ~N(Nplog(Np) + (N = Np)log(N - Np) - Nlog N} + O(N log N)
= N*(-plog(p) - (1-p)log(1-p)) + O(Nlog N).

]

"Fiir die explizite Asymptotik siehe z.B. M. Abramowitz und LA. Stegun, Handbook of mathema-
tical functions, Dover publications, 9. Aufl., 1970, 6.3.18 beachte 1 (z) = I'(2)/T'(2) (:d%log(f‘(z)),
die Digamma-Funktion, erfiillt 1)(n) +~v = X721 k' nach 6.3. 2) fiir em Argument ,,von Hand“ beachte

(vgl. z.B. Heuser, Lehrbuch der Analysis 1, Aufg. 88.5) d,, == Y it k flm Ldy erfiillt d,,, > 0 (Inte-
m+1 m 1
gralvergleich) und d,, — dpy1 = m1+1 + [0 Tl Sdv = [ * ;’(L:nlﬂx) dx € (0, m(m+1)) d.h. dm Ny (die

Euler-Mascheroni-Konstante) und d,,, —y < Ze_m(dg de-1) <C[m]
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Die Zerlegung nach dem ersten Schritt wie im Beweis von Beob. gilt auch allgemein.
Sei X; der Typenanzahlprozess in einem 2-Typ Cannings-Modell wie in Def. mit
Nachkommensvektor .Z(v(V)). Stets ist

N
Ep[Thx] =1+ 3 Pi( X1 = ) B[ T
=0
(dies verwendet nur die Markoveigenschaft). Allerdings ist das resultierende lineare Glei-
chungssystem in N —1 Unbekannten i.A. nicht explizit 16sbar (das Moran-Modell hat hier
eine besonders angenehme Struktur mit einer Koeffizientenmatrix in Tridiagonalform;

beispielsweise fiir das Wright-Fisher-Modell ist die Koeffizientenmatrix voll besetzt).
Ein prinzipiell gangbarer Weg liegt in der Heuristik, dass E[Tg,] fiir grofies N in

sgeniigend glatter® Weise von p := % abhéngen sollte, und dann eine Taylorenwicklung

von E,n[Tsx] als Funktion von p anzusetzen.

Satz 1.22 (*). Betrachte eine Schar von (Typenhdufigkeitsprozessen von) Cannings-
Modellen, mit der Populationsgréfie N parametrisiert. Falls

Var[\] = 62 € (0, 00)
und

sup E[(yl(N) )] < 00
N

(N)
gilt (dies impliziert cy = Vai\[,y_ll I 0?|/N und dy = O(1/N?), d.h. insbesondere auch sind

die Voraussetzungen von Satz erfillt), so ist

. Eyp [Thix ]
1 N LuRd
N N2 H (p)

mit H (p) = —plog(p) - (1 - p)log(1-p).

Beweisskizze/-heuristik. Zerlegung nach dem ersten Schritt zeigt

-1 (1.17)

N
E,[Tax] =1+ Y Po(X1 =y)Ey[Ths], x=1,2,...,N-1
y=0
(mit Randwerten Eo[Thy] = En[Thx] = 0).
Nehmen wir an, es gibt eine geniigend glatte Funktion f:[0,1] - R, mit
x

J(5) = EelTis)

so gilt (Taylor-Entwicklung von f um )

F(5) =1+ 205 =) ()
=1 LR =) [T(5) + (57 () + 5 () 7 () - )
=1+ f(%) + %f’(%)EI[Xl -]+ %% ”(%)Varx[Xl -z]+ R(N,x)
=1+ () + %V“NT;‘”)J‘"(%) + R(N, z)
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mit Restterm

ROV,2) = B (X0 = ) () (¢

y=0

)

2

(C(%, %) ist eine Zahl zwischen + und ¥).

Nun ist
B0 =) = (T 1))

und die Voraussetzung dy/cy — 0 impliziert, dass (geeignet skalierte) dritte Momente
gegeniiber der Varianz cy vernachléssigt werden kénnen, d.h. die Annahme

R(N,x) =o0(cn)

ist zumindest plausibel.
Schreibe % = p, also erfiillt f néherungsweise

2 1

f%p%*jggaj;?

O<p<l1 (1.18)

mit den Randbedingungen f(0) = f(1) = 0. Man sieht nun leicht, dass eine explizite
Losung von ((1.18)) fiir p € (0,1) ndherungsweise gegeben ist durch

) - %(plog@) +(1-p)log(1-p)),

denn
/ 2 2
f'(p) = —(log(p) + 1 -log(1 - p) - 1) = ——(log(p) - log(1 - p)),
CN CN
und 2 2.1 1
"p)=(-—( —log(1 - R :
7"(0) = (= —(log(p) ~log(1=p))) == —(_+ 1)
Unten arbeiten wir diese Heuristik zu einem vollstdndigen Beweis aus. O

Der Satz zeigt insbesondere, dass fir Xy = N /2 die erwartete Zeit bis zur Absorption
von entweder a oder A gegeben ist durch

2 (1/210g(1/2) + 1/210g(1/2)) = 21‘?(2) ~1.39. N

En /o[ Thx] R
N

Generationen.
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Abbildung 1.1: Anteilsprozess des Wright-Fisher-Modells im 2 Typ-Fall (eine Realisierung
fiir N =100)
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\

Generation r

1.2.1 Die (neutrale 2 Typ-)Wright-Fisher-Diffusion*

Sei X = XM = (XM, ., der Typenzéihlprozess in einem 2-Typ Cannings-Modell mit
Nachkommensvektor(-verteilung) Z(v(N)) (vgl. Def. [1.16). Fiir groBes N liegt es nahe,
anstelle der absoluten Zahlen des Anteil von Typ 1 zu betrachten, angesichts Lemma [1.19
sollte die ,relevante® Zeitskala 1/cy (mit cy = E[qu)(ny) -D]/(N-1) = Var[yl(N)]/(N—
1)) sein. Wir betrachten daher

z™ = x50 N, 20, (1.19)
Der stochastische Prozess Z(V) = (Z")),,0 hat (fiir jedes N e N) Werte in [0,1], die

Pfade sind zwar nicht stetig, aber fiir groes N sind die Spriinge typischerweise sehr
klein, ndmlich O(1/N).

Beobachtung 1.23. Beob. liefert fiir z € +-Zn [0,1]

E[Z(N) ‘Z(N) — ]=Z,

t+cn
Var[ 2, | 20 = 2] = E[(27), - 2)| 28 = 2] = enx(1 - 2)

Wir werden sehen: Unter den Bedingungen von Satz (ndmlich ey — 0, dy /ey = 0
mit dy = WE[VfN)(VfN) 1) (vy (V) _ )] fiir die Genealogien betrachtet ist cy die
Paar-, dy die Tripelverschmelzungsw'keit, vgl. (L.5), (L.6)) ist

[\Z(N) 2t ZM = z] = o(cn)

t+en
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(sieche Lemma unten), somit ist fir f € C?([0,1]) und zy € +Zn[0,1]

LE[F(280) - F(an) | 28 = 0]

- B2 = 0] 2 =) (F(0) - F o))

EN welzn[0,1]

Ly B —w|z™) = 2y)

c & t+cen
N we L zn[0,1] o ((w — ) f(2n) + %(w _ ZN)Qf”(CzN,w))
= %ZN(I —2n)f"(2n) + Rn(2n)

mit

1 1/ 144
Ru(an)=5 % P20 = 0|2 = an)(w = an) (1" (Goy) = " (2))
we%Zm[O,l]
=E[(Z0, - ) (1" (g0 ) = 1"(2) | 207 = 2]
t+epy
und einem (,, ,, zwischen zy und w (wir verwenden Taylor-Entwicklung von f um zy
mit Restglied in Lagrange-Form).
Sei e >0. Da f" e C([0,1]) gibt es § > 0 mit

sup{|f"(z) - f"(y)| rx,y € [0, 1], |z —y[ < 0} <¥¢,
somit ist

|Ry(2n)| < EE[(Z(N) —2n)? ‘ Zt(N) = ZN] + %E[(Z(N) _ ZN)4 ‘ Zt(N) _ ZN]

t+en t+en
2[1f"[loo

52

=ecyzn(l-2y) + o(ew),

also limsupy |Ry(zn)|/cn <&, d.h. Ry(zn) = o(en).
Somit gilt, sofern zy — z € [0, 1] konvergiert,

I SE[F(Z8)) - 7| 28, = 2] = 320 )5 (2).
© CN

Wir nehmen die Bedingungen ¢y — 0, dy /ey — 0 implizit fiir den Rest dieses Kapitels
an.

Bericht (Diffusionsprozesse auf R). Ein starker Markovprozess (X} )0 auf R mit stetigen
Pfaden heifit ein Diffusionsprozess. Die Dynamik eines solchen Prozesses kann man durch
seine ,infinitesimalen Carakterististiken“ beschreiben:

E[Xph - Xi | F] = hu(Xy) + o(R),  Var[Xewn - X¢| ] = ho®(X;) + o(h)
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fir A | 0 mit gewissen Funktionen p und o2 (%; = o(X,,s < t) beschreibt die durch
Beobachtung des Pfads bis t verfiigbare Information). Dann ist (fiir eine geniigend glatte
Funktion f auf R)

LAY = lim 1L (Xe) - F(X0) | X = 2] = (@) /() + 50°() ()

der sogenannte Generator von X.

Das , kanonischste® Objekt dieser Klasse, die Brownsche Bewegung ( B;)s»0, erfiillt dies
mit p(-) =0, 02(-) = 1. Man kann zeigen, dass man ein allgemeines X (unter geeigneten
Bedingungen an g und o?) als Losung einer sogenannten stochastischen Differentialglei-
chung

dX; = p(X,)dt + o(X;) dB;

gewinnen kann.

Lesenswerte Einfiihrungen zu diesem Thema finden sich beispielsweise bei Breiman
[B, Ch. 16] und bei Kersting und Wakolbinger [KW] [siche Kap. 3 fiir die Brownsche
Bewegung, Kap. 5 fiir Markovprozesse und Generatoren).

Definition 1.24. Der starke Markovprozess Z = (Z; )0 mit Werten in [0, 1] und stetigen
Pfaden, dessen Generator fiir f € C2([0,1]) gegeben ist durch

Lf(z):= 1}%1 %Ez[f(Zh) - f(Zo)] = %z(l -2)f"(2), z¢€[0,1]

heifit die (neutrale 2-Typ) Wright-Fisher-Diffusion.

Bemerkung 1.25. 1. Die Wright-Fisher-Diffusion Z ist die eindeutige Losung des fol-
genden wohlgestellten Martingalproblems: Fiir jedes f € C2([0,1]) ist der Prozess

M) = J(Z0) - 1 (Z) - [ 52:1-2,)"(Z,) ds (1.20)

ein stetiges Martingal (bzgl. seiner kanonischen Filtration), wobei My(f) = 0. (Die Wohl-
Gestelltheit zeigen wir unten in Satz [1.26], man kénnte sie auch aus allgemeineren Argu-
menten ableiten, vgl. [St3] und [EK].)

2. Aquivalent konnten wir die Eigenschaft
t
Z stetiges Martingal mit Werten in [0, 1] und (Z), = [ Z(1-2Z,)ds
0

betrachten.
Die Ito-Formel zeigt, dass Z dann das Martingalproblem mit Generator

Li(2) = %z(l—z)f”(z) fir £ e C2([0,1])

16st, denn
1) - 1) = [ pzyazess [z az),
¢ !/ ]' t 144
:fo f(ZS)dZS+§/0 Z.(1- 2,)f"(Z.) ds,
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dh,ﬂzg—faa)—[j%zg1—zgfwzgds:lffngdzsmtanwmmmgn

3. Ein weiterer Blickpunkt: Z ist die (eindeutige, starke) Losung der stochastischen Dif-

ferentialgleichung
dZt =\ Zt(l - Zt) dBt,

wo (B;) standard-Brownsche Bewegung.

Bemerkung. Um die Konvergenz von Z(®) gegen Z in Verteilung zu beschreiben, miissen
wir die Objekte auf einem gemeinsamen Wertebereich formulieren. Dazu dient , kano-
nischerweise“ der Skorohod-Raum der cadlag-Funktionen (vgl. z.B. [EK, Ch. 3.5] und
Ubung 1.4* a).

Alternativ konnen wir Z(N) via Polygonzug-Approximation zum stetigen Pfad machen
(vgl. etwa den Beweis des Invarianzprinzips in [St3, Kap. 1.3]), dann kénnen wir als ge-
meinsamen Wertebereich die Menge der stetigen Funktionen C'([0, o), [0, 1]) verwenden.
Wir metrisieren ihn z.B. via

d(f,9)= Y 2 (I = ) rlleo A 1)
=1
(dies metrisiert die lokal-gleichméBige Konvergenz), damit wird C'([0, o), [0, 1]) polnisch.

Wir betrachten dann im Folgenden (ggfs. implizit) die stetige Polygonzug-Version von
ZW),

N Ly Ly
280 = (extltle) + 1) =) X + (0= exltlex]) X s 120

und fassen diese als ZV mit Werten in C'([0, 00),[0,1]) auf.

Satz 1.26. Es gelte cy - 0, dy/cy = 0 und ZO(N) =zy = 2 € (0,1). Dann konvergiert
der zufillige Pfad (Zt(N))tzo in Verteilung gegen die Wright-Fisher-Diffusion (Z;) mit
Startpunkt Zy = z.

Diskussion. Satz besagt, dass fiir jedes stetige, beschrinkte Funktional ¢ : C ([0, 0),[0,1]) —
R gilt

E[¢((Z)i0)] = E|e((Z0)eo) |

Beispiele solcher Funktionale sind o(f) = f(t),

() =(f(t1), f(ta),..., f(ty)) fiir ¥ :[0,1]% > R stetig,

(d.h. Satz impliziert insbesondere die Konvergenz der endlich-dimensionalen Vertei-
lungen), ¢(f) = sup,, f(s), ¢(f) = [5 ¥(f(s)) ds fir 2 [0,1] > R stetig,

Allerdings ¢ : f — inf{t > 0: f(¢) = 0} ist nicht stetig , d.h. Satz impliziert nicht
direkt Satz [1.22]

Zum Beweis von Satz benotigen wir folgendes Lemma:
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Lemma 1.27. Fir y € [0,1] sei BV := %ng I/i(N). (d.h. BNw) =4 2(7V| 7, =
|Ny])/N, vgl. Beob.[1.23 fiir 1. und 2. Moment).
Falls ey - 0, dy/ey = 0, so gilt fir ye +Zn[0,1]

sup |E[ (BN - y)3]| <eny(l-y) xrys (1.21)
YEN L7n[0,1]

E[(B(Nyy) _y)4] <eny(l-y) xrya (1.22)

mit gewissen Folgen rns = Nowo 0, TN4 = Noeo 0, insbesondere sind E[(B(N’y) - y)g],
E[(B(va) - y)g] =o(cy) fiir N = oo gleichmdflig in y.

Falls zusdatzlich

o?:= lim Var[ M€ (0,00) eistiert und K, := limsupE[(ul(N))ﬂ <oo, (1.23)

N—oo — 00

so gilt fiir ein C' < oo

C Py (1.24)

L0 < - (50«

gleichmifig in y € [0,1] N +Z und N > Ny (d.h. rnzVvrya = O(1/N), wie im Wright-
Fisher-Modell).

Beweis von Lemma[1.27 . Zu (L.21]) [Wir lassen im Folgenden den oberen Index von 1/( )
weg und schreiben kiirzer ;] : Aus Symmetriegriinden geniigt es, 0 < y < 1/2 zu betrachten
(sonst gehe zu 1 -y iiber, beachte 1 — B(V:1-v) =d B(N.w)),

Es ist fiir y € {0,1/N,2/N,...,1/2}

|E[(B(N’y) _ y)3]| =

LE[(iﬁ’(vi_l))g]

(Ny 1)
N2 E[(1 - 1)*] +3=——E[(11 - 1)*(r, - 1)]

?J(Ny 251\@ 2) [(yl(N)_l)(yéN)_1)(V§N)_1)]| (125)

Analog zu (1.22)):

E[(Bm,y) _ y)4] - %]E[( ﬁ(w - 1))4]

_ iE[(Vl _ 1)4] " 4ME[(V1 _ 1)3(1/2 - 1)]

N3
+3—y(N]33_1)E[(V1—1)2(u2—1)2]+ YNy - }3§Ny 2) E[(11-1)*(ra - 1)(r3-1)]
- A= DO =D =) g1, - 1) - 1) (- )0~ 1)] (1.26)
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Kombinatorische Vorbetrachtungen, Folgerungen aus der Austauschbarkeit: Es ist

E[(v1 — 1)2(ry - 1)] = ﬁﬂ@:[(m (1) (s 1)+t oy —1))]

==(v1-1)

1 3
= —mE[(Vl -1)%],

E[(v1 — 1)%(vy - 1)] = ﬁE[(m (1) (s 1)+t (o —1))]

=—(v1-1)

= _ﬁE[(y1 -1)4], (1.27)

analog

E[(v1 — 1)2(va — 1) (s~ 1)] = ——E[(11 ~ 1)*(va - 1)( (s 1) + (g~ 1) + -+ vy 1) )]

N -2
= (n-1)~(v2-1)
1 3 1 2 2
= —mE[(yl -1)°(vp - 1)] - N—EQE[(VI -1)* (e -1) ]
1 4 2 2
_ (N_l)(N_2)E[<V1_1) ]~ 5Bl - 1?02 -1)]

(1.28)
(wobei wir in der letzten Zeile (1.27)) verwenden),
E[(Vl - 1)(1/2 - 1)(1/3 - 1)(1/4 - 1)]

:‘ﬁ [~ 1) (s~ 1) (s~ (1~ 1) + (o~ 1) + (3~ 1))]
3 3

_ _NL_BE[(VI 1= )0 =D =~ Bl - DT+ Bl - D26 - 17

(wobei wir in der letzten Zeile ([1.28)) verwenden) und

E[(V1 - 1) (- 1)(v3 - 1)] S [(1/1 ~D)(re-1)((1 - 1) + (2 - 1))]

N-2
2 ) _ 2 3
- ———E[(1 -1 - 1) ——(N_l)u]E[(l/l—l) ]

(wobei wir in der letzten Zeile ([1.28)) verwenden).
Weiter ist

(Vl - 1)3 = (Vl)Sl + 1 - 1,
(v1 - 1)2(V2 - 1)2 = (V1)2l(V2)2¢ - (V1)2¢V2 - V1(V2)2¢ + (V1)2¢ + (7/2)2¢ +Vivy -V — Uy + 1,
(v1 - 1)4 = (V1)4¢ + 2(V1)3¢ + (V1)2¢ - +1,
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also

E[(Vl - 1)3] = E[(Vl)gi],
E[(l/l -1)*(vy - 1)2] = E[(Vl)gi(yg)zi] + 2E[(1/1)2W2] + 2E[(V1)2¢] + E[l/ll/g] -1,
E[(Vl - 1)4] E[(Vl)zu] + 2]E[(1/1)3¢] + E[(I/l)m],

etc. Nach Voraussetzung ist

LE()a] ) CE[e)a] | dy

lim ———— =lim————= =
N cn N2 N NEI:(VI)QL] N cn

=0,

Argumente wie im Beweis von Satz [1.§] zeigen, dass dann auch

1 E[(1)4] iE[(Vl)%(V?)Zi] .
a N2 ey N2 N—oo

0 gilt.

Demnach erfiillt

B[~ 1)4] [0 1)°]] [E[(v1 = 12— 1)?]] [E[(01 =~ 1)z - 1)]
N3 ’ N? ’ N? ’ N? ’
‘]E[(l/l - 1)2(V2— 1)(V3— 1)]| ‘]E[(l/l - 1)2(V2— 1)]|
N ’ N ’
‘E[(l/l—1)(1/2—1)(1/3—1)(1/4—1)]‘,”@[(1/1—1)(1/2—1)(1/3—1)]‘}

EN = max{

limN_)oo eN/CN =0.

Zuriick zu ([1.21)): Aus Symmetriegriinden geniigt es, 0 < y < 1/2 zu betrachten. Wir
sehen aus (1.25) und obigem: Fir y € {0,1/N,2/N,... 1/2}

‘E[(B(N,y) _ y)3]| < (y L 32 yS)eN‘

Analog fiir (1.22)), aus ([1.26]) und obigem:

E[(B(N’y) —y)4] < (y+7y2+3y3+y4)eN (1.29)

Wenn weiter ((1.23) gilt, konnen wir per Inspektion ((1.24)) verifizieren. Wir beachten,
dass

E[(n -1 <1+E[i] < Ky +1,
Eljvr - 1] = E[((n - 1)")*] < (B[vi])"* < K3,
E[v (1 = D)a(vy - 1)] < (B[ |E[15])? < K,

gilt, d.h. es ist ey = O(1/N).
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Weiterhin konnen wir

no Y
Ng]E[(I/l - 1) ] < m(l + K4)

abschétzen (denn y > 1/N), d.h. wir kénnen die rechte Seite von ((1.29)) ersetzen durch
(8y% +3y% +y*)en.
[

Beweis von Satz[L20. 1. Schritt (Jeder Haufungspunkt 16st das Martingalproblem, vgl.

Bem. :

Sei gzt(N) = 0(ZMN) s < ), es ist E[Z ZN) |£Z<N)] t(N) und somit E[Z Z0) |§(N)]

t+en t+h

Zt(N) fiir alle t > 0, h > 0; wie oben ist (siehe Beob. |1

E[Z:0 (1= 20 )| 8] = (- cN>Z£N><1 - 2),

l+cn t+1l/cn
also
N N N N N
E[(2:0)° | 7] = (2) + en 2V (1= Z{7)

t+cen

und somit ist

(Zt(N))2 Z (N)(l Z(N))

CNJ CNJ

ein Martingal. Demnach 16st jeder Haufungspunkt der Familie .Z ((Zt(N))tz()), N e N das
Martingalproblem der Wright-Fisher-Diffusion:
Die Summe oben kann bis auf einen kleinen ,,Randkorrekturterm® als fot Z§N)(1 -

ZgN)) ds geschrieben werden, fiir jeden Limespunkt Z gilt
E[(Zt - Zs)go(ZSO)---gm(Zsm)] =0 und
t
IEI:(Zt2 - Zg _st(l - Zs) dS)QO(Zso)“'gm(Zsm)] =0

fir 0<sp<sy < <sy<s<tund go,q1,--.,9m € C([0,1]).
2. Schritt (Straftheit auf dem Pfadraum):
Wir zeigen fiir T'> 0, € >0

limlimsupP(30<s <t <T: ¢ <s+8und |2V - Z(V| > ¢) =0, (1.30)

N0 N—oo

Sei s=cyi<cyj=t.

E[(Zt(N) ZM) ] [(ZZ(N) _ZM) ]

CN(k+l) CNk

J-1 9
= ];E[(Zgg()k+l) - Z(EJJ\:[lz) ] +6 Z E[(Zc(j\:[()k1+1) - Z(Ezj\:[l;) (ZC(]]\:[()kQ‘Fl) - Z(Ejflzz) ]

i<ki<ko<j
3
+4 ) Z E[(Zc(ziv()kl-%—l) Ztgjj\rvk)u ) (ZC(IJVV()IC2+1) - Zc(jjvvlzz) ]
i<ki<ka<j
2
+6 ) Z E[(Zc(]]\:f()kl-%—l) - Z(S]J\rvk)il)(Z(EjVV()k2+l) - Zc(jvvlgz)(Zc(jVV()k3+l) - Zc(zj\zvlzg) ]
i<k <kg<ksz<j
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(beachte: Da Z(N) ein Martingal ist, gilt fiir ky < ko < k3 < ky stets

E[ (Z(N) _ 7 )] -0

CN(ki+1) CNki

4
i=1

— berechne zunéchst den Erwartungswert bedingt auf .# C(]va134)

Die beiden ersten Terme auf der rechten Seite sind beschrankt durch

:ZCNTNA +6 > A <(-ienrna+(en(G—1)> < (E-s)(rya+ (t—5)),

i<k1<ko<j
der dritten Term
N N N N) \3 .
S E[(ZC(N,32 ~ 22N -2 ] <4(j—i)enrs = drys(t - 5)
i+1<ko<g
(beachte

E[(Z(N) _Z(N))(Z(N) Z(N) )3] =]E[(Z(N) —Z(N))E[(Z(N) _Z(N) )3|32'(N) :|:| <

cyka “enit en(ka+1)” “enks cnke “eni en(ka+1) “enka cnka
TN,3)>
der vierte Term

-3 JZ E[(Z0), - 2800) (20~ Z00.) | 3G = i) = Ben(t - 5)

- Cng CNi CN(k‘3+1) CNk‘g
k3:1+2
Insgesamt:
EI:(Zt(N) - ZS(N))4:| < (t - 8)(7“]\[74 + (t — S) + 47’]\[73 + 3CN)

gleichméBig in s <t <T', somit:

supP( sup ‘Zt(N) - ZEEN)‘ > 6/4) < sup <%)4E[ sup |Zt(N) - ZS(N)‘4]
s<T s<t<s+6 s<T M€ s<t<s+6
C C
< gilglj}?E“ZS(i\? —Z§N)|4] < 6_46(TN’4+5+4TN’3+3CN)

(mit Markov-Ungleichung und Doobs L*-Ungleichung).
Wir zerlegen nun [0, 7] in Intervalle der Lénge 9:

P(30<s<t<T:t<s+6,|2") - 2N > €)

[T/8]+1 ) ) [T/6]+1 o ™
: 2 ]P< ‘5<S<1?31)5|Zt ~Zis | z 6/4) - ; P(lz(z‘n)g —Z; | 2 6/4)
C
< 6—4([T/5] + 1)5(7’1\/,4 +0+4rns +3cn)

und fiir jedes € > 0,0 > 0 ist der limsupy_,,, der rechten Seite = EQ(S(T +0), mit 6 | 0
konvergiert dies gegen 0, d.h. (1.30) gilt.
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(1.30) impliziert Straffheit auf C([0,T],[0,1]), dazu verwenden wir das Kriterium
(siehe z.B. P. Billingsley, Convergence of probability measures, Ch. 2, Thm. 8.2)

VT>0,e>036>0 mit supP(w(Z™M,6,T)>¢€) <, (1.31)
N

wobei fiir g e C'([0,T],[0,1]) der Stetigkeitsmodul definiert ist durch

w(g,0,T) = sup  |g(u)-g(v)|.

u,ve[0,T],|lu—v|<d
(Fiir ein Argument ,,von Hand“: Wéhle §,, so, dass

supIP)(w(Z‘(N), On, T > 5/2") <ef2™,
N

setze

K= ({fw(f,00,T) <e/2"}.

neN

Die Menge K. c C([0,77],[0,1]) ist relativkompakt (nach dem Satz von Arzela-Ascoli)
und erfiillt inf y P(Z(M e K.) > 1-¢.)

(Wenn wir mit Z(™) als D([0, 00), [0, 1])-wertiger ZV arbeiten, d.h. die ,Stufenprozessver-
sion“ von ZWV) verwenden, miissen wir wortlich ein Kriterium fiir Straffheit auf dem Skorohod-
Raum D([0,0),[0,1]) verwenden (siehe z.B. [EK, Thm. 3.7.2]): Straffheit der 1-dim. Randver-
teilungen (ist trivialerweise erfiillt) und (1.31]), wobei fiir g € D([0,00),[0,1]) der Stetigkeits-
modul definiert ist durch

w(g,6,T) :=infmax sup |g(u) - g(v)|
(ti) 1 U Ue[ti_l,ti)

(das Infinimum erstreckt sich iiber alle Zerlegungen 0 = tg <t < -+ <tp_1 < T < t, (n € N) mit
t;—t;—1 > d; groBe Spriinge sind erlaubt, solange sie sich nicht hiufen). Aus ([1.30) folgt auch dies
und zudem auch, dass jeder Haufungspunkt auf C([0,0),[0,1]) konzentriert ist, vgl. [EK].)

3. Schritt (Das Martingalproblem ist eindeutig (via Dualitit mit dem Klassenzéhlprozess
des Kingman-Koaleszenten)):

Wir zeigen: Sei Z = (Z;)is0 stetlges Martingal mit Werten in [0,1], Zy = z und (Z); =
[ Z2,(1-Z)ds [dh. 22~ Z2~ [ Z,(1~ Z,) ds ist Martingal], so ist Z die Wright-Fisher-

lefusmn

Mit Ito-Formel ist fiir n € N
t 1 t
Zr =270+ / nZitdz,+ 5 f n(n-1)202d( 7).,
0 0

also ist 1 .
zZp-2p - f n(n - 1)[201 - 2] ds = f nZr1dz,
0 0

ein Martingal und somit
f(n,z,t)=E,[Z]'] = 2" +( )fIE [Zr ) -E.,[Z]'] ds
=2"+ (Z) f fn=1,2,t) - f(n,z,t)ds
0
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(und f(1,z,t) =z fiir alle t > 0, z € [0,1]), d.h. die Familie von Funktionen f(n,z,t) lost
ein (lineares) System von Differentialgleichungen

%f(n,z,t)=(Z)(f(n—1,z,t)—f(n,z,t)),tzO,neN und f(n,z,0)=2". (1.32)

Dieses System ist eindeutig losbar (z.B. rekursiv in n).

Sei (V)0 (N = [R™)], wenn Startpunkt n Klassen hat) der Blockzéhlprozess (oder
Klassenzéhlprozess) des Kingman-Koaleszenten (Def. [1.7), wir lesen dort ab, dass (V)0
eine Markovkette auf N mit Sprungratenmatrix

m

2)7 Qm,m:_(;n), qm,gZO falls€¢{m—1,m}

qmm-1 = (

ist. Setze
g(n,z,t) = En[ziv]

Geméfl Kolmogorovs Riickwirtsgleichung (vgl. Blatt 1, Aufg. 1.3) 16st g(n, z,t) eben-
falls (1.32). Da dieses System eindeutig 16sbar ist, folgt

E.[Z7] =E,[z™], t>0,z¢[0,1],neN, (1.33)

d.h. alle Momente von Z;, und damit (da Z; beschriankt ist) auch die Verteilung von Z,
ist festgelegt.

Fiir die Losung eines Martingalproblems impliziert Eindeutigkeit der eindimensionalen
Verteilungen die Eindeutigkeit der Verteilung des gesamten Prozesses (vgl. z.B. [EK|
Thm. 4.4.2] oder [St3l, Prop. 4.3]).

Zusammensetzen: Wegen 2. gibt es Haufungspunkte (Straffheit impliziert Relativkom-
paktheit nach dem Satz von Prohorov), wegen 1. 16st jeder Haufungspunkt das MP,
wegen 3. sind alle Hiufungspunkte gleich = Konvergenz O

Schritt 3 des Beweises von Satz ist eine Beispiel-Anwendung eines allgemeineren
Prinzips:
Bemerkung/Erinnerung (Dualitét, allgemeiner). In [St3, Def. 4.6; in Kap. 4.1] hat-

ten wir folgendes betrachtet: Seien X @) = (Xt(z))tzo, zeFund YW = (Yt(y))tzo, y ekl
Familien von stochastischen Prozessen mit Werten in E bzw. in E' (E, E’ seien pol-

nische Rdume, sagen wir), es gelte Xéx) = 1, Yo(y) =y fs. X und Y heiflen dual mit
Dualititsfunktion H : E x E' - C, wenn gilt

E[H(X",y)| =E[H(z,Y,"))] Vt20,zeE, yeck"

(Wir nehmen an, dass H geeignete Messbarkeits- und Beschrénktheits/-Wachstumsannahmen
erfiillt, so dass die betrachteten Erwartungswerte existieren.)

Wir hatten dort (insbesondere) gesehen [St3, Satz 4.7; in Kap. 4.1]: Es gebe eine
Familic Y®), y € E' von Markovprozessen mit Werten in £’ und Y*) = y (wie oben)
und H :[0,1] x B’ - C m.b. so dass E[|H(5L’,Yt(y))|] <oo fir xeR,ye £, t >0 und die
Funktionenmenge

{H(-,y),ye E'} sei trennend fiir M;([0,1]),
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(d.h. _[[071] H(z,y)p(dz) = f[OJ]H(m,y) v(dx) fir alle y = p = v). Weiter gebe es fiir
jedes z € [0,1] eine Losung X(*) des Martingalproblems mit Generator L und Startwert
Xém) =z, die

E[H(X",9)] =E[H(z,Y )] Vt20,yeF (1.34)

erfiillt. Dann ist das Martingalproblems zum Generator L wohlgestellt, d.h. die Losung
ist eindeutig.

In Schritt 3 des Beweises von Satz [I.26] oben haben wir diesen Zusammenhang zwi-
schen der (neutralen 2 Typ-)Wright-Fisher-Diffusion und dem (Klassenzéhlprozess des)
Kingman-Koaleszent(en), via ein explizites Argument mit dem Momentenproblem, mit
Dualitétsfunktion H(z,n) = 2™ ausgenutzt. (Man spricht daher auch von einem , Momen-
tendual.“)

Man konnte die Eindeutigkeit des Martingalproblems der 2 Typ-Wright-Fisher-Diffusion
auch auf andere Art beweisen. Es ist bekannt, dass die Losung des Martingalproblems
(aus Bem. 1) und die Losung der SDgl (aus Bem. [1.25] 3) dquivalent sind (vgl. z.B.
[St3, Satz 3.22]), das Yamada-Watanabe-Kriterium (vgl. z.B. [St3| Satz 3.17]) garantiert
Eindeutigkeit der SDgl. aus Bem. [1.25] 3, daher ist auch das Martingalproblem eindeutig
16sbar.

Seine ,,volle* Macht zeigt der Dualitédtsansatz erst in der mehrdimensionalen Situation,
beispielsweise wenn mehr als 2 Typen betrachtet werden oder die Population zusétzlich
noch rdumlich strukturiert ist. Zudem gestattet die Dualitét recht explizite Berechnungen
der Momente, die wir im néchsten Unterkapitel anschauen werden.

Ein alternativer Zugang zur Wright-Fisher-Diffusion und Dualitdt mit dem
Kingman-Koaleszenten*

Ein alternativer Zugang zur Konvergenz von (Z(™)),5o — der zumindest die Konvergenz
der endlich-dimensionalen Verteilungen beweist und der mit weniger , technischem Appa-
rat“ als der Beweis von Satz [[.26] auskommt — liegt darin, die Momente des Grenzpro-
zesses via Stichproben-Interpretation und die Konvergenz der Genealogien (aus Satz
zu berechnen.

Beobachtung 1.28. Sei x € (0,1), im Modell mit PopulationsgroBe N vergeben wir an
die N Individuen der Startgeneration 0 rein zufillig | Na|-mal den Typ 1 und (N—|Nzx|)-
mal den Typ 0, in der Notation von Beob. [L.3}

((téﬁ[), e ,t((]f\][\,) ) ist eine zufallige Permutation von ( 1,1,...,1,0,...,0 )
[Nz | N-|Nz|

Sei t >0 und n € N (n < N), wir ziehen zum Zeitpunkt |¢/cy| eine Stichprobe von n
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Individuen aus der Population. Die Wahrscheinlichkeit, dass alle n den Typ 1 haben ist,

N N N n
B [200 (200~ 1)z 2]

lt/cN t/CN t/cN

N

_ (N) _ (N) _
= Puvat (tyey g = Lo Hyey ), = 1)
= P sy (¢ =1, 1 =1

U i 0,40 | [lt/en]] P0.AL L e ]] )

eyl |Nz| -1
= IS
mit J,...,J, eine rein zufillige Stichprobe vom Umfang n aus 1,..., N (verwende Be-

ob. zum Typenzdhlprozess im N-ten Modell).

Mit Satz [1.8| (Konvergenz von Rf ] gegen den Kingman-Koaleszenten) folgt

lim E [(Z(N) )”] = ]E[:v'Rgn)l]

N—oo [t/en]

Fiir z € [0,1], t > 0 wird daher ein Wmaf} k;(x,dy) eindeutig (das Momentenproblem
auf dem kompakten Intervall [0,1] ist eindeutig losbar, vgl. z.B. [KI, Kor. 15.32] oder
[St2l Kor. 3.31]) durch die Forderung

n _w[B™MIT g
t ’ - .
[ ]y ke(x, dy) E[x t ] fir neN (1.35)
0,1

festgelegt und es gilt X(Z(t]/\? | Z(N) | Nz|) — ki(x,-). (Wir wissen bereits aus Satz|1.26],

dass r,(x,dy) = P.(Z; € dy), d.h. x, ist der Ubergangskern der Wright-Fisher-Diffusion. )

Sei (Nt )0 der Blockzihlprozess (oder Klassenziahlprozess) des Kingman-Koaleszenten,
d.h. die zeitkontinuierliche Markovkette auf N mit Sprungraten

m

9 )7 Gm,m = —(T;), Gmye =0 falls £ ¢ {m—-1,m}

qmm-1 = (
(in der Notation von Def. ist IV; = |R§")|, wenn Ny =n).
Fiir 1 <m <n ist mit Lemma (und S; w.a., S; ~ EXp((;)))

P.(N; <m) =P(S,, + Sp_1 + -+ Spy1 < 1)

- [ 2 ()ewt09) 1T 52

j=m+1 k=m+1,
k+j
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(und P,,(N; <n) = 1), somit fir 1 <m<n

P, (Nt =m) =P, (N; <m) =P, (N, <m—1)

-2, (e O -m ) 1L 520

__H?:m(g) 3 —exp(—(2)s . L

T BN g
= ?:m(S)neX —(?)s - 1
T 2o I

(in der letzten Zeile nutzen wir aus, dass Y7, [Tio ke m = 0 gilt, vgl. (1.14) in
Lemma [1.14)).

Weiter ist 5 g n p(0-1) (n—1)
H(2)=H 2 :2m_n(m—‘1)!(m—'2)!

=m l=m

~

und

ﬁ ((g)_(%)): ﬁ k(k‘l);j(j_l):kﬁ (k“‘j_;)(k‘j)

k=m, k=m, )
k#j k#j k+j
—(nem n+j-1)! s ,
= 2~(n-m) ( ) (=15 -m)!(n- ).

(27 -1)(m+j-2)!
Insgesamt folgt

P.(N;=m) = zn: eXp( - (%)t) (2) - 1)(_1)j_m(m)(j—1)T(n)jl

j=m m!(j - m)!(”)jr ) <
Py(N,=1)=1- iexp (- ()&= 12723;)j(n)ﬂ

(mit (z);, =z(z-1)-(x-j+1), (z);s =x(x+1)...(z+j-1) fallende bzw. wachsende
Faktorielle).

Mit n - oo ergibt sich (vgl. auch Beob. und den anschlielenden Bericht zum
Start in Ny = o0)

Pu(No=m)= 3 exp (- (£)1)

k=m

Poo(N,=1)=1- kiexp( - ()t) @2k - 1)(-1)k.

Qh DDy,
m!(k-m)! ’ T
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Somit ist

P.(Z;=1)=lim E,[Z}'] = lim ZIP’n(Nt =j)2 = ZIF’DO(Nt =7)2 (1.36)
n—oo TL—?Oszl j:l
und analog
P.(Z=0) =) Peo(N; =5)(1-2). (1.37)
j=1

Um aus ((1.35)) auch die Dichte im Inneren (0, 1) des Einheitsintervalls zu bestimmen,
benétigen wir noch einen weiteren Gedanken:

Fiir a,b > 0 sei
I'(a+d) . b-1
———y* (1 - 0,1
NOROK (1-y)"" ye(0,1)
die Beta-(a, b)-Dichte, fiir Y, ; ~ Beta(a,b) ist
E[Y,s]=a/(a+b) und Var[Y,]=ab/((a+b)*(a+b+1)).

Fiir stetiges f:[0,1] - R gilt somit

E[f(Yap)] = f(y) wenn a,b— oo mit aib —-x¢€(0,1)

(verwende z.B. die Chebychev-Ungleichung um zu sehen, dass Y,;, dann sehr eng um
seinen Erwartungswert konzentriert ist).

Fiir ny,ne € N gilt
n1 + no n n
sl
n1+ng 7-1 /4 ' (”1_1)(Tl2‘1)
. I\ & e\ k-1 ) \G—k-1
= ]P)n1+n2 N, =] ( )Z 1-2) 7T

Der Erwartungswert auf der linken Seite ist die Wahrscheinlichkeit, in einer zufélligen
Stichprobe der Groflie ny + ny aus der Population zur Zeit ¢ den Typ 1 n;-mal und den
Typ 0 ng-mal zu sehen.

(1.38)

Fiir die Gleichung betrachten wir die folgende alternative Berechnung dieser Wahr-
scheinlichkeit, die auf die rechte Seite fiihrt:

o Auf {Nt(mmz) =j} (2 <j <ny+ny) denken wir uns die j Linien, die die Ahnen der
Stichprobe zur Zeit 0 bilden, (zuféllig) nummeriert.

e Eine gegebene Teilmenge K der Grofie k (mit 1 < k < j) dieser j Linien erhélt Typ
1, die iibrigen Typ 2: dies hat Wkeit 2#(1 - z)i~*

(und: es gibt (i) verschiedene solche Teilmengen).
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e Die W’keit, dass die k Linien aus K; genau n; Stichproben reprisentieren (und
demnach représentieren die j — k Linien aus [j] N K7 genau ny Stichproben), ist

{(ma, - omy) NI B, mi =g o+ +my =g o} (35) (750
|{(m17...,mj)ENj:m1+‘..+mj=n1+n2}| (nl}.ili_l) )

vergleiche Kor. [1.12]

Nehmen wir an, P,(Z; € -) besitzt Dichte f;(z,y) im Inneren (0, 1).

Sei nun y € (0,1), wir setzen ng := |ny|, ny := n—ny, dann ist (setze a =ny+1, b=ny+1

in (1.38]) oben)

L T'(a+b)
o I'(a)l'(b)

—(n+ 1)1@4(”1;"2)2:1(1 - 7))

a-1 -1 _ L(a+b) ., -1
20711 = 2)b ft(x,z)dZ—Ez[WZt (1-2,)" ]

ni+na -1 /. ni-1 .7L2—1
= > Poin,(Ne=7) >, (])xk(l —z) F(n+ 1)% (1.39)
2\ ()
[beachte I'(a +b) ='(ny +na +2) = (n+1)!]
Es ist
ni—1 no—1 .
(n+1)(k11)(j2k1) _ (j-1)! (n+1)([”Z/J =Dy (n = [ny] = 1) -s-1),
(";j”) (k-DI(j-k-1)! (n=1)¢-1y
(j — 1)! k-1 j—k—1
— 1-y) 1.40
Demnach finden wir insgesamt
Beobachtung 1.29. x;(z,-) besitzt auf (0,1) die Dichte
o) =SB ) 3 (et eyt U e 0.), 150
A A =AY (k=D -k-1)! C e
[also eine Mischung aus Beta(k, 7 — k)-Dichten] und
Kz, dy) = Po(Zy = 1)61(dy) + Po(Ze = 0)do(dy) + fo(@,y) L0y (y)dy. (1.41)

(Die Annahme, dass P,(Z; € -) tatsdchlich eine stetige Dichte im Inneren (0, 1) besitzt,
kénnen wir nachtriaglich durch Berechnung der Laplace-Transformierten rechtfertigen,

vel. [T=4].)
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Beweis von Satz [1.22F

Wir gehen von Typenhéufigkeitsprozess (X;) zum Typenanteilsprozess Yt(N) = %Xt (mit
Werten in {0,1/N,2/N,...,1} c [0,1]) tber und notieren P,(-), E,[-] fiir die Situation,
dass Y™ = p, pe[0,1], d.h. dass X, = pN.

Sei H(p) = —plog(p) — (1 = p)log(1 - p) fiir p € [0,1] wie oben, nach Voraussetzung
gilt 0% := Var[y, (M5 62 € (0,00), Ky :=supy E[(ny))‘l] < 00.

(Beachte ¢y = ;—JQ_VI ~02[N.)

Wir kénnen § > 0, K7, K5 < oo finden, so dass fiir alle N > Ny gilt

inf { H(I = pl 2 5/p(1 - p)/N)}>_>o (1.42)

und

i | - pl 2 6T -p)/N || < Ko (143)

pel % maXN NAyp A (1 ) |E
Fir beachte
(Y(N) _p| > 5\/m) ( Y(N) p)Z 52N 1, E [(Y(N) )2])

(N) _ .2 4 NT=2,.2 2
2N-1_2 (EP[(Yl p) ]) an-1 2 \2onN?p*(1-p)
(10570 ) E,[(1{" - p)] > (-0 CN=2p*(1-p)?

gemif Lemma m (siehe ((1.24])).
Fiir (1.43): Sei p=m/N, es ist

(N) _ EP[(Y1(N)_p)2] B 13_]2_\]117(1_17)
Ep[(Yl P)1{|Y1<N>_p|<5\/m}] S 5\/m _5\/m

JJQV N 12 g%, \/mAavN - 20]2\,
S oer-») STfN < o).

Folglich (beachte Ep[Yl(N) -p]=0und (1.42))

(V)
E,[(Y; _p)l{yfm—mzwm}]‘
Pp(IYEN) ~#l28Vp(1-p)/K)

[(Y( ) p) {‘Y(N) P|<5\/m}]‘ 2 (p/\(l p))

B, [V, = p| i = pl 2 63/p(1 = p)/N] | =

<K |E

Wir zeigen zunéchst, dass es a < oo gibt mit

EpN[TﬁX] <

) firalle pe{0,~,%,...,1} gleichméBig in N. (1.44)
N
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Fiir p e {0,1} ist (1.44) offensichtlich erfiillt.
GeméB Taylor-Formel (Entwicklung von H um p bis zur 2. Ordnung) gilt

H(q)=(q-p)H'(p) + (¢-p)’ /01(1 ~t)H"(p+t(q-p))dt

(fir0<p<1,0<qg<l).

Es ist
S BN =) [H(g) - Hp)] = H () E,[V,"Y) - p]+Rn(p)
qE{O,% ..... 1} T
mit
_ N v [ 1-1
R P A ]

= _Ep[(yl(N) —p)2 _/(;1 fp,t(yl(N)) dt] =" fOtEp[(Yl(N) _p)pr,t(Yl(N))] dt
les ist H"(p) =-1/(p(1-p)) (<0, H ist konkav)] mit

1-¢
(p+t(y-p))(1-p-t(y-p))’

Fiir jedes p,t € (0,1) ist die Funktion f,; nicht-negativ und konvex, also
Fa(p) i By (V) = p)2 £ (V) [V = pl 2 6/p(1 = p) /]
N(p) < —[
’ P,(1v\ - p| 2 6y/p(T=p)/N)
1/(2K2) 1-—
<r [ 0P g [ h ) ) <l /(T )Tt

Mit der Jensenschen Ungleichung ist gleichméBig in N und p € (0,1) n +Z (fiir 0 < ¢ <
K3/2)

foi(y) = ye[0,1].

dt

By | £ (V) [V = pl 2 0/p(1 = p)/N]
> foo(Bp [V [ - p| 2 6/p(1 - p)/N])

N 1-¢ ~ 1 1-1¢ S K3
T (p+tiop)(1-p+tKy(1-p))  p(1-p) (1+tK3)2 " p(1-p)

fiir ein K3 > 0 (wir verwenden in der zweiten Ungleichung ([1.43))) und insgesamt

K1 K30% 1
2Ky, N

Ry(p) < -

Um die Asymptotik von E, [Tk ] wie in (1.17) angegeben prézise zu fassen, betrachten
wir die Taylor-Entwicklung von H bis zur vierten Ordnung.
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Seie>0,pe(e,1-¢e)n+Z:

S R =g)[H(g) - H(p)]

q¢{0,%,...,1}

= Y PO =9|(a-nH p)+ %(q -p)*H"(p) + %(q -p)*H® (p)

qe{0, % ,...,1} 1
+50(@=p) (1=, HO (p+ 9,00 - )
1 o%
S TON -1 + RN(p)
mit einem 9, ,, das pA g <v,, <pv q erfiilt, und
~ 1
By(p) = cHO OB, [ - p)°] (1.45)
1
+ B (N = p) (L= by JHO (p+ 0,00 (Y -p))] (146)
Fiir pe (e,1-¢), ¢ (0,1), 9 € (0,1) ist
1-2 1 1
6 ()| = 22

p*(1-p)? = p*(1-p)? : e?(1-¢)?

und

O 2(1 - 9)3 2 2
(1= 0)*H D (p+9(q p))‘ﬁ(p+§(q_p))3(l_p_q9(q_p))3Sp3(1_p)3353(1—5)3'

Mit Lemma [1.27 (siehe (1.24)) folgt

1
ma R =0|—). 1.47
pe{0, % ... 1})?(8,1—5)' v(p)l (N2) (1.47)

Zerlegung nach dem ersten Schritt zusammen mit obigem zeigt, dass

N 1
fN,a(p) =2 [ ]
N
erfiillt
(V) N-1x
Z Pp(le ZQ)I:fN,E(Q)_fN,E(p)]:Q RN(p)7 pE{O7N7"'71}m(871_8)
qe{O,% ----- 1} N
und
N-1
0< fne(p) <2 H(e), pe{0,%,....11n([0,e]n[1-¢,1]),
N
somit ist

|2(N 1)fN‘5(p)| |2(]$Ji 1)Ep[fN,g(YT(EN)) + ; R’N(Yj(zv))“

<H(e)+ EP[TE] | max |Ry(p)|-
pe{0, 575, 1}0(e,1-¢)
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Da Ep[Tg] < Ep[TﬁX] < oz]X—];VlH (p) gilt, ist zusammen mit (1.47) somit

2

|2(N 1)

lim sup max
N=oo' pe0,

fre(p)| < H(e)

-----

(und es ist H(e) - 0 fiir € | 0).
Offenbar ist Ty, — 7. > 0 stets. Die starke Markov-Eigenschaft (sowie Spiegelungssym-
metrie um p = 1/2) zeigt, dass

Ep[Tﬁx - TE] < sup Ey [Tﬁx] <«

O<p’<e ON

Insgesamt ergibt sich

lim su |M H( )|<hmsu |$ H( )’
Noml 1 2(N - 1) PP v -y 7Y
. o2 o
+ h?_igp 2(N—]\i]_)]Ep|:Tﬁx ~T])<(1+ §)H(€)’
mit ¢ | 0 folgt die Behauptung. O]

1.2.2 Modelle fiir den diploiden Fall

Viele Spezies sind diploid, besitzen also zwei Kopien jedes (autosomalen) Chromosoms,
und typischerweise hat jedes Individuum zwei (verschiedene) Eltern. Geméafi den Men-
delschen Regeln erbt ein Kind von jedem Elter jeweils eine Kopie eines der beiden Chro-
mosomen dieses Elters (welche, wird im Idealfall rein zufillig ausgewéhlt), siche Abb.
fiir ein schematisches Diagramm. Die bisher betrachteten Populationsmodelle beschrei-

OO
0

Abbildung 1.2: Schematisches Bild zur Vermehrung im diploiden Fall

ben den haploiden Fall, in dem jedes Individuum nur ein Elter besitzt. Wir diskutieren
hier kurz, wie die Modelle und die Ergebnisse an den diploiden Fall angepasst werden
konnen.

Wir betrachten eine Population von N diploiden Individuuen pro Generation und
interessieren uns fiir einen gewissen Ort im Genom, auf einem gewissen Chromosom.
Wir nehmen der Einfachheit halber an, dass es nur ein Geschlecht gibt (die Individuuen
sind Hermaphroditen) und dass Selbstbefruchtung prinzipiell moglich ist. Ein einfaches
stochastisches Modell, das in dieser Situation Zufélligkeit in der Nachkommensverteilung
beschreibt, ist das diploide Wright-Fisher-Modell:
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Definition 1.30 (diploides Wright-Fisher-Modell). Die Population besteht aus 2N Chro-
mosomen pro Generation (die in N diploide Individuen aufgeteilt sind, z.B. Chrom. 1 und
2 in Ind. 1, Chrom. 3 und 4 in Ind. 2, etc.). Es findet Zufallspaarung in folgendem Sinn
statt: Fiir jedes der N Kinder unabhéngig werden zwei Individuen der Elterngeneration
rein zufillig (sagen wir, mit Zuriicklegen) als Eltern ausgewéhlt. Fiir die beiden Chromo-
somen in einem Kind bedeutet dies, dass jedes eine Kopie eines rein zuféllig aus den 2N
Chromosomen der Elterngeneration gezogenen Chromosoms ist.

Wir ersetzen also N durch 2N im , haploiden Wright-Fisher-Modell“ (Bsp. und
andere die Interpretation des Begriffs ,, Individuum* entsprechend.

Demnach (nach Satz konvergiert die Genealogie einer zufilligen Stichprobe von
n Chromosomen im diploiden Wright-Fisher-Modell (z.B. aus n/2 diploiden Individuen),
wenn man die Zeit mit 2/V reskaliert, gegen den Kingman-Koaleszenten (eine Koaleszenten-
Zeiteinheit entspricht im Modell mit N Individuen nun etwa 2N Generationen).

Analog gilt in der neutralen 2 Typ-Situation mit
XM = Anz. Typ 1-Chromosomen in Generation r,

dass der reskalierte Anteilsprozess (55 N X (N) )t>0 gegen die Wright-Fisher-Diffusion kon-

|t/2N]
vergiert (vgl. Satz (1.26)).

Bemerkung 1.31 (Hardy-Weinberg-Gleichgewichtf). Zwei Typen von Chromosomen
(im Jargon der Genetik: zwei ,, Allele“) bedeuten, dass es drei mogliche (diploide) Geno-
typen der Individuen gibt

11, 01, 00

(Typ 1-Homozygot, Heterozygot, Typ 0-Homozygot).

Anhand der Information quN) = k allein ist die Aufteilung in diploide Individuen
nicht festgelegt. Seien

(Y;n(N)(ll), Y;n(N)(Ol), Y;n(N)(OO))

die Anzahlen diploider Ind. (der drei moglichen Genotypen) in Generation r. Gegeben
XM = k= [2Np] (mit p € [0,1]) ist
(v, (11), v, (01),v,7 (00)) ~ Multinom(N, p?, 2p(1 - p), (1 - p)?).

Mit dem Gesetz der grofien Zahlen und dem multivariaten zentraler Grenzwertsatz folgt:
Gegeben ﬁXﬁN) =p ist

( Y™ (11), Y*NR01) Y*N’am))=(p%2p(1—py(1—4ﬁ2)+cm(

1
N r+1 N r+1 N r+1 ﬁ)

(wobei Op(1/+/N) einen (zufilligen) Korrekturterm beschreibt, dessen ,typische® GroBe
héchstens C/V/N fiir eine Konstante C' < oo ist).

8Nach Godfrey Harold Hardy (1877-1947) und Wilhelm Weinberg (1862-1937) benannt. G.H. Hardy,
Mendelian proportions in a mixed population, Science 28 (706), 49-50, (1908); W. Weinberg, Uber
den Nachweis der Vererbung beim Menschen, Jahreshefte des Vereins fiir Vaterlindische Naturkunde in
Wiirttemberg, 64, 369-382, (1908).
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Die Aufteilung in Genotypen (11,01,00) geméaB p? : 2p(1 - p) : (1 — p)? heifit Hardy-
Weinberg-Gleichgewicht. Wir sehen: In einer sehr groflen Population mit ,,Zufallspaarun-
gen‘ und Startanteil p von Allel 1 stellt sich nach nur einer Generation fiir die Verteilung
der diploiden Genotypen nahezu das Hardy-Weinberg-Gleichgewicht ein (in der mathe-
matischen Idealisierung im Grenzwert N — oo stellt es sich exakt ein). Andererseits
braucht es nach Satz Zeit ~ ©(2N), bis eine spiirbare Anderung des Allelanteils
auftritt, im Vergleich dazu stellt sich HW-Glgw. also ,,instantan® ein. Dies ist eine Be-

griindung, warum man sich in Populationsgenetik-Modellierung oft auf den haploiden
Fall beschriankt (und beschrinken darf).

Bericht 1.32 (Allgemeinere diploide Cannings-Modelle). Das haploide Wright-Fisher-
Modell aus Bsp. ist ein (wichtiger) Spezialfall der allgemeineren Klasse der (haploi-
den) Cannings-Modelle aus Def. [1.2] Analog kann das diploide Wright-Fisher-Modell aus
Def. in eine wesentlich allgemeinere Klasse von diploiden Cannings-Modellen ein-
gebettet werden, und es gelten zu Satz analoge Aussagen beziiglich der Konvergenz
der Genealogie einer zufélligen Stichprobe gegen den Kingman-Koaleszenten, siehe z.B.
M. Mohle und S. Sagitov, Coalescent patterns in diploid exchangeable population models,
J. Math. Biol., 337-352, (2003).

1.2.3 Beispiel: Das Experiment von P. Buri

Peter Buri, Gene frequency in small populations of mutant Drosophila, Evolution 10,
367-402 (1956) berichtet ein Experiment in , kiinstlicher Evolution*:

e 105 Populationen von jeweils konstantl?] 16 Taufliegen (8 weibl., 8 méinnl.) wurden
fiir 19 Generationen (1 Gen. ~ 14d) unter konstanten Bedingungen gehalten.

e 2 Allele: bw und bw™, die 3 Genotypen bw/bw, bw/bw™, bw™ [bw™ sind anhand der
Augenfarbe unterscheidbar

e Vorexperimente legten nahe, dass diese Genotypen keinen Einfluss auf den erwar-
teten Reproduktionserfolg haben.

e Die Anzahl bw™-Chromosomen in jeder Population und Generation wurde beob-
achtet, s.a. Abb. [1.3|

In dieser Laborsituation kann man die Wirkung der Gendrift direkt beobachten. Bei-
spielsweise passt der beobachtete Abfall der (empirischen) Heterozygotie, gemittelt tiber
die 105 Populationen, recht gut zum mittels Lemma [1.19] theoretisch vorhergesagten geo-
metrischen Abfallen der erwartete Stichprobenheterozygotie, allerdings muss der ,reale®
Populationsgroflenparameter 2N = 32 durch die ,effektive” Populationsgrofle 2N = 23
ersetzt werden, sieche Abb.

9Die konstante PopulationsgréBe wurde jeweils ,,von Hand“ beim Umsetzen der niichsten Generation
in ein neues Glas erzwungen, zwischenzeitlich waren die Populationen natiirlich angewachsen.

51



Populationen nach Anzahl bw7-Allelen
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Abbildung 1.3: Beobachtungen aus 105 Drosophila melanogaster-Populationsexperimen-
ten (aus P. Buri, loc. cit., Table 14, S. 387)
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Abbildung 1.4: Beobachtete empirische Heterozygotie und nach Lemma [1.19] angepasste
Kurven fiir die (theoretische) erwartete Stichprobenheterozygotie fiir zwei Parameterwah-
len (2N =32 und 2N = 23)
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Kapitel 2

Mutationen und der markierte
Koaleszent

2.1 Zwei (neutrale) Typen

Wir betrachten zunéchst wieder Populationsmodelle mit zwei verschiedenen Typen (sagen
wir F ={0,1}) und schreiben

X; = Anz. Typ-1-Individuen in Generation ¢.

Wie in den Cannings-Modellen aus Def. nehmen wir an, dass im Modell mit Popu-
lationsgroBe N die Nachkommensverteilungen durch einen austauschbaren Vektor v(%)
beschrieben werden (u.i.v. fiir verschiedene Generationen).

Wir erlauben nun zusétzlich die Méglichkeit der Mutation:

e Das Kind eines Typ 1-Elters habe mit W'keit ,u%v) den Typ 0 (und mit W’keit
1- u%v) den Typ des Elters),

e das Kind eines Typ 0-Elters habe mit W'keit u((]jlv) den Typ 1 (und mit Wkeit
1- /L(()JIV) den Typ des Elters),

e Mutationen entstehen u.a. fiir verschiedene Kinder.

Definition 2.1 (Typenanzahlprozess eines 2-Typ Cannings-Modells mit Mutationen).
Die Markovkette auf {0,1,..., N} mit Ubergangsmatrix

IP>(Xt+1 = y‘Xt = x)

N T kny L B N -k ) o
=S R(3r™ = k) 3 ()= Gy (7l iy
k=0 =1 £=0

d.h. gegeben X; = x ist
Xpit ~ B(X[o1, 1= i) + BN = X[, p16”) (2.1)
mit B(z,p), B(x,p) ~ Bin(z,p), wa. (z € {0,...,N}, p € [0,1]) und X/, =¢ Y%, VEN)

heifit Typenanzahlprozess eines 2-Typ Cannings-Modells mit Mutationen (mit Nachkom-

mensvektor(verteilung) £ (v(M) und Mutationswahrscheinlichkeiten z{”, u$).
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Beobachtung 2.2. 1. Falls ,ugév), ,ug]lv) > 0, so besitzt (X;) stets ein eindeutiges Gleichge-
wicht (es handelt sich um eine irreduzible Markovkette auf der endlichen Menge {0,1,..., N}).

2. Aus der Darstellung ([2.1) lassen sich leicht bedingter Erwartungswert und Varianz
bestimmen:

E[XHl‘Xt: ] z(1- ,Ul ) (N - $)U(()]1V)a
Var[ X | X = 2] = (1= py” - ) 2ena(N =) + 2 (1= n§7) e + (N = )6 (1= )

(zur Berechnung der Varianz ist die allgemeine Formel Var[Y'] = Var[E[Y|X']]+E[Var[Y|X]]

angenehm); falls M(N) = ,u(()JIV) = 0, so ergibt sich natiirlich wieder die Formel aus Be-

ob. [L18
Insbesondere gilt (analog zu Beob. [1.23) fiir z € [0,1] n +Z

1
E[NXHl - Z|Xt = NZ] = —Z/ho +(1- Z)M(N)
1 ? (N)
E[(NXHI - z) |Xt = Nz] = Var[NXtH X = Nz] + ( - Zlho ) 4 (1-2)pg; )
= (1= 5o = piy ) enz(1-2) + —z<1 o use” + ﬁu 2y (1= )+

(- Z/ho (1 Z)N(N))
(fiir das 2. Moment verwende man z.B. die Formel E[(Y - 2)?] = Var[Y] + (E[Y] - 2)?).

Falls ¢y — 0 und

0 0
u(()]lv) ~ CNEI, ,u%v) ~ CNEO fir N - oo (2.2)

mit 6y, 01 € (0, 00) gilt, so gilt fiir den reskalierten Anteilsprozess

™ ._ L
7" = Xl 120

analog zur Argumentation in Beob.

tim —E[£(Z00) = F(on) | 2 = 2] = (- @m S (1=2))f'(2)+ z(l -2)f"(2)

fiir f e C?([0,1]) und 2y € [0,1] N Z mit zy — 2z € [0,1].

Bemerkung. Die Annahme , die Populationsgréfie und Mutationswahrscheinlich-
keiten aneinander koppelt, mag auf den ersten Blick unnatiirlich erscheinen: Warum sollte
die Mutationswahrscheinlichkeit, die sich aus der Effektivitdt der biochemischen Kopier-
und Reparaturmechanismen innerhalb der Zellen eines Individuums, ggfs. im Zusammen-

spiel mit diversen Umwelteinfliissen, ergibt, irgend etwas mit der Populationsgrofie zu tun
haben?

Annahme (2.2]) bedeutet, dass Mutation und Gendrift ,,auf derselben Zeitskala“ wir-

ken. Wenn M((n ,u%o) < ¢y, so wirkt die Gendrift (wie wir wissen, iiber Zeiten der
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GroBenordnung O(1/cn)), bevor Mutationen irgendeinen merklichen Einfluss auf die

Zusammensetzung der Population haben, wenn u((]l ),ugo) > ¢y, so stellt sich ,reines

Mutationsgleichgewicht® ein, an dem Gendrift nichts dndert.

Anders gewendet: Fiir eine gegebene Population (mit endlichen, aber sehr groffem N)
sind

2 2
_M01 ~ 0 und _Mgé\[) ~

die ,entscheidenden® Parameter, um die Zeitentwicklung des Typenanteils zu beschrei-
ben.

Bericht 2.3. Falls ¢y —» 0, dy/cy = 0 sowie (2.2]) und ZéN) =zy = 2z € [0,1] gelten,
so konvergiert der reskalierte Anteilsprozess (Zt(N))tzo gegen den starken Markovprozess
Z = (Z;)s0 auf [0,1] mit Generator

i) = (- Do D -2)7(2)+ 520-2)7(), 2[0.1], Fec?(01]). (23)

Z heiit die (neutrale 2 Typ-)Wright-Fisher-Diffusion mit Mutation.

Analog zu Bem. kann man Z auch als Losung des Martingalproblems mit Gene-
rator L aus (2.3) oder durch die Forderung

t
7 ist stetiges Semimartingal mit Werten in [0,1] und (Z); = [ Zs(1-Zy)ds,
0

t 0 0
M, =27, - /0 ( - EOZS + 51(1 - Zs)) ds, t >0 ist ein Martingal

charakterisieren. Z ist ebenfalls die (eindeutige, starke) Losung der stochastischen Diffe-
rentialgleichung

dZt:(——Zt (1 Zy))dt +\/ Z,(1 - Z;) dB,

(mit (B;) standard-Brownbewegung).

Man kann dies analog zum Beweis von Satz beweisen.

Die Gleichgewichtsverteilung 7(V) € M;({0,1,...,N}) von X() ist zwar prinzipiell
durch das Gleichungssystem

TM@)y= Y wa MR =2 X7 =y), 20,1, N}
ye{0,1,...,N}

(zusammen mit der Bedingung Y2, 7 (z) = 1) eindeutig festgelegt, aber diese Glei-
chungssystem ist (zumal fiir grofe V) i.A. nicht explizit 16sbar.

Bericht 2.4. Fiir jedes z € [0,1] gilt

g(Zt ’ Zo = Z) ]\:;Beta(Gl,@o)

und Beta(f;, 6,) ist das eindeutige Gleichgewicht von Z. (Die Dichte von Beta(6:, 6,) ist
(00 +01)/(T(0)T(01))2" 1 (1 - 2)*7)
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Wir betrachten dazu (hier nur) eine Heuristik: Z 16st

(——Zt 91(1 Z))dt +/Z,(1 = Z,)dB,
—g(Zt——)dt VZ:(1 = 2)dB, = 1(Z,) + 0(Z,)dB,

(wir schreiben 6 := 6, + 01).

dZ;

Betrachte allgemeiner die Losung X der stochastischen Differentialgleichung
dXt = M(Xt) dt + O'(Xt) dBt

(mit p(-) “Driftkoeffizient”, o(-) Diffusionskoeffizient). Sei

¢(x) =exp (- fl/z i’géj)) dz), xe€[0,1].

Die Funktion

s(x) = fx o(y) dy

ist eine sog. Skalenfunktion fiir X: Itos Formel zeigt, dass (s(X})):s0 ein Martingal ist.
Die Gleichgewichtsdichte von X ist dann gegeben durch

m(z) = C/(d(x)o*(x)) (2.4)

(mit Normierung 1/C' = fol 1/(¢(z)o%(x)) dx), siche z.B. Rogers & Williams [RW], Vol. 2,
Ch. V.54 und speziell Thm. (54.5).

Heuristisch kann man (2.4 folgendermaflen einsehen: Nehmen wir an, dass es eine
Gleichgewichtsdichte 7(x) gibt, so gilt fiir geniigend glatte testfunktionen f

0=EALI(X0)]= [ 7)) /@) + 50%(2) " ()
= [ [ Gy @) + 5 (m0?) () ()

wobei wir in der zweiten Zeile partiell integrieren (und annehmen, dass f und seine Ab-
leitungen am Rand verschwinden, so dass es beim partiellen Integrieren keine Randterme
gibt).

Da obiges Integral fiir beliebige (gentigend glatte) f verschwindet, muss der Integrand
=0 sein, d.h.

(wp) = 5 (w0?)""

1
Dafiir ist wp = 5(7?02)’ , oder dquivalent

(log(r0?))" = (0?)'/(70?) = 2p/0,

hinreichend, d.h. 7 = const/(c2¢) ist eine Losung,.
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Fiir Z ergibt sich mit p(2) = 0(% - 2)/2, 02(2) = 2(1 - 2)

z 2u(z) x 9(2— L) 20,-0 6,
d =f d f +—dz = log(1 ~ ) + 11 -
f1/2 2(2) " e z(l—z) T hp1-z 2 = bolog(1 ~ ) + 61 log(z) + cons

somit

m(x) = Cexp (80 log(1-2z)+6; 10g(a7)) =CzM (1 - x)%!

b
z(l-x)

Beobachtung 2.5 (Stichprobenformel im 2-Typ-Fall). Die W’keit, dass in einer Stich-
probe der Grofle n = ng + ny aus der Population im Gleichgewicht genau n; Individuen
Typ 1 haben, ist

p(ni,ng) :(Z)Eﬂ[zm(l_z)no] - (nl)lf‘((éio)lt(eell) f 2 (1= z)m0 (1 - )P gz

_ (TLl + no)' F(90 + 01) F(nl + 01)F(n0 + 90) _ (Tll + no)l (el)nﬁ(eo)nm
n1! TL()! F(@O)F(Ql) P(’I’Ll +Ng + 01 + 90) 711! ’rl()! (91 + 90)(n1+n0)T

(beachte 2I'(z) = T'(x+1) und somit T'(0+n)/T'(0) = (0+n—-1)(0+n-2)---(0+1)0 = (0)n1).
Die Anzahl Typ 1-Individuen in einer n-Stichprobe aus dem Gleichgewicht ist also Beta-
Binomial(n, 6y, 0, )-verteilt.

Alternativ konnen wir diese Stichprobenformel folgendermafien gewinnen: Betrachte
einen Kingman-n-Koaleszent, ldngs dessen Asten mit Rate /2 Mutationen fallen (6 :=
91 + 00),

mit Wkeit 0;/6 ist es eine “— 1-Mutation”,
e mit Wkeit 0y/0 ist es eine “— 0-Mutation”.

e Markiere Typ der Wurzel zufillig (Typ 1 mit W’keit 6;/60, Typ 0 mit W’keit 6,/0)
und

e propagiere Typen lings den Asten des Baums von der Wurzel zu den Blittern (der
Typ andert sich auf 1, wenn man eine “— 1-Mutation” trifft und analog zu 0, wenn
man eine “— 0-Mutation” trifft),

e lese Typen an den Blattern ab.
[Bild an der Tafel]
Sei
p(n1,n9) = Wkeit, dass genau ny Bldtter Typ 1, ng Blatter Typ 0 erhalten
und

p(ny,ng) = Wkeit, dass ny vorgegebene Blatter Typ 1,
die iibrigen ng Blatter Typ 0 erhalten
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Es ist p(ni,no) = (”1;1"0)}7(711,710) wegen Symmetrie, in der Definition von p(n,ng) den-

ken wir uns die Blatter mit 1,...,n nummeriert und verlangen, dass eine vorgebene
Teilmenge A c [n] von Blattern mit |A| = ny; Typ 1 erhélt.

p lost (zerlege nach dem “jiingsten Ereignis”)
~ n101/2
p(n1,ng) = i

( 12 0) + (no + n1)0/2
)
("1;”0) + (ng +n1)0/2
N190/2 + n091/2 + NNy y
("15"0) +(ng+n1)0/2
_ ni(ny—1+6) B = 1.my) + no(ng —1+6g)
(n1+ng)(ny+ng—1+0) (n1+ng)(ny+ng—1+0)
mit Randwerten p(1,0) = 6,/6, p(0,1) = 6,/6.
Hierbei entsprechen die Terme

n090/2
”1;”0) + (ng+nq1)0/2
(3)

"1;"0) + (ng +n1)0/2

ﬁ(n1_17n0)+ ( ﬁ(n17n0_1>

P(n1—1,n0) + ( p(ni,no - 1)

p(ni,np—1)

e in der ersten Zeile aus einem Mutationsereignis (eine der ny Linien, die Typ 1 haben
sollen, wir von einer “— 1-Mutation” getroffen bzw. eine der ny Linien, die Typ 0
haben sollen, von einer “— 0-Mutation”),

e in der zweiten Zeile aus einem Verschmelzungsereignis (eine Verschmelzung inner-
halb der Gruppe der n; Linien, die Typ 1 haben sollen, oder innerhalb der Gruppe
der ng Linien, die Typ 0 haben sollen) und

e in der dritten Zeile Ereignissen, die nicht mit dem geforderten Ausgang kompatibel
sind (eine der ny Linien, die Typ 1 haben sollen, wir von einer “— 0-Mutation”
getroffen oder eine der ng Linien, die Typ 0 haben sollen, von einer “— 1-Mutation”
oder eine Linie, die Typ 1 haben soll, verschmilzt mit einer, die Typ 0 haben soll).

Die eindeutige Losung ist tatsédchlich

(0t (0)not  _
(‘91 + 60)(n1+no)T

p(ny,ng) = [Zm(1-2Z)m],

denn
ny(ny—1+06;) (01) G-t (Go)not no(no -1+ ) (01)n11(00) (no-131
(n1 + no)(nl +n9—1+ 0) (01 + 00)(n1+n071)T (7’L1 + no)(m +ng—1+ 0) (01 + 00)(n1+n071)T
__m (01) st (B0 )npt LY (01)nyt (00 )t _
ny +no (01 + 90)(n1+n0)T ny +ng (0 + 00)(n1+n0)T

Bemerkung 2.6 (Dualitét mit Feynman-Kac-Korrektur zwischen WF-Diffusion mit Mu-
tation und Blockzéhlprozess eines Koaleszenten ,,mit Tétung®). Sei (IV; )0 zeitkont. Mar-
kovkette auf Ny mit Sprungratenmatrix

n 01
Gnn-1 = (2) + 5”7 Ann = —qnn-1, (SOIlSt = 0)7
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(d.h. (V;) ist der Klassenzéihlprozess eines Kingman-Koaleszenten, in dem jede Klasse
zusiitzlich mit Rate 5 ,stirbt“).

Es gilt
E.[Z"] = En[ZNt exp (- % fOtNS ds)] (2.5)

(im Fall 6y = 6; = 0 entspricht dies (1.33)) aus dem Beweis von Satz [1.26)).
Beweis. Mit Ito-Formel ist

t 1 t
an =7+ f nZitdz, e f n(n-1)202d(Z),
0 0
o

t t
= Zp+ [ 022,00 Z)dBow [ 0z (- D220 —1(1—ZS))ds
0 0

1 t
+3 f n(n-1)2""27,(1 - 7,) ds

:ZS+A (w 2)(2" ! Z")d ——f Zsds + Martingal,,

d.h. f(n,z,t):=E.[Z]] 16st

_n(n-1)
Ef(n,z,t) = (T

(mit Startwert f(n,z,0) =2").
Ebenso 16st

)(f( -1,2.t) - f(nzt))——f(nzt) t>0,neN

g(n,z,t) = ]En[th exp(— % ./0th ds)]

dieses (eindeutig l6sbare) System linearer Differentialgleichungen. Diese Aussage ist ein
Spezialfall einer sogenannten Feynman-Kac-Formel, siehe z.B. Rogers & Williams [RW],
Vol. 1, Ch. III.19 und Vol. 2, Ch. IV.22, Ex. (22.11). Fiir einen direkten Beweis —
in diesem Kontext eine kleine Variation iiber die Kolmogorov-Riickwartsgleichung —
beachte

1 1 t
S(o(n 2t 4 n) = gn,z,0) = 5 (Ba[Ba[Nore F 07V | N, ]] - B, [ e 3 20 )])

- %((1 - h—"("_21+91) )e‘%)”hEn[zNie‘%o o N ds] 4 h—n(n_;wl)En,l[the‘%o Jo Ns 41+ O(h?)
—En[2Ve 3o N “1)
n(n-1+6)

= #(Q(n ~1,z,t)—g(n, z,t)) - %ng(n, z,t) + O(h),

mit h | 0 folgt die Behauptung. O

Bemerkung. Man kann (2.5)) auch anhand des mit Mutationen markierten Koaleszenten-
Baums aus Beob. mterpretleren fo N, ds ist die Gesamtlinge der Zweige, die noch
keine “— 1- Mutatlon” getroffen haben. Wenn auf einen solchen Teil eines Asts eine “— 0-
Mutation” féllt, tritt das gewiinschte Ereignis (alle n Stichproben sind vom Typ 1) nicht
ein. Da die “— 0-Mutation” geméif einem Poissonprozess mit Rate 6y/2 auftreten, ist
exp ( - %0 fot N, ds) die bedingte Wahrscheinlichkeit gegeben (N;), dass in diesem Teil der
Genealogie keine “— 0-Mutation” auftritt.
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2.1.1 Allgemeine endliche Typenmenge

Wir berichten hier kurz die Situation, wenn es anstelle von zwei eine beliebige endliche
Anzahl moglicher Typen gibt.

Sei E endliche Typenmenge (sagen wir, E = {1,...,d}), p irred. stoch. Matrix auf
E. Betrachte Cannings-Modelle mit Nachkommensvektoren (V)| ein Kind eines Typ k-
Elters habe mit W'keit u,(;’\g) den Typ ¢ und es gelte

1 0
lim —u,(ﬁ) = ipkg flir £ £ k
N

mit einem 6 > 0. Sei

1
Zt(f,j) = N(Anz. Typ k-Individuen in Generation [t/cy]).

Bericht 2.7. Falls ZéN) — 2z € [0,1]% (mit 21 + -+ 24 = 1), so gilt in dieser Situation
ZWN) »d 7 die d-dim. Wright-Fisher-Diffusion mit Mutation. Z ist ein starker Markov-
prozess auf dem (d—1)-dimensionalen Simplex {(z1,...,24) € [0,1]?: 21+ +24 =1} mit
Generator
1 4 o2 d , d 9
Lf(x) =5 2. w0y —xj)mf(lﬁ) ;(g pi; = piti)) pAC

ij=1
fir = (z1,...,24). Z besitzt ein eindeutiges Gleichgewicht.
Definition 2.8 (,,markierter n-Koaleszent*).

e Betrachte n-Koaleszent als (zufélligen) gewurzelten Baum ,,mit Astléngen,“

e lings den Kanten fallen Mutationsereignisse als unabhéngige Poissonprozesse mit

Rate 6/2,

e markiere die Wurzel mit einem geméfl 7, dem Gleichgewicht von p, zufillig aus-
gewahlten Typ,

e propagiere Typen von der Wurzel zu den Bléttern, bei jedem Mutationsereignis
fithre u.a. einen Schritt geméf p aus.

(Der Typenprozess lings den Asten ist eine Baum-indizierte Markovkette.)

Bericht 2.9. Die Verteilung einer n-Stichprobe aus dem Gleichgewicht der d-Typ Wright-
Fisher-Diffusion mit Mutation (aus Bericht entspricht der Verteilung der Typen
an den Bléttern eines entsprechend markierten n-Koaleszenten aus Def. Man kann
gemischte Momente der Gleichgewichtsverteilung von Z auf diese Weise charakterisieren
(dhnlich wie in Beob. im Fall von 2 Typen).
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2.2 Infinitely-many-alleles-Modell (IMA)

Definition 2.10 (Infinitely-many-alleles-Mutationsmechanismus). Wir treffen die Mo-
dellannahme, dass jede Mutation einen véllig neuen Typ erzeugt (und die Mutationen
sind ,neutral“, d.h. sie beeinflussen den Fortpflanzungserfolg nicht). In der Literatur ist
auch der Name “infinite alleles model” {iblich.

Mathematisch realisieren wir dies durch die Wahl E = [0, 1] als Typenmenge, bei je-
dem Mutationsereignis wird (unabhéngig) der neue Typ uniform([0, 1])-verteilt gewéhlt.

Wenn Mutationen sich mit Rate 6/2 > 0 ereignen, ist die Vorwértsentwicklung des
Typs langs einer Abstammungslinie demnach beschrieben durch den Markov-Prozess mit
Generator

0 i
Bf@)=5 [ f(w)=f()du, we[0,1]
fir f:[0,1] > R beschrankt und messbar.

Betrachte Stichprobe der Grofle n: Beobachtete genetische Variabilitdt modelliert
durch n-Koaleszent, lings dessen Kanten sich mit Rate g Mutationen gem. IMA-Modell
ereignen.

[Bild an der Tafel]

Offenbar ist nur der Teil der Genealogie jeweils ,,oberhalb“ der jiingsten Mutation rele-
vant, fiir die Beobachtungen an den Blattern konnen wir also folgende dquivalente Dy-
namik betrachten:

Definition 2.11 (,,Getoteter n-Koaleszent®). e Beginne mit {{1},{2},...,{n}} (al-
le aktiv).
e Jedes Paar von aktiven Klassen verschmilzt mit Rate 1.
9

e Jede Klasse wird mit Rate 5 getotet/inaktiviert: allen Elementen wird derselbe,

unif([0, 1])-verteilte Typ zugeordnet und die Klasse wird inaktiviert

(sie hat ihre , definierende Mutation“ getroffen).

e Ende, wenn keine aktiven Klassen mehr {ibrig.
Analog zu Def. (Kingman-Koaleszent) kann man dies formal als zeitkontinuierliche
Markovkette auf

&, = {Aquivalenzrelationen auf [n], deren Klassen als aktiv/inaktiv markiert sind}

ausformulieren (Ubung: man stelle die Sprungratenmatrix auf).

Bemerkung 2.12. Angesichts der Symmetrien des Koaleszenten ist die eigentlich rele-
vante Information das Typenhdiufigkeitsspektrum (B, ..., B,), wobei

B; = #Typen, die i-mal in der Stichprobe vorkommen, ¢=1,...,n

(offenbar ist Y"1 i B; =n).
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Gegeben (By,...,B,) = (by,...,b,) mit X1, ib; = n und
Zb’ = k?
i=1

sind die beobachteten Typen in der Stichprobe folgendermaflen verteilt: Zerlege {1,...,n}
uniform in k£ Teilmengen der Gréfen

1. 1,22 n,
— Y—— 2’_/
b1 bo n

ordne jeder Teilmenge u.a. einen unif([0, 1])-verteilten Typ zu.

Seien FE,, ..., E; ZVn mit Werten in {koal, mut},

Ej = Typ des Ereignisses, das die Anz. aktiver Klassen von k auf k — 1 reduziert.

Es gilt
)
( k-1
P(E}, = coal) = 22— = ;
GEEAEEY
k4 0
P(E), = mut) = —2— =
(B = mut) = Y+ ke k-1+6
und E,,..., E; sind unabéngig (verwende , konkurrierende-Raten“-Argument und Sym-
metrien der Sprungraten). Also gilt fiir e,, e, 1,...,e; € {coal, mut}

ﬁ (91(ek =mut) + (k-1)1(e, = coal))
P(E, =ep,..., By =e) = =L _ _ (2.6)
H(k; 1+0)

Definition 2.13 (Hoppd} Urne). Urne enthélt eine schwarze Kugel (“Mutationskugel”)
mit Masse 6, farbige Kugeln jew. mit Masse 1.

e 7Zu Beginn: Urne enthélt nur die schwarze Kugel .
e In jedem Schritt: Ziehe eine Kugel mit W’keit proportional zu ihrer Masse.

e Falls farbige Kugel gezogen: Lege zuriick zusammen mit einer weiteren Kugel der-
selben Farbe.

e Falls schwarze Kugel gezogen: Lege zuriick zusammen mit einer weiteren Kugel
einer vollig neuen Farbe.

'Fred M. Hoppe, Pélya-like urns and the Ewens’ sampling formula, J. Math. Biol. 20, no. 1, 91-94,
(1984).
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Lemma 2.14. Die von den n nicht-schwarzen Kugeln erzeugte Verteilung der Famili-
engrofien (Typenhdufigkeitsspektrum) nach n Zigen der Hoppe-Urne entspricht der des
getiteten n-Koaleszenten (aus Def. .

Beweisskizze. Lese (2.6)) ,riickwérts. O
Sei

K,, = #verschiedene Typen in n-Stichprobe.
Satz 2.15. Im IMA-Modell (0 >0 fest) gilt fiir n - oo

u 0 i 0 i—1
E[K,]= ~ flogn, K,]= —- : ~ fOlogn,
£ ;9+i—1 ogn,  Var[ K] ;9“,—1 O+1-1 08T
K, -E[K
und "—["]—d>/\f(0,1).
Var(K,)

Beweis. Verwende Hoppe-Urne, schreibe
Kn = Al + .- +An;
mit
A; = 1(im i-ten Zug wurde die schwarze Kugel gezogen).

Nach Konstruktion sind Ay,..., A, u.a. mit
P(A;=1)=0/(0+i-1).

Fiir die Asymptotik vergleiche mit Riemann-Integral, fiir asymptotische Normalitéit bilde
ein (unabéngiges, zentriertes, normiertes) Dreiecksschema

Ay -2

X = _ O+i-1
VVar[K,]

dies erfiillt (trivialerweise) die Lindeberg-Bedingung: Es gilt fiir
Sn=Xnr++ X

Var[S,] = 1, fiir jedes ¢ > 0 gilt wegen Var[K,,] - oo, dass E[X2,1(X?2 >¢)] =0 fiir n
geniigend grof3, insbesondere

Lu(e) = Y E[X21(X% > )] > 0.

i=1
[

Bemerkung 2.16 (Hoppes Urne und zufillige PermutationenE[). n Ziige aus der Hoppe-
Urne generieren sukzessive eine zuféllige Permutation II, von {1,...,n} (in Zyklen-
Darstellung) folgendermafen:

Nummeriere die farbigen Kugeln in der Reihenfolge des Erscheinens, wenn im k-ten Zug

2Eine Beobachtung aus Paul Joyce, Simon Tavaré, Cycles, permutations and the structure of the Yule
process with immigration, Stochastic Process. Appl. 25, no. 2, 309-314, (1987).
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e schwarze Kugel gezogen : fiige neuen Zyklus (k) hinzu,
(insbesondere: nach dem ersten Zug entsteht die Identitdt (1))
e farbige Kugel j; gezogen : fiige im Zyklus, der j; enthélt, links von jj ein.
Fiir jede Permutation m mit k Zyklen gilt dann

ek

P, =) = 0(0+1)--(0+n-1)

denn 7 legt die Reihenfolge der Ereignisse i.d. Urne fest, wenn im k-ten Zug schwarze

Kugel gezogen: Faktor %, wenn farbige gezogen: Faktor —4—

O0+k-1"
Man kann dies als eine Version des sogenannten China-Restaurant-Prozesses auffassen,
siehe z.B. [KI|, Kap. 24.3 (und speziell S. 523f dort).

Satz 2.17 (Ewens’sche Stichprobenforme]E[). Seien by, ..., b, € Ng mit
ij:kSn und Zjbj:n
j=1 j=1

gegeben. Die Wahrscheinlichkeit, in einer n-Stichprobe (im IMA-Modell) jeweils b; Typen

mit genau j Reprdsentanten (fir j=1,...,n) zu beobachten, ist
! 1 ok
S : . (2.7)
101202 on by lbglby! 00+ 1)—(0 +n—1)
Man kann ([2.7)) auch schreiben als
n (0/7)b
C(n,0) x[] e‘eh% (2.8)

. b,

7=1
mit

C(n,0) = nlexp (6 il 15)/(6(6+1)(8+n 1)),

d.h. die Verteilung des Typenhéufigkeitsspektrums (B, ..., B,) in einer n-Stichprobe ist
®7_,Poi(0/7), bedingt auf 7, jB; = n.

Beweis. Man kann dies per Induktion beweisen, indem man (analog zum Argument in Be-
ob. nach dem ,,jiingsten“ Ereignis im markierten Koaleszenten zerlegt. Wir betrachten
hier ein direktes, kombinatorisches Argument aus dem Artikel Robert C. Griffiths, Sabin
Lessard, Ewens’ sampling formula and related formulae: combinatorial proofs, extensi-

ons to variable population size and applications to ages of alleles, Theoretical Population
Biology 68, no. 3, 167177, (2005).

Seien E,, E,_1,... E; die ,Elementariibergéinge® in der Historie des gettteten Koales-
zenten aus Def. (vgl. (2.6) und Diskussion vor der Hoppe-Urne, Def. [2.13]),

E,, beschreibt das Ereignis, das die Anzahl aktiver Linien von m auf m — 1 reduziert.

3Warren J. Ewens, The sampling theory of selectively neutral alleles, Theoretical Population Biology
3,87-112, (1972) und S. Karlin, J. McGregor, Addendum to a paper of W. Ewens, Theoretical Population
Biology 3, 113-116, (1972).
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Wir nummerieren die Linien mit 1,...,n und fithren (genauer) Buch, welche Linie von
einer Mutation getroffen wird bzw. welche Linie mit welcher Linie verschmilzt, m&gliche
Werte der Elementariibergénge sind also

mut(4), Linie i trifft eine Mutation, und
koal(i — j), Linie ¢ verschmilzt in Linie j (# 7).

Wir denken bei den Verschmelzungereignissen an ,,gerichtete” Verschmelzungen, d.h. fiir
jedes aktuell noch aktive Paar von Linien ¢ und j

1
verschmilzt Linie 7 in Linie j mit Rate 3

Eine Liste e,,€,_1, ..., €1 solcher moglicher Elementariibergéinge nennen wir ein Feinpro-
tokoll.
Sei fiir m > 2
T 1/2 T = L , wenn e, eine Verschmelzung,
sm(m-1)+5%m  m(m-1+0)
Pm(em) = 02 0

= , wenn e,, eine Mutation,
Im(m-1)+%m m(m-1+0) "

pi(e1) = 1, wenn e; eine Mutation ist, und p;(e;) = 0 fiir eine (dann unmogliche) Ver-
schmelzung.

Fiir ein gegebenes mogliches Feinprotokoll e, e,_1, ..., e, e; mit & Mutationsereignis-
sen (und somit k Typen) ist
ok ok
P(E,=¢€pn,..., B = = pn(€n)Pn_1(€n_1)- = = 2.9
( € 1 61) p (6 )p 1(6 1) pl(el) H%:lm(m_l"'e) n'(e)nT ( )

(Produkt der Ubergangswahrscheinlichkeiten der Skelettkette des getdteten Kingman-n-
Koaleszenten).

Fiir by,...,b, € Ng mit 3% b; =k (und Y7, jb; = n) gibt es
(nh)?
T.0,5%) (210
mogliche Feinprotokolle, die auf dieses Typenhaufigkeitsspektrum (by, ..., b,) fiihren. Das

Produkt von (2.9) und (2.10) liefert (2.7)).

Zu (2.10)): Stellen wir uns fiir den Moment die k£ Typen (,kiinstlich“) nummeriert vor,
mit
Typenhéufigkeitsvektor (ny, no, ..., ng),

d.h. n, Stichproben sind vom /-ten Typ, und es gilt
{C:ne=j}=b;, j=12,....,n.
Es gibt

n!x( " )x(nl—l)!---(nk—l)!— (n)” = (n!)” (2.11)

ny...ng - H?:l Ny H?:l jbj
verschiedene Feinprotokolle mit £ nummerierten Typen, die auf diesen Typenhéaufigkeits-
vektor (ny,na,...,ny) fihren:
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1. n! Moglichkeiten fiir die Reihenfolge, in der die Linien inaktiv werden,

2. ( " ) Moéglichkeiten, die n Linien auf die k£ Typen aufzuteilen
ny...Ng
(n nummerierte Kugeln in & Schachteln legen),

3. fir £ =1,...,k gibt es (ny — 1)! viele Arten, innerhalb von Typ ¢ die ,, Verschmel-
zungsziele“ festzulegen.

(Nehmen wir an, wir haben in Schritt 1 und 2 festgelegt, dass Linien iy, i, ..., iy,
vom Typ ¢ sind und dass diese in der Reihenfolge 71,15, ... inaktiviert werden. Dann
gibt es ny — 1 viele Wahlen fiir das Verschmelzungsziel von 1, n, — 2 viele Wahlen
fiir das Verschmelzungsziel von s, u.s.w.)

Schliefllich fithren
bil-byl-----b,! (2.12)

verschiedene Feinprotokolle mit nummerierten Typen auf dasselbe Feinprotokoll ohne
Typennummerierung:

Typen ¢ und ¢ konnen vertauscht werden, sofern n, = ng. (2.13)

Der Quotient von (2.11)) und ([2.12)) liefert (2.10]). O

Bemerkung 2.18. Nach Satz ist

ein (schwach) konsistenter Schatzer fiir die Mutationsrate 6, d.h. fiir jedes 6 € (0, c0) gilt

—_

Onaiv — 0 stochastisch bzw. in Verteilung.
n—>00

Satz liefert auch asymptotische Normalitat von @\naiv. Allerdings ist

Varo[fouie] ~ —

logn’

(Dies ist allerdings ,,deprimierend langsam*: z.B. miisste n = €00 ~ 2.7 - 1043 sein, damit
die Streuung ~ 0.1\/6 ist.)

Beobachtung 2.19. Im IMA-Modell ist K,, suffizient fiir 6, d.h. gegeben K,, = k héngt
die Verteilung der beobachteten Typen nicht von 6 ab.

Beweis. Sei
n!

4 .
Cn,k = Z(bl bn) I‘I?:l ibi bllv

-----

(Y bezeichnet die Summe tiber (by,...,b,) € NI mit Y. b; = k, 3. ib; = n).
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Satz (Ewens-Formel) liefert

91@

Py(K, = k) = Ck,n9(9+ 1)-(0+n-1)

fir by,...,b, mit by + -+ b, =k (und ¥ ib; = n) also

1 n! 1

Po(By =b1,...,B,=b,|K,, = k) = 1012020 pbn '61!62!"'bn!.

]

Sei K,, = k beobachtet. Der Maximum-Likelihood-Schétzer Oy, ist dasjenige 6 > 0,
das die Likelihood

ok
00 +1)--(0+n-1)

L,(0,k)=Py(K, =k)=Chnp

(als Funktion von #) maximiert.
Es ist

0 0 Bl 1 o
8910gL n(0,k) = (k;log@ Zlog(0+z)) 7 ——é(k:— —,),

also ist 6y, Losung von

n-1

-3 (- [K))

i=0 O, +

(d.h. derjenige 0-Wert, unter dem erwartet=beobachtet).
Die Fisher-Information ist

0 2 1 n-1 g 2
1) = Ee[<%logLn(9,Kn)) ]— ﬁEel(Kn— > —) ] 92Var9(K )
(~ 5 logn nach Satz .

2.2.1 Die GEM-Verteilung

Betrachte die Hoppe-Urne (fiir festes n alternativ: den Koaleszent mit Mutationen geméafl
IMA-Modell), die Typen/Familien seien in Reihenfolge des Erscheinens nummeriert ( “age
order”)

Xk (n) := Grofe der k-ten Familie nach dem n-ten Zug aus der Hoppe-Urne,

(offenbar X;(1) =1, Xx(n) =0 fir k> n).

Frage:
(lxl(n) L), xs(m) )= (2.14)
n ‘n n ’

n—oo
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Beobachtung: (n+60)1X;(n), n=2,3,..., ist ein (beschrianktes) Martingal:

~ Xi(n) +1X1(n) . Xi(n) 0+n-Xi(n) _ Xi(n)

1
E[n+1+9X1(n+1)|]:”]_ n+1+6 n+6 n+1+6 n+0 n+0

(mit F,, = o(Beobachtungen bis einschliefllich n-tem Zug)), konvergiert also f.s. Analog
ist fiir £ > 2 mit o = Zeitpunkt des ersten Auftretens von Typ k

(n+op+0) ' Xp(n+a), n=1,2,...

ein (beschr.) Martingal.
Demnach: (2.14) konvergiert f.s. (zumindest koordinaten-weise).

Satz 2.20 (GEM-VerteﬂungE[). Seien By, Bs, ... u.i.v. Beta(1,0), d.h. sie besitzen die
Dichte (1 -0)%1 auf [0,1]. Die Verteilung des Grenzwerts in M ist gegeben durch

(B1, (1= B1)Bs, (1= Bi)(1 = B3) By, (1= B1)(1- Bo)(1- B) By, ... ).

Definition 2.21 (Yuld’}Prozess). Ein zeitkontinuierlicher reiner Geburtsprozess (jedes
Individuum erzeugt u.a. mit Rate 1 ein neues Individuum) heifit ein Yule-Prozess.

Es handelt sich also um eine zeitkontinuierliche Markovkette auf N mit Sprungraten
Gnns1 =N =~Qun, NEN  (gum=0fir m#n,n+1).
Es ist [auch| ein Spezialfall eines zeitkont. (Galton-Watson-)Verzweigungsprozesses.

Lemma 2.22. Sei (Y};)0 ein Yule-Prozess (mit Geburtsrate 1 pro Individuum) und Start-
wert Yy = 1.
Es gilt Z(Y;) = geom(e™) und (e71Y})s0 ist ein L?-beschranktes Martingal mit

tllglo e 'Y, £Exp(1).
Beweis. Sei
T; = |{t:Y; = i}| die Liange des Zeitintervalls, in dem 4 Ind. leben.
Die Form der Raten zeigt:
Ty, Ty, ... sind wa., T; ~ Exp(i).
Somit

P(Y;>n) = ]P’(T1+~--+Tn<t)=IP>( IIllaXTi<t)=(1—€_t)n, n=0,1,2,...

i=1,..., n

mit 7; w.iv. Exp(1), d.h. Z(Y;) = Geom(e™).

4Nach Bob Griffiths, Steinar Engen und John William Thomas Mccloskey benannt
nach George Udny Yule, 18711951
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(Alternativ beachte, dass die Losung der Vorwirtsgleichung

0
5 P1(Yi=n) = (n=1)P1(Yy =n = 1) -nP1(Y; = n), P1(Yo=n) =1,

gegeben ist durch Py(Y; =n) = e (1 - et)n1)

Zusammen mit der Verzweigungseigenschaft
LYo =k+j) =L (Yi|Yo=k) » L(Yi|Y = j)
folgt: E[Yin|Y:] = €Y;, d.h. (e71Y}) 40 ist Martingal.
Weiter folgt leicht: sup,,E[(e7Y;)?] < oo und e~*Y; ¢ Exp(1). O

Lemma 2.23. Seien G; und Gy u.a., G; ~ Gamma(0;) (d.h. Dichte (T'(6;)) g% e 9 auf
R, ). Dann ist

G
Z(Gl + GQ, m) = Gamma(@l + 92) ® Beta(Gl, 92)

Beweis. G =G+ Gy (G ~ Gamma(6; + 05)). Die gemeinsame Dichte von (G, G) ist

feror(91,9) =c1(0< g1 < 9)gt e (g-g1) 2 e 079 = ce91(0 < g1 < 9) g} M (g-g1)" 7,

demnach ist die bedingte Dichte von G, gegeben G = g

forio=g(g1) = c(9)1(0< g1 < 9)g7 (g - g1)* 7Y,

und somit die bedingte Dichte von G1/G, gegeben G = g
fcjayc=g(b) = ¢(g)1(0 < b < 1B (1 - b))%
Da _[01 f(crje)c=g(b) db =1 gilt, muss
c(g) =T(01 +62)/(T'(6:1)I'(62))
fiir jedes g > 0 gelten. m

Beweis von Satz[2.20. Darstellung via Yule-Prozess mit Immigration:

Seien 0 < Ty < Ty < -+- die Sprungzeitpunkte eines Poissonprozesses auf [0, co) mit Rate

6.

Der i-te Immigrant erscheint zum Zeitpunkt 7;, griindet ¢-te Familie, diese wéchst ab
dann als Yule-Prozess (vgl. Def. [2.21)) unabhéngig von allen anderen.

[Bild an der Tafell
Seien

Zi(t) := GroBe der i-ten Familie zur Zeit ¢ (wir setzen Z;(t) = 0 fir t < T;, Z;(T;) = 1),

S(t):=) Z(t) die Gesamtgrofe der Population zur Zeit ¢,
i1

Tpi=min{t: S(t) =n} der Zeitpunkt, zu dem die Population auf n anwéchst.

69



Es gilt
1 1 1 a (1 1 1
(ﬁZl(Tn%522(7—“)7523(7—”)"")n:12... N (EXl(n)’EXQ(n)’EX?’(”)“”)n:m

Dazu Vergleich der Sprungraten: Es gebe aktuell
k Familien d. Groflen jq, Jo,...,Jr mit j1 +--+jg =n
e S(t) springt nach n + 1 mit Rate n + 6,
e der Zuwachs

— betrifft i-te Familie mit W’keit j;/(n + @),
— erzeugt neue Familie mit W’keit 6/(n + 0).

Also: Skelettkette des Yule-Prozesses mit Immigration = Hoppe-Urne.
Lemma zeigt:

(201, Zo(8), 7' Z5(1), .. ) > (e T Ay e T Ay, e T Ay, ) Eis., (2.16)

(koordinaten-weise) mit A;, Ao, ... u.i.v. Exp(1).
Daraus folgt

e'S(t) > Y e™A, fs. (2.17)
n=1

(Zur Rechtfertigung der Grenzwertvertauschung beachte, dass M; = sup,soe *Z;(T; + t) u.i.v.
sind mit EM; < oo, also limsup M,,/n = 0 geméB Borel-Cantelli-Lemma (Y52 P(M; > en) < oo
fiir jedes € > 0).

Weiterhin gilt Tj,/n — 67! f.s. gem. dem starken Gesetz der groBen Zahlen, somit ist fiir
m > Ny

sup ». e e~ 7 (1) < > e Tr M, < > ne 2% )
t>0 n=m n=m n=m
Weiterhin ist .
.,2”( e "An> = Gamma(6), (2.18)
n=1

denn Y ; d(4, 1) ist ein Poissonscher Punktprozess auf R, x R, mit Intensitdtsmaf} 0dt ®
e *dz (und dies ist das Lévy-Mafl des Gamma-Prozess/der Gamma-Verteilung, siehe z.B.
Klenke [KI], Bsp. 16.15)

Fiir die Form des Intensitidtsmafies: sei h: (0,00) — R,, sagen wir, stetig mit kompaktem
Tréger, so ist

/oofooh(e_ta)ﬁdte_ada:/oofah(r)eﬁe_“da:/ 7")/ e da 9—=/°°h(r)ee—’“@
0 0 0 0 r 0 r

(Die allgemeine Beobachtung dahinter ist folgende: Wenn II = ¥ d,, ein PPP auf F mit In-
tensitdtsmaf v ist und f: £ - E', dann ist IT = ¥ dy(,,) ein PPP auf E' mit Intensitidtsmaf

p=vof1t)

70



Das Argument fiir (2.18)) zeigt auch
Z(G,T) = Gamma(1+60) ® Exp(1) = Z(eT/°G) = Gamma(6), (2.19)

denn Yoo e A, =e T (A + X2, e (Tn-TA,)
(Alternativ beachte man, dass e”7/ ~ Beta(6,1) gilt und verwende Lemma )
Somit gilt
Zl(t) 6T1_t21(t) Al
= d =
S(t) eTl’tZl(t) + 222 eTlitZi(t) A1 + Z;:Q 67(Ti7T1)A,L'

: Bl f.S.,

und .Z(By) = Beta(1,0), wobei By und A; + Y55 e (Ti-T) A; u.a. (Lemma [2.23)).
Sei

e A
Cp=A,+ Z e it A, B, ="
i=n+1 On
Zeige induktiv:
.z(cl, By, B, ..., Bn) = Gamma(1 + 0) ® Beta(1,0)®" fiir n e N. (2.20)

Der Fall n =1 stimmt nach obigem.

Fiir den Schluss von n - n+1: I.V. und Stationaritét sowie Unabhéngigkeit der Poisson-
Zuwéchse liefern

Z(Cy, B, Bs, ..., Bn1) = Gamma(1l + 0) ® Beta(1,0)®™;
zudem sind (Cy, Bo, Bs, ..., B,y1) und (A, T5 — T1) unabhéngig.
Nach Def. ist

Ay Ay

Cr=A +e 0y By === :
1 1 € 25 1 Cl Al N 67(T27T1)02

Es ist e"(T>"T1)Cy ~ Gamma(6) nach (2.19)) und A; ~ Exp(1) u.a. von e~(">-1)(Cy, d.h.
(C1, By) ~ Gamma(#) ® Beta(1,0)

nach Lemma dies liefert den Induktionssschluss.
Schliefflich gilt

et Z,(1) e A, Y, e i A y Y e TiA; e A,
- = X o x
e'S(t) Yoe A YE e A, Yinae A X el A,
Ay

= (1-Bp)x-x(1-B,)x

A+ Y2 e TimTa) A,
= (1—B1)X---X(1—Bn_1)Bn.
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Beobachtung 2.24 (Poisson-Dirichlet-Verteilung). Seien 1 > V; > V5 > --- die (der GroBe)
nach sortierten Eintrage (=Typenhéufigkeiten) aus GEM-verteiltem

(Bi, (1= B1)Bs, (1= B)(1 - B3) By, (1= B1)(1- Bo)(1- By) By, ... ).

Sei I =Y, 0x, PPP auf R, mit Intensitatsmafl (6/z)e *dx (II beschreibt die Spriinge
eines Standard-Gamma-Subordinators bis zur Zeit #) und S := Y. X;, seien X7 > Xpg1 > -+
die Ordnungsstatistik der X;s. Dann ist

(Xy/S, X(21/S, - )£ (Vi, Va, .. ).

Dies folgt aus dem Beweis von Satz[2.20| Diese Verteilung (ein W’maf} auf {(x1,22,...) €
[0,1]N: 2y + 29+ -+ = 1}), heiBit die Poisson-Dirichlet-Verteilung (mit Parameter 6).

Bericht 2.25 (Endlich viele Typen mit elternunabhingiger Mutation). Betrachte Mu-
tationsmodell mit d neutralen Typen (Typenmenge E = {1,...,d}), jede Linie mutiert
mit Rate 6/2, Typ nach Mutation ist j mit Wkeit 7; (> 0) ((71,...,74) Ws-Gewichte auf
{1,...,d}), w.a. vom vorigen Typ.

Die Typenverteilung in einer unendlichen Population im Gleichgewicht ist dann

Z(Z1(0),..., Za(o0)) = Dirichlet(fry, ..., 0ma), (2.21)

d.h. die Dichte ist

F(Q) Om -1 Omg—1
F(97r1)--~F(07rd)$1 Tk

beziiglich dem Lebesgue-Mafl auf {(z1,...,24):0<a; < Loy + -+ x4 = 1}.

Im Fall von d = 2 Typen hatten wir dies bereits in Beob. gesehen. Man kann
den allgemeinen Fall aus Beob. herleiten: Wenn man jeden Sprung des Gamma-
Subordinators unabhéngig gemafl 7 mit einer ,Farbe“ aus {1,...,d} einfirbt, so bilden

die Spriinge jeder Farbe fiir sich jeweils unabhingige Gamma-Subordinatoren (mit ent-
sprechend verkleinerter Intensitét), somit: Y; ~ Gamma(fm;) und Y7,...,Y,; unabhingig,

SO ist
Y, Y
Z .7 d
( 1(00)7 ) d(OO)) (Y'1+"'+Yk’ ,}/1+"'+}/;€)

und die rechte Seite ist Dirichlet(fmy, ..., 0m,)-verteilt (dies ist eine multivariate Verall-
gemeinerung von Lemma [2.23] siehe z.B. Ch. 40.5 in Norman L. Johnson, Samuel Kotz,
Distributions in statistics: continuous multivariate distributions, Wiley, 1972).

2.3 Infinitely-many-sites-Modell (IMS)

Definition 2.26 (Inﬁnitely—many—sites—Model]ﬂ). Man nimmt an, dass jede Mutation
eine neue, bisher noch nie mutierte Position am betrachteten Lokus betrifft.

SEingefiihrt in G. A. Watterson, On the number of segregating sites in genetical models without
recombination, Theoretical Population Biology 7 (2), 256-276, (1975).
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Mathematisch realisiert man dies z.B. folgendermafien: Die betrachtete Stelle im Ge-
nom (eine gewisse Abfolge von Nukleotiden im DNS-Doppelstrang eines Chromosoms)
entspricht [0, 1], jede Mutation erhilt eine neue, uniform aus [0, 1] gew#hlte ,, Position®,
der Typ eines Individuums ist ein (einfaches) Zahlmaf$l auf [0,1] (bzw. alternativ eine
Teilmenge von [0,1]), der Typ eines Individuums gibt an, wo dieses relativ zu einen
»Referenztyp® (oder , Wildtyp*“) mutiert ist.

Das infinitely-many-sites-Modell (IMS-Modell, in der Literatur auch infinite-sites-
Modell genannt) ist fiir viele praktische Zwecke eine angemessene Approximation fiir
die Beschreibung von Mutationen auf dem Niveau der DNS-Sequenz : Wenn die Mutati-
onsrate pro Basenpaar sehr klein und die betrachtete Stelle im Genom (der sog. Lokus)
nicht ,zu lang® ist, ist es plausibel, die Moglichkeit der Mehrfachmutation einer Stelle
(und andere Effekte, die im IMS-Modell nicht beriicksichtigt werden, etwa Rekombination
oder Insertionen/Deletionen langerer Stiicke im Genom) zu vernachlissigen. (Man denke
an eine Abfolge von L > 1 Basenpaaren, bei Mutation wird eine der zufillig gewé#hlte
der L Positionen zufillig modifiziert.)

Beispiel 2.27. John Parsch, Colin D. Meiklejohn, and Daniel L. Hartl, Patterns of DNA
sequence variation suggest the recent action of positive selection in the janus-ocnus region
of drosophila simulans, Genetics 159:647-657, (2001) berichten (u.a.) genetische Variabi-
litédt in einem ca. 1.700 Basenpaare langen Stiick des Chromosoms 3 in einer (weltweiten)
Stichprobe von 8 Drosophila simulans und einer Stichprobe von Drosophila melanogaster,
zwei verwandten Arten von Taufliegen. An insgesamt 31 Stellen sind Unterschiede zwi-
schen den Individuen sichtbar (siehe Tabelle 2.1] es sind nur die sogenannten variablen
oder segregierenden Positionen aufgefiihrt).

Die Sequenzinformation von Drosophila melanogaster — diese Stichprobe bildet beziig-
lich der 8 Stichproben von Drosophila simulans eine outgroup* — gestattet (zusammen
mit den IMS-Modellannahmen) an jeder Position zu entscheiden, welche Base die anze-
strale und welche die mutierte ist.

Zur Beschreibung von beobachteten Sequenzdaten in einer Stichprobe der Gréfie n im
Kontext des IMS-Modells betrachten wir folgende Modellvorstellung: Die n-Stichprobe
entsteht aus einem n-Koaleszent, lings dessen Asten sich mit Rate g Mutationen ereignen
(und jede trifft eine vollig neue Position).

Die Anzahl segregierender Stellen ist
S, = # verschiedene Mutationen, die in n-Stichprobe vorkommen

(im Sinne von: Positionen, an denen sich mindestens zwei Stichproben unterscheiden).
Wenn S, = s, so entsprechen die Beobachtungen einer nxs-Datenmatrix (Dix)iz1,. nik=1,..s

Dy, = 1(Stichprobe i ist an k-ter segregierender Stelle mutiert).

Beispielsweise sehen wir in Abbildung eine Realisierung mit Sy = 3.
Bemerkung 2.28 (Unbekannter Wildtyp). Wenn man ,nur® die Stichprobe sieht und
keine externen Zusatzinformationen (z.B. eine ,outgroup® durch inter-Spezies-Vergleich

wie in Bsp. [2.27)) besitzt, kann man an den segregierenden Stellen nicht entscheiden,
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Position

111111111111

2223555 6 6 6 6 6 6 6 7 811233 3 466 6 6 6

3894996 3484555 566043390285 1718289

53 361423895 412785 7732910228243 124

sl ¢ g at ¢ccaat at aaagoct cgat aagococgat t c
s2 . ¢ . .o . e R - S

s3 a ¢ . ¢c at gcccggggatctat cctct gt t g c a

ml . . . ¢cat gcccag . . . . .t . . cc . .t g . t g c a

Tabelle 2.1: Beobachtete genetische Variabilitét in einer Region in Chromosom 3 aus einer
Stichprobe von 8 Drosophila simulans (Zeilen s1-s8) und einer Stichprobe von Drosophila
melanogaster (Zeile m1) aus Parsch et al, Genetics 159:647-657, (2001). Siehe Figure 2
dort, wir betrachten hier nur den Teil der Sequenz, der die Gene janA und janB umfasst.

welcher Typ der Wildtyp und welcher die Mutante ist (im Genetik-Jargon: die Mutationen
sind ,,unpolarisiert“). In dieser Situation ist obige Datenmatrix nur bis auf ,, Umklappen*
von Spalten definiert, d.h. die eigentliche Information ist S,, und

1, Stichproben ¢ und j an k-ter segregierender Stelle verschieden,

0, sonst

A (k) :{

fiir k=1,...,5,,.

Beobachtung 2.29. Es gilt

n-1 1
Eg[S,] =0 h,, Varg[S,]=0h,+0%)" =
i=1
-1
mit h, = Y %
i=1
5.5
W= I

ist ein erwartungstreuer Schétzer fiir 6 (der sogenannte Watterson-Schétzer) mit

Vary [@\W] LY und _ w4 N(0,1) fiir n - oo.
logn Varg [@\W]

Beweis. Schreibe

Sn = Sn,n + Sn,n—l +oeee + Sn,?
mit
Sn,; = # Mutationen, wihrend die Genealogie aus j Linien besteht.
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Abbildung 2.1: Ein 4-Koaleszent, lings dessen Kanten Mutationen gem&fi IMS-Modell
auftreten. Wir registrieren fiir jede Mutation die mutierte Position (in [0,1]) und an den
Bldttern (den Stichproben) sdmtliche Mutationen, die sich auf dem kiirzesten Weg vom
jeweiligen Blatt zur Wurzel befinden.

Wir hatten in der Diskussion in Kapitel |1.1.1| gesehen, dass S, ; ~ geom( 9-{;; (denn ge-

geben T}, die Zeit, wihrend der j Linien in der Genealogie existieren, ist S, ; ~ Pois(£57}))
und Sy, 5, ..., Sp2 sind unabhéngig. Somit

i : 12 0(0+5-1) 0 62
Ee[Sn,j]=9j111—1=9/(]_1)a Varg[Sn,j]=(9+?_1)/(9_{j11) = (j-1)2 =j—1+(j—1)27

was die Formeln fiir Erwartungswert und Varianz von S, beweist.

Zur asymptotischen Normalitét von 8y Schreibe
Sni—0/(7-1 ,
Xpj= ’j /(‘7’\ ), 1=2,3,...,n.
Varg [HW]

Die X, ; bilden ein unabhéngiges, zentriertes und normiertes Dreiecksschema (fiir festes
n sind Xpo,..., X, unabhingig mit Es[ X, ;] = 0 und ¥7_, Varg[ X, ;] = 1), fiir ¢ > 0 und
n so grof, dass eVary [(/9\W] > 02 gilt, ist

E[X2,1(X2;>¢)] = ;A]E[(sn,j —0/(j - 1))’ 1(Sn, > 0/(j - 1) +/Varg [Q‘W])]

Varg [HW
< %E[S;jl(sn,j >0/(j - 1) +/eVarg [ﬁw])].
Val"g [ew]

Demnach erfiillt das Schema die Lindeberg-Bedingung
lim E[X7,1(X3 ;> )] =0 (2.22)
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und daher ist das renormierte Ay asymptotisch normalverteilt (siehe z.B. [KI, Satz 15.43]
oder [St2l Satz 4.2]).
(beachte: Fiir X ~ geom(p) gilt

%) [ 0o d2

E[X*1(X 2m)]= 3 k*p(1-p)* " < 2 (e k(1 o) =p Y S5 -p)t

k=m k=m

_p[d : i( y)m]yp:p[j_;(l—y)m”]y_p

y
(1- )m ! (1-p)?
P Z p2p )

((m+1)m+2(m+1)1 +2
p

)mfl

S((m+1)(m+2)+2)(1_£2 ,

demnach fiir X =5, ; mit p=p; = 913_'}1 und z.B. m =+/ %50 logn ist

1
; [52 (Sn,j > %6910gn):| < CH(G+?-1) 5e0logn
Varg [HW]

fiir ein Cp < oo, d.h (2.22)) gilt.) O

Bemerkung 2.30 (Alternativer Zugang zu Beob. [2.29)). Wir kénnten Erwartungswert
und Varianz von S,, auch folgendermafien berechnen: Gegeben die Gesamtlinge Lges des
Koaleszenten ist S,, Poi((&/ 2)Lges)—verteilt.

mit T, Tpo1, ..., T wa., Z(T;) = Exp((})), somit

11
Eo[S,] = —Z () ;; (2.23)
Varg[S,] = Fg [v 0[.Sn| Lges] | + Varg[Eg[Sy | Lges] ]
n-1 n-
= E@[ZLges]+var9[0 ges] 62%"‘922% (224)
i=1 =1

Die Konvergenzordnung O(1/log(n)) der Varianz des Watterson-Schétzers ist zwar
von Standpunkt der Statistik gesehen , frustrierend langsam® (zumal im Vergleich zur
klassischen Situation, in der man einen Parameter basierend auf n unabhdingigen Beob-
achtungen schétzt, dort hat man typischerweise Abfall der Varianz O(1/n) fiir plausible
Schétzer). Andererseits haben Y. X. Fu and W. H. Li, Maximum Likelihood Estimation of
Population Parameters, Genetics 134 (4), 1261-1270, (1993) gezeigt, dass es (zumindest
asymptotisch) auch nicht besser moglich ist:

Satz 2.31. Jeder erwartungstreue Schétzer fir 6 im IMS-Modell

n-1
hat unter Py mindestens Varianz 9/ Z (~ 8/logn fiir n — o).

o 0+k
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Beweis. Nehmen wir (zunéchst) an, wir kénnten S, 2 = $p2,5.3 = Sn3s---,Snn = Snn
beobachten (was anhand von Sequenzdaten an den Bléttern des Koaleszenten nicht immer
moglich ist):

Die Likelihoodfunktion (die Verteilungsgewichte von (Sy,...,S.2), aufgefasst als
Funktion des Parameters #) ist

n

. Sn.j
Ln(Sn,Qw";Sn,n;e) = H J ! ( 6 )

n

= (-1l ] (0+5-1) "

j=2
mit S, = Sp2 + -+ Spp, also

0 Sn o Spyt+1

—log L, (Spn2,...,80n;0)=—— -
9g 108 Ln(3n2: 50 0) = 5 ;9+]—1

d.h. @\ML,hyp, der Maximum-Likelihood-Schétzer fiir § basierend auf (S, ,,...,S.2), ist
die Losung (in 6) von s, =0 Y" Sn,j+1

J=2 0+5-1"
Weiter ist

0? s noog 41
——10g Ly (Sn.2,- -y Snm;0) = =2 + Y
062 02 ;(9_’_]_1)2

die Fisher-Information ist somit

82
1(0) = -Eq [ﬁlog[/n(smg, e snm;@)]
S, n Spi+1 k& f+j-1
= 3] Eu ] - S
192 Z;ue”_w 0 ;(3—1)(9”—1)2

_Z};‘;%l/k_z”: 1 _1”2‘:1 10 _1”21 1
- 0 j:Q(j—l)(«9+j—1)_9k=1 E k(O+k)) 02 0+k

GeméB der Cramér-Rao-Ungleichung (siehe z.B. John A. Rice, Mathematical statistics
and data analysis, Duxbury Press, 1995, Ch. 8.6 oder die knappe Diskussion unten) gilt
fiir jeden erwartungstreuen Schétzer

T = T(Sn,nv cee 7Sn72)

fiir 6 (d.h. der Schétzer wird durch eine Funktion 7": N2=t — (0, 00 ) mit Egy [T(S,W, ce Sng)] =
g fiir alle 6 > 0 dargestellt)

Varg[T(Snn,---,2)] > =

d.h. die Behauptung.
Nachtrige:
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1. Heuristik zur Cramér-Rao-Ungleichung:

Betrachten wir die allgemeine Situation, dass die Beobachtungen X ein Zufallsvek-
tor (mit Werten in einer geeigneten Teilmenge von R? fiir ein d) sind, die Dichte-
/Likelihood-Funktion f(z;6) (im diskreten Fall: die Gewichte) sei geniigend glatt,
so dass die folgenden Vertauschungen von Ableitung und Integral gerechtfertigt
sind.

Sei V(X)) := & log f(X;0) = m%f()(; 0) die ,,Score-Funktion®, esist Eg[ V(X )] =
0 stets, denn

ff(x; e 9)80f(x faef(:c G)d:c—aeffxﬁ)dx——l 0.
1(0) := Varg[V(X)] = B[V (X)?]

heifit die Fisher-Information, beachte auch

10) = Ef o

(d.h. wir kénnen die Fisher-Information als (erwartete) Kritmmung der Likelihood-
Funktion an den beobachteten Daten interpretieren), denn

log f(X;0)]

o2 2o f(@;0) 2 f(2:0)y2  Zxf(x:0) 0
o o8I0 =S Gl ) Ty el 0)
und
B0, a0 ] 2
E[ﬂxe)k' f(e)ﬂ 0) dz = /émﬂxﬂw %%/ﬂx®M—%ﬂ 0.

Sei nun 7'(X) irgendein Schétzer fiir 6 (d.h. eine Funktion der Beobachtungen X
mit Werten in [0, 00) (und Ey[(7(X))?] < o0), dann ist

Covy[T(X), V(X)] = Eo[T(X)V(X)] =

9) 89f(x 0) f(x;0)dx

/T@ f@mm—%mwwn

Die Cauchy-Schwarz-Ungleichung liefert

VVar PO Var [V ()] 2 [Covo[T(X), V()] = | S B T(X)]

und somit gilt
2 2
5B TN |55Ee[T(X)]]
Varg[V (X)] 1(0)
falls T(X) ein unverzerrter Schitzer fiir 6 ist, d.h. Eo[T'(X)] = 0 fiir alle 0, so ist

natiirlich 2E¢[T(X)] =1 (und dies ist die Form der Cramér-Rao-Ungleichung, die
wir oben verwendet haben).

Varg[T(X)] >
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2. Wir hatten die Schranke unter der Annahme hergeleitet, dass wir (Sp., ..., Sn.2)
tatséchlich beobachten kénnten, was anhand der Daten i.A. nicht moglich ist. In-
tuitiv erscheint es zumindest sehr plausibel, dass jeder ,reale” erwartungstreue
Schiitzer fiir # (d.h. jedes T = T(D), das eine Funktion der Datenmatrix D ist,
das also weniger Informationen verwenden darf, als wir oben angenommen hatten),
ebenfalls mindestens Varianz 1/1(0) hat.

Diese Intuition kann man durch den Begriff der (statistischen) Suffizienz folgen-
dermaflen formalisieren: Sei X die ,volle* Information, die die Genealogie der n-
Stichprobe und die darauf vorkommenden Mutationen beschreibt, d.h. X enthélt
die ,, topologische® Information, in welcher Reihenfolge die Verschmelzungen der Li-
nien stattfinden, und fiir jede Kante im Baum die Information, welche Mutationen
auf dieser liegen (wir verzichten hier darauf, dies in Formeln zu fassen). Offenbar
kann man aus X die Datenmatrix D ablesen und somit kann T = T(D(X)) als eine
Funktion von X interpretiert werden.

Die entscheidende Beobachtung ist, dass Y := (Sn2,503,.-.,5.n) suffizient fir
0 ist, d.h. die bedingte Verteilung Z5(X|Y) héngt nicht von 6 ab — gegeben
Sn2 = Sn2,---39nn = Spo entsteht X, indem man fiir j =n,n-1,...,2 auf den j
Kanten in ,,Niveau®“ j des Koaleszenten s, ; Mutationen uniform verteilt und unter
allen aktuell moglichen Verschmelzungen uniform eine auswihlt; demnach enthalten
die Gewichte von £ (X |Y") nur kombinatorische Terme, aber keine -Abhéngigkeit.

Nun ist (beachte, dass wir den bedingten Erwartungswert bilden kénnen, ohne 6 zu
kennen)

T:=T(Y):=E[T|Y]

ebenfalls ein erwartungstreuer Schitzer fiir  und nach Konstruktion ist T eine
gewisse Funktion von Y = (S,2,S5.3,--.,5mn), d.h. nach obigem ist Vary[T] >
1/1(#) und folglich auch

~ ~ ~ . 1
VaI‘g [T] = Eg [VaI‘g [T | Y]] + Val‘g [Eg [T | Y]] > VaI‘g [T] > —.
_— N 1(0)
>0 7
O
Definition 2.32 (Frequenzspektrum). Sei
gf") := # Mutationen, die in genau ¢ der n Stichproben vorkommen, i=1,... n-1.

(Wir nehmen dabei an, dass an jeder Position der anzestrale oder ,, Wildtyp“ bekannt ist,
z.B. durch Interspezies-Vergleich.) Der Vektor

€0 = (gM.6".....61)

heifit das Frequenzspektrum (der segregrierenden Stellen).

Wenn der anzestrale T%/;; nicht bekannt ist, betrachtet man stattdessen das gefaltete

Frequenzspektrum (U%n)ﬂb b ’nl(g/)Q J) mit
" = 6 4 € s, 1<i<[nf2),
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Abbildung 2.2: Diagonaleintrage o; ; und Antidiagonaleintrége o; ,,—; der Kovarianzmatrix
von £ fiir n =25, 0 =1

Satz 2.33. Es gilt

E, [55’”] - g Covg [55"% g§.")] - 1i_j§ +0%0,, 1<i<j<n

mit hy = Ti5' 1. Ba(i) = Gy (e = i) = 35

B (i+1)=Bn (1) C s
. R, = 2 ==, t+)<n,
Ba(i+1), i<3, h=hi | hn=h;
o hn-h; 1 < n Lo .. o n—i n—j
04 = 2 n—i 2 v=3, f'U,T 1>) ist Oij = _ Bn()+Bn(G+) 1 4=
Buli)- b >3 R A
n 2> 2 Bn(i)=Bn(j+1) _ 1 s
5 i 1+7>n

(und Oij = aji)~

Die Diagonaleintrige o;; (d.h. Varg[fi(”)]) dominieren die Kovarianzmatrix (o; ;):
Abb. zeigt die Diagonaleintrige o;,; und die Antidiagonaleintrige o; ,,—; fiir n = 25 und
6 =1, Abb. zeigt eine dreidimensionale Darstellung von (o; ;) fiir n = 25 und 6 = 1,
Abb. zeigt (—0;;), wobei der besseren Sichtbarkeit wegen die (auch betragsméfBig)
deutlich gréfleren Diagonal- und Antidiagonaleintrage auf 0 gesetzt wurden.

Beweis (der Formel fir den Erwartungswert). Wir denken uns die Kanten des n-Koaleszenten
auf jedem Niveau (u.a. zufillig) nummeriert.
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Abbildung 2.3: Kovarianzmatrix von £ fiir n =25, 6 =1

Sei
Vg0 := # Mutationen auf /-ter Kante auf Niveau £,
Ji¢ = # Blétter oberhalb /-ter Kante auf Niveau £,
damit ist
() n—i+l k
& = Z Zl/k,él(]k,[ =1). (2.25)
k=2 (=1
Somit gilt
() n—i+l k n—i+l k
Eo[¢" ] = S Bo[vie l(Jre=1)]= Y. Y Eg[vie]Po( e =1)
k=2 0=1 k=2 £=1
S (") _ 5y (")
im S k(-1 (1) = k(-1 (3]
_en‘irl 1 (n-i-1)! (k-=1D)!(n-k)! y 1!
S k-1(k-2)(n-i-k+1)! (n-1)! i(i—1)!
_ 61 ”‘i“(n—k)_g
o (") 3 \i-1 S
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= 1, wobei Diagonal- und

7

= 25,

1)xKovarianzmatrix von £ fiir n

Antidiagonaleintréige auf 0 gesetzt wurden

Abbildung 2.4: (-
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Wir verwenden hierbei in der ersten Zeile, dass

0., 0 2 0
]

Ey[vk.e] = Eo[Eolvne | Ti]] = Eo[ 5Ti] = 2k(k-1) k(k-1)

gilt und dass v, (das nur vom Poissonprozess der Mutationen abhéngt) und J, (das
nur die Kombinatorik der Abstammungsverhéltnisse widerspiegelt) unabhéngig sind.

In der zweiten Zeile ersetzen wir
Po(Jpp=1) = =

denn mit Korollar ist die Aufteilung in k (zufillig nummerierte) Familiengrofien
uniform auf allen {(ml, coo,my) €NFrmg 44 my = n}: Es gibt (Zj) viele Moglichkeiten,
bei (",;21) davon ist Jj ¢ = .

SchlieBlich beachte in der letzten Zeile Y774 ("7’“) = (";1), denn es gibt ("717(”1)) =

i-1 i-1
(’Z:f ) viele Teilmengen von {1,...,n -1} der GroBe i, deren kleinstes Element k — 1 ist,
und insgesamt (";1) Teilmengen von {1,...,n -1} der Grofle i.

Um E9[§£H)§§n)] zu bestimmen kann man die Darstellungen fiir ¢ und fiir j
miteinander multiplizieren und erhélt analog zu oben eine Darstellung via eine Doppel-
summe {iber Paare von Kanten im Koaleszenten-Baum. Mittels einer Verfeinerung von
Korollar kann man den kombinatorischen Ausdruck Py(Jy s =i, Jir o = j) bestimmen
(man unterscheidet verschiedene Fille, je nachdem ob die betrachtete Kante (k/,¢') ein
Nachfahre der Kante (k,¢) im Baum ist oder nicht) und erhélt nach recht umfangreichen

Umformungen die oben angegebenen Ausdriicke fiir Cove[ﬁi("), 5](”)], fiir Details sieche den
Artikel von Yun-Xin Fu, Statistical Properties of Segregating Sites, Theor. Pop. Biol. 48,
172-197 (1995), in dem dieser Satz bewiesen wurde. O
Tajimad| Test

Betrachte eine n-Stichprobe (im IMS-Modell), fiir 1 <i < j <n sei

A; j := Anzahl segregierende Stellen, an denen sich Stichproben ¢ und j unterscheiden.

Die mittlere Anzahl paarweiser Unterschiede,

(, Tajimas 8,), ist ein (auf den beobachteten Sequenzen basierender) Schiitzer fiir die
Mutationsrate 6.

Beobachtung 2.34. Es gebe s segregierende Stellen.

s n-1
0. = L > > 1(Stichpr. ¢ und j unterschiedl. an m-ter segr. Stelle) = % > §lin) k(n—k)
k=1

n
9 ) 1<i<j<nm=1

"Fumio Tajima, Statistical Method for Testing the Neutral Mutation Hypothesis by DNA Polymor-
phism, Genetics 123, 585-595, (1989)
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n=3 n=4, Fall 1 n =4, Fall 2

T, [a ‘b Ty [a____|b Ty la_ b
””” d T3 e ¢ d T3 ¢
15 lc e {f T, e }f

Abbildung 2.5: Formen eines n-Koaleszenten fiir n = 3 (bis auf Umnummerierung der
Blater nur eine Moglichkeit) und n = 4 (zwei Moglichkeiten)

(mit 5,2”) = # Mut., die in k£ Stichpr. vorkommen, aus Def. , d.h. @, ist eine (lineare)
Funktion des Frequenzspektrums.

(Dariiberhinaus kann @; ebenso wie .S,, und §W als Funktion des gefalteten Frequenz-
spektrums aufgefasst werden, d.h. wir kénnen dies auch dann bestimmen, wenn wir die
anzestralen Typen nicht kennen.)

Proposition 2.35. Es gilt

n+1 2(n2+n+3) ,

E@ [@T] = 9, Val"g (@r) = 3(n— 1) + 97’L(n— 1) .

Insbesondere: 0, ist erwartungstreuer Schitzer fiir 0, allerdings ist es nicht konsistent:

lim Vary (0,) = 160+ 26 > 0.

n—oo 3

Bemerkung. 0, = ﬁ Yi<icjen Aij wird in der Literatur auch mit 7 bezeichnet und die
2
(empirische) ,Nukleotid-Diversitat“ (engl. “nucleotide diversity”) genannt.

(Eg[7] = 6 ist einer der Griinde fiir die Parametrisierung, dass Mutationen mit Rate
/2 langs der Genealogie erscheinen.)

Beweis. Betrachte zunéchst eine Stichprobe der Gréfie n = 2: Es ist
Eo[A12] = Eg[Eg[A12| T2]] = Eg[0T5] = 0Eg[T5] = 0

(mit Ty = Zeit, wihrenddessen die Genealogie aus 2 Linien besteht = Zeit bis zum jgV
der beiden Stichproben, 75 ~ Exp(1)) und
Val‘g[ALQ] = VaI‘g [E@[ALQ |T2]] + Eg I:Val"g[ALQ |T2]]
= VaI‘g[QTQ] + EQ[@TQ] = 92\/8,1"9 [Tg] + QEQ [TQ] = Q2 +0.
Betrachte nun eine Stichprobe der Grofle n = 3, es bezeichne 7, die Anzahl Mutatio-

nen auf Kante a, etc., siche Abbildung [2.5] Jede Kante kommt in 2 von 3 paarweisen
Vergleichen vor, also ist

—_

1 2
Or n=3 = g(Al,z +Ap 3+ A2,3) = g(ﬁa 1+ et 77d)-

84




Sei T); die Lange der Zeitspanne, wihrenddessen der Koaleszent aus j Linien besteht. Nach
Definition sind 7, 75, e, Ng unabhéngig, gegeben T3 und Ty, und 74,7 ~ Poi(ng),nc ~
Poi(£Ty),m4 ~ Poi(4(T5 + T»)), d.h. 1 + 1 + 1c + na ~ Pois(0L3/2), wobei Ly = 3T + 2T
die Gesamtldnge des Baums ist. Daher ist

4
\/a]rg[Q7r ne 3] = §Var9[na + 1M + 1 + nd]

4 4
= §Var9[E9[77a + Ny + M+ Mg | Lg]] + §E9[Var9[77a TNy + Tt Tg | L3]]
4 0 4_ -0 2 40 1 5) 2
=g Vol lal + glal g el = 5 (0 o+ 4 1) g3 (3 g+ 2 1) =507+ 50

Andererseits ist wegen der Symmetrien der Verteilung des Koaleszenten Covg[ Ay 9, Ay 3] =
Covg[Aq2,Ag3], etc. und somit

1 1 1 2
Varg[Q,r n= 3] = 5 -3 V&I'Q[ALQ] + § -6- COV@[ALQ, Al,g] = 5(92 + 9) + gCOV@[ALQ, Al’g],

folglich
1

— 1
COV@[ALQ, ALg] = ;V&I‘g[emn:g] - %(82 + 9) = 592 + 50 (226)

Betrachte nun eine Stichprobe der Grofie n = 4: Es gibt 2 mogliche Baumtopologien

(sieche Abb. [2.5)).

Wir untersuchen zunédchst Fall 1 (das mittlere Diagramm in Abb. . Gegeben
Ty, T3, T, sind hier n, ~ Poi(gT4),nb ~ Poi(gT4),770 ~ Poi(g(ﬂ +T13)),mq ~ Poi(g(ﬂ +
T3 +13)),me ~ Poi(4T3), 0y ~ Poi(47:) und unabhiingig. Weiter ist in diesem Fall

1
Ormes = A(1) = ()(3%+3nb+3nc+3nd+4ne+3nf) 6)(1
2

(beachte: wenn oberhalb einer Kante ¢ Blatter liegen, so tritt sie in £- (n —¢) paarweisen
Vergleichen auf), somit ist

. 16
E¢[0r,n-1| Top.=1] = 651{3[37’4 + 3Ty +3(Ty + T3) + 3(Ty + Ty + To) + 4T3 + 313
1 1, 4 17

_0(3 3 gl by 4 a1y e )T
B R ML A M AR A At

2 2 2 2 2 2 2

—~ 1 1
Varg I:eﬂ-,n:z; ‘ TOpzl] = %EQ [Varg [Xl | T4, Tg, TQ]] + %Varg [Eg [X1 |T4, Tg, TQ]]

1
= %Eg[ (9Ty + 9Ty + 9(Ts + Ty) + 9(Ty + T3 + Tp) + 1675 + 9T3) ]
1
+ %Varg[ (3Ty + 3Ty +3(Ty + T3) + 3(Ty + Ty + Tp) + ATy + 3T3) |
72( +249(1+ ) +9(3+1+1)+ 48 49.1)
02
+ mvare[un +10T5 + 613
53 62 w2 g2\ D3, 115
= 1080t (ot ) gt t g
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Untersuchen wir nun Fall 2 (das rechte Diagramm in Abb. . Gegeben T}, T3,T5 sind
hier 1, ~ Poi(471), gy ~ Poi(4T1), ne ~ Poi(4(Ty+T3)), g ~ Poi(§(Tu+T3)), ne ~ Poi(&(T5+
T3)),ny ~ Poi(£T3) und unabhéngig, weiter ist in diesem Fall (mit Argumentation analog
zu Fall 1)

iy 1 1
O mea = A(2) = E(?ma + 30y + 30 + 31g + 41 + A1) = 6X2,
2
somit ergibt sich
_ 16
E¢[ 0 n1| Top.=2] = 65E[3T4 + 3Ty +3(Ty + T3) + 3(Ty + T3) + A(Ts + Tp) + 4T3 |
0 6 10
= EE[12T4 +107; + 873 ] = E(% +2948)= >0
_ 1 1
Varg|0y,n-s | Top.=2] = %Eg [Varg[ X | Ty, Ty, To] ] + %Varg [Eo[Xa| Ty, T3, T3]
1
= %Eg[ (9T + 9Ty + 9(Ty + T3) + 9(Ty + T3) + 16(T3 + Tp) + 1613) |
1 6
+ %Varg[Q (3T + 3Ty +3(Ty + T3) + 3(Ty + T3) + 4(T + Tp) + 4T3) ]
0 62
= 51[~=:‘.[3(<“f_r4 + 34T + 3215 | + mVar9[12T4 + 1075 + 8T
0 36 122 | 102 | 82 37 89 o
= — 32-1 10+ 8) =0+ —0>
&+ 332 1)+ go(Gr + o+ 1) = 510+ 1

Insgesamt ist mit P(Top.=1) = 2/3 = 1 - P(Top.=2) (denn damit der 2. Fall fiir
die Baumtopologie eintritt, muss die zweitjiingste Verschmelzung das Paar von Linien
betreffen, das bis dahin noch an keiner Verschmelzung teilgenommen hat, dies ist dann
1 von 3 Moglichkeiten)

und

Varg[ﬁwn 4] Eg[Varg[Aﬂn 4|Top.]] + Varg[Eg[Aﬂn 1| Top. ]]

2,53 115 1,37 89 2,17 1,10
3(1080 3240) 5(549 1629) 3(18€ 0) 3(90 9)
_ 49 9
= 549 +99.

Andererseits ist wie oben wegen der Symmetrien der Verteilung des Koaleszenten

Varg[@\mnﬂl]——Covtg[ oA, Y Ake]

1<i<j<4 1<k<t<4
—<6V8I9[A1 2] +6-2-2 COVQ[Al 2, Al 3] + 6COV9[A1’2, A374])
1
6( +6)+3(392+ 0)4— COV@[Alg,A34]
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und somit

~ 1 1 2 1
COVQ[ALQ, A3’4] = 6V&I‘9|:97T7n:4] - (62 + 9) - 4(592 + 5‘9) = 592 + 50 (227)

Schliefllich betrachten wir den allgemeinen Fall einer Stichprobe der Gréfie n:

1

Eo[0,] = % lsggnEG[Ai,j] = m(g)Ee[ALﬂ =0,
f7)- S AL Y A

((2)) 1<i<jsn 1<k<l<n
= o ((5)Vars[ 2] + (5)2(n ~ 2)Covo[ A2, Avs]

1
((3))

+(5)("57)CovelAs, A3,4]>
(2) (92 +0+2(n- 2)( 0%+ ;8) ("5 )(302 + %9))

n+1 2(n?+n+3) ,
= +
3(n-1) In(n-1)

O

Passen beobachtete Sequenzdaten zum Modell? Unser wahrscheinlichkeitstheo-
retisches Modell beschreibt die Verteilung von n beobachteten Sequenzen, die wir an den
Bldttern eines Kingman-n-Koaleszenten ablesen, auf dessen Kanten geméfl einem Pois-
sonprozess mit einer gewissen Rate /2 Mutationen liegen, die den Typ jeweils gemifl
dem IMS-Modell éndern. Angesichts Satz ist die biologische Interpretation, dass wir
n Stichproben aus einer ,,panmiktischen“ Population konstanter Grofie sehen und dass
die genetische Variabilitdt (am betrachteten Ort im Genom) ,neutral“ ist (und dass die
Annahmen des IMS-Modells wenigstens approximativ zutreffen).

Die Tatsache, dass sowohl By als auch 8, in diesem Modell erwartungstreue Schétzer
fiir (das unbekannte) 6 sind, gestattet es, fiir die Nullhypothese ,,das Modell beschreibt
die Daten zutreffend“ einen statistischen Test zu formulieren. Wenn das Modell zutriftt,

sollte namlich L
Qﬂ - QW ~ 0

bis auf ,,zuféllige Fluktuationen“ gelten. Diese Idee geht auf F. Tajima zuriick, siche den
in Fuinote [7 auf S. [83 zitierten Artikel.

Um einzuschétzen, wie grofl die , typischen® Fluktuationen sind, sollten wir (zumin-
dest) Vary [HW - GW] bestimmen konnen.

Bericht 2.36. Es gilt Covy [S 9\] 0+ (% %)92 also Covy [9W76 ] = % + (%J“%)ﬁ

und somit ,
2(n°+n+3) n+2 n 2
) ( In(n-1) # + i ) 0

Var9 9 —QW (

(mit hy, = ¥iZ 11 17 gn = Z?:ll %2)



Weiterhin ist

—

V= 1S, + an5, (S, - 1) (2.28)

mit

o = (52255 _%)/hn, ap = (%—Z—ﬁ+i—%)/(hi+gn) (2.29)

ein erwartungstreuer Schétzer fiir Varg [@; - gw]

Die Formel fiir Cova[Sn,@r] kann man mittels einer dhnlichen Zerlegung wie im Beweis
von Proposition [2.35 beweisen, siehe F. Tajima, a.a.O. Zusanlmerl\ mit Beobachtung[2.29
und Proposition [2.35| ergibt sich daraus die Formel fiir Vary[6, — Oy ].

Aus Beobachtung folgt auch
Eo[S,] = 6h, und B[S, (S, —1)] = Varg[S,] + (Eo[Sn])” ~ Eo[ 5] = 62h, + 6%g,
d.h. Ee[V] = Vare[0 — Oy ].
0, — Ow
ﬁ

Die Teststatistik D erfiillt Eo[D] ~ 0, Varg(D) ~ 1 (die Erwartung ist nicht exakt = 0,
da Zahler und Nenner nicht unabhingig sind, die Varianz ist nicht exakt = 1, da V nur
ein Schétzer fiir die Varianz des Zéhlers ist). Die Formulierung ist (beispielsweise) durch
den klassischen t-Test inspiriert: Dort normiert man einen empirischen Mittelwert von n
Beobachtungswerten mit dem Standardfehler, einem Schétzer fiir die Streuung.

Definition 2.37 (Tajimas D). D := mit V aus (2.28) heiBt Tajimas D.

Um anhand von D einen statistischen Test zu formulieren, bendtigen wir (fiir ein
vorgegebenes Signifikanzniveau «) sogenannte kritische Werte, d.h. geeignete Quantile
von D unter der Nullhypothese.

Auf dem Ereignis {S,, = s} gilt
O = S/ hp, V=as+ ass(s—-1),

der kleinste moglicher Wert von g, ist dann

1 2
—s(n—-1)= il
n

(3)
Dies geschieht, wenn én) + 7(:?1 =n, g§"> =0 fiir 2 <7< n -2 gilt (insbesondere, wenn

alle Mutationen auf sogenannten externen Kanten — die direkt zu einem Blatt fithren —
liegen). Der kleinste mogliche Wert von D ist dann somit

2s/n—sfhn ___ 2fn—Lha 0o o0y
\/0415+0428(s—1)5—>°° NG mm( min ( ))

Wihrend ein so kleiner Wert von D unter dem Modell, in dem Mutationen auf den
Kingman-Koaleszenten fallen, eher untypisch ist, wére dies ist in einer ,sternféormigen*

88



=

Abbildung 2.6: Ein ,,sternférmiger” (links) und ein ,,Hithnerbein“- (rechts) Koaleszenten-
baum

Genealogie, in der die externen Aste die Gesamtlinge des Baumes dominieren (siche
Abbildung , typisch.
Andererseits ist auf {S, = s} der groBte mogliche Wert von 8,

. [n2n2)

n(n-1)

1
—s|n/2||n/2
(n)[/H/J

2

Dies geschieht, wenn 5[(:/)21 =n, 52.(") =0 fur ¢ # [n/2] (d.h. wenn alle Mutationen auf sehr
,balanzierten“ Kanten liegen, die die Bldtter in genau zwei Hélften teilen). Der grofite
mogliche Wert von D ist dann

2ofnf2lnf2] _ gy, 2An2lnj2l gy

n(n-1) n(n-1)
=t dmax (= dmax
\/Oz15+042s(3—1)5"—°>° NG ( (n))

Waéhrend ein so kleiner Wert von D unter dem Kingman-Koaleszenten untypisch wére,
wére dies ist in einer (sehr balanzierten) “Hiithnerbein-artigen”-Genealogie, in der zwei
innere Aste die Gesamtlinge des Baums dominieren (siehe Abbildung [2.6)), typisch.

Im Gegensatz etwa zum klassischen ¢-Test ist die Verteilung von D unter der Nullhy-
pothese

,die Beobachtungen entstehen durch die Typen an den Blattern eines
n-Koaleszenten, langs dessen Kanten sich mit Rate 6/2 Mutationen gemafi  (2.30)
IMS-Modell ereignen*

nicht explizit bekannt und héngt von dem unbekannten 6 ab.

Tajimas pragmatisch-heuristische Losung: Approximiere die Verteilung von D durch
eine skalierte Beta-Verteilung, so dass der Triger = [dumin, dmax ], EW=0 und Var=1 gilt
(was recht plausibel passt, siche Abbildung : Verwende die approximative Dichte

F(u + U)(d — dmin)u_l(dmax _ d)v—l
F(U’)F(U)(dmax - dmin)u+v_1 )

fappr(d) = dmin <d< dmax (231)
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mit
( 1 + dmaxdmin ) dmin ( 1 + dmaxdmin ) dmax
u = = — .

)
dmax - dmin dmax - dmin

(2.32)

(beachte dpin < 0 < dpax)-
Diese Formeln entspringen dem Ansatz

D » (dpax — dmin) B + dyin - mit B ~ Beta(u, v).

Beta(u,v) hat EW - und Var
mierungen ergibt sich

m, aus dem Ansatz und den geforderten Nor-

U _dmin — dmax - dmin dmax

= V=U—"7""FT"-—-"U=U s

u+tv dmax - dmin _dmin _dmin

uv _ u2 —chlI:i. _ _dmaxdmin
(urv)?(uro+l)  y2(14 %)Q(u(l +mac) 1) (dmax = inin)2(w(1 + dp=2) 1 1)
B 1
- (dmax - dmin)2
_dmaxdmin -1 dmin(l + dmaxdmin) dmax(1 + dmaxdmin)
fr— u = = y v =— 5
1 — dmax dmax - dmin dmax - dmin

min

woraus sich (2.32) ergibt.

Definition 2.38 (Tajimas Test). Sei a € (0,1), gBeta(u,v)(/2), GBeta(u)(1 — a/2) das
a/2- bzw. (1 - a/2)-Quantil der Beta(u, v)-Verteilung mit angepassten Parametern u,v

aus (2:39).
Lehne Hy : (2.30) ab, wenn

D < (dmax - dmin)QBeta(u,v)(a/Q) + dmin oder
D> (dmax - dmin)deta(u,v)(1 - 04/2) + dmin-

Dieser Test hélt (zumindest approximativ) das Signifikanzniveau « ein.

Beispiel. Fiir die Daten aus Bsp. ergibt sich n = 8, s = 31, 5%8) = 13, 558) =1,
®) ~17, somit 8, =7.93, By =11.96, D=-1.79

Tajimas Approximation liefert ein 95%-Konfidenzintervall fiir D unter dem Standard-
Kingman-Koaleszenten von [-1.663,1.975], d.h. die Abweichung von 0 ist auf dem 5%-
Niveau signifikant (s. Tajima, a.a.O., Table 2, S 592).

Diskussion. In der biologischen Interpretation nennt man Tajimas Test gelegentlich
etwas salopp einen ,, Test auf Neutralitdt“, da die Nullhypothese aus einem Modell
ohne Selektion stammt.

Signifikante Abweichungen von D ~ 0 legen Alternativhypothesen nahe, unter de-
nen der Baum, der die Stichproben verbindet, eher nicht wie ein , typischer Koaleszent
aussieht.

Ein signifikant negatives D < 0 passt eher zu einem Baum, in dem externe Aste
dominieren (Abbildung [2.6] links). Biologische Szenarien, in denen solche Genealogien
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Abbildung 2.7: Simulation der Verteilung von D fir n = 25 und 6 = 10 (links) bzw.
0 = 2 (rechts) unter dem Kingman-Koaleszenten mit IMS-Mutationen sowie angepasste
skalierte Beta-Dichte aus . Histogramm jeweils basierend auf 100.000 simulierten
Datensétzen.
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typisch sind, wiren beispielsweise gerichtete Selektion am betrachteten Ort im Genom
(oder in dessen ,Néhe“, ein sogenannter selektiver “sweep”) oder eine stark wachsende
Population.

Ein signifikant positives D > 0 passt eher zu einem Baum, in dem wenige interne Aste
dominieren (Abbildung , rechts). Populationsszenarien, in denen solche Genealogien
typisch sind, sind beispielsweise (rdumlich stark) strukturierte Populationen oder soge-
nannte balanzierende Selektion (bei der selektive Krifte gewissermaflen eine genetische
Substruktur in der Population aufrecht erhalten).

Eine ,,exakte*“ Version von Tajimas Test

K. L. Simonsen, G. A. Churchill und C. F. Aquadro haben in dem Artikel Properties of
statistical tests of neutrality for DNA polymorphism data, Genetics 141:413-429, (1995)
eine Version von Tajimas Test vorgeschlagen, die ohne die (nicht wortlich gerechtfertigte)
Approximation von D durch eine Beta-Verteilung auskommt]

Das unbekannte 6 wird dabei als ,,Storparameter” (engl. “nuisance parameter”) auf-
gefasst. Wir wihlen 8 >0 (und typischerweise klein) und konstruieren zunéchst ein Kon-
fidenzintervall fiir § zum Irrtumsniveau (:

Sel fiir s € Ny

Or.(s) = min{@ >0:Pp(S, >5)>B/2}, Or(s) = max{Q >0:Py(S, <s)>[/2}.

Dies ist mittels der Verteilungsfunktion von S,, unter Py aus Lemma [2.39| unten zumindest
numerisch moglich; da diese als Funktion von 6 stetig ist, gilt tatsichlich PﬁL(s)(Sn >s) =
B/2 und Py, (S, < 5) = B/2 fiir s € Ny.

Da 6 — Py(S,, > s) monoton wachsend in 6 ist, gilt

0.(s)>0 < Pp(S,>5)<f/2 und BOxr(s)<0 < Py(S, <s)<f/2.
Damit gilt
V0>0 : Pe([0.(S0),0r(Sn)]20) 21~ 5,
denn fiir € > 0 ist
Po([0(Sn),Or(S:)] #60) =Po(6 < BL(Sn)) + Po(6 > Or(S,))
= Pe(Sn e{s:0< @L(S)}) +P0(Sn e{s:0> @\R(S)})
- D Po(S,, =s) + > Po(Sy = s) <

5:Pg(Sn2s)<B/2 5:Pg(Sn<s)<B/2

N | ™
+
N | ™

Dann bestimmt man bei beobachtetem Wert von .5, (mittels Simulation, fiir 6-Werte
aus einem geeignet feinen Gitter in [61(S,),0r(S.)])

D7 = min {%-Quantil von Zy(D) : € [02.(S,), On(S)]},

Dj = max{(l - %)—Quantil von %(D) : O ¢ [’Q\L(Sn),’@\R(Sn)]}.

8Die Konstruktion verwendet ein allgemeines statistisches Prinzip, siehe R. L. Berger und D. D. Boos,
P values maximized over a confidence set for the nuisance parameter, Journal of the American Statistical
Association 89, No. 427, 1012-1016, (1994).
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Somit gilt
VO>0: Py(D¢[D;,D}]) <a+ B,

d.h. der Test
lehne Hy : (2.30) ab, wenn D < Dj oder D > Dj,

hélt Niveau a+ 3 ein (zumindest theoretisch, wenn man die Quantile im 2. Schritt exakt
bestimmen konnte).

Beispiel. Fiir die Daten aus Bsp. (n =8, D=-1.79) berichten Simonsen, Churchill
und Aquadro, a.a.O., Table 3 gemafl diesem Ansatz ein 95%-Konfidenzintervall fiir D
unter dem Standard-Kingman-Koaleszenten von [-1.80,1.83] (fiir n = 10, S, € [27,41]),
d.h. die Abweichung ist ,,gerade so* nicht signifikant auf dem 5%-Niveau.

Lemma 2.39 (Explizite Verteilung von S,,). Es gilt
n-17%! e (T —2 6 \m+l
Bo(5,=m) = "= S0 (3 ) () meme

Py (S, <s)=1- ;(—1)k‘1(n; )(ka)1 s €N

Bemerkung. Dies ist eine Version von Lemma m (Dichte der Faltung exponentieller
ZVn) fur den diskreten Fall (Faltung geometrischer ZVn).

Beweis. Sy, = Sy + Spp-1 + -+ Sy mit S, ; ~ geom(eﬂ -) u.a.
Sei u € [0,1]: Es ist
B[] = Yt () = At = g
G-I\ T —ugty j-1+0(1-u)
somit
E[u5] = [TE[u5] - ]t
j=2 pot b+ 0(1—u)
Weiter ist
Tk K Ak (n-1)!
— n, _ . _ n | _(_ k B n-9
k=1k+z_,;k’+z (ze CN-N)  mit apyg T G-R) (-1)*(n-1)(}77),
also
0

Bafus] = 5 0B (S0 m) = 5 s 5 (7

m=0

V'un = 3w S ()"
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und

S

m=0 m=0 k=1 k’—l 9+l€
n-1721 n-2\ < g \mtl
=B

0 k:1( ) k-1 WZZ::O(H'F]{?)

s+1

:n—ln‘l(_l)k_l(n—Q) 0 1-(3%)

o = k=1)0+k 1-(3%)
:n_ln—l(_l)k_l(n_2)g 1_( 9 )5+1

0 = k-1)k 0+k

n-1 -1 9 s+1
-z (") - (a2)

k=1( ) k 0+k

n—1 _1 9 s+1
e (7))

,;( ) k 0+k

(denn - Y pof (-DF(" ) =1-(1-1)»t =1). O

2.4 Kombinatorik, Likelihoods und anzestrale Infe-
renz im IMS

Angesichts der Modellannahmen des infinitely-many-sites-Modells stellt sich folgende

Frage: Sind beobachtete Sequenz-Daten D = (D;;) mit dem IMS-Modell vertréglich,
d.h. gibt es einen (gewurzelten) Baum mit n Bldttern und s eindeutigen Mutationen
(wir konnen uns die Mutationen als Markierungen auf den Kanten vorstellen oder sie als
»innere Knoten“ auffassen), so dass

O, ={1<i<n:D;; =1} = {Blatter oberhalb Mutation j} fir j=1,...,sgilt 7 (2.33)

Bemerkung. Der Baum muss nicht notwendigerweise binér (,,vollstéandig aufgelost®)
sein. Insbesondere kann es mehrere / viele mit Mutationen markierte Koaleszenten-Baume
geben, die zu den Daten passen.

Beispiel 2.40. Folgende Datenmatrix ist mit mehreren Bdumen vertréglich

1 1 .
} 1 1 [Skizze an der Tafel,
11 1 ' vgl. auch Abb. [2.8]

Die folgende Datenmatrix ist nicht mit einem Baum vertréaglich:

10
11 (2.34)
01
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Die erste Spalte zusammen mit der IMS-Annahme erzwingt, dass ein solcher Baum die
Struktur des Baums unten links haben miisste, wihrend die zweite Spalte erzwingt, dass
er die Struktur des Baums unten rechts haben miisste.

O ®© 6 O O 6

RV

V1<jk<s: 0;n0p#0 = (0;c O oder O c 0)) (2.35)

Bedingung 2.41.

d.h. D enthélt keine Teilmatrix der Form ([2.34) und auch keine Zeilenpermutation dieser
Form.

Satz 2.42. D ist mit dem IMS-Modell vertraglich, d.h. Frage (2.33)) ist zu bejahen, g.d.w.
(2.35) gilt. In diesem Fall kann man derﬂ sminimalen Baum mittels Gusfields Algorith-

mus konstruieren.

Offensichtlich gilt (2.35)), wenn es einen entsprechenden Baum gibt.

Algorithmus 2.43 (Gusfields Algorithmuﬂ. Gegeben sei eine n x s-Datenmatrix D
mit 0-1-Eintragen.

1. Streiche identische Zeilen und Spalten aus D (fiir Zeilen: vervielfiltige spater entspr.
Blatter, fiir Spalten: lege spéater mehrere Mutationen — in beliebiger Reihenfolge —
auf dieselbe Kante)

(wir nehmen fiir die weitere Notation an, dass D keine identische Zeilen und Spalten
enthélt)

2. Sortiere Spalten lexikographisch

(8quivalent: absteigend als Bindrzahlen mit erste Zeile = fithrendes Bit, d.h. Spalte
J entspricht z; = Y1) D;;277%)

3. Fiir (4,5) mit Dy; =1 sei L;j = max ({k < j: Dy, =1} u{0}) ;
setze L;:=max{L;;:1<i<n,D;;=1} (1<j<s)

4. Falls L;; < L; fiir ein (¢,j) mit D;; = 1: breche ab

(die Daten sind nicht mit einem Baum vertréiglich)

9Wir werden sehen, dass es gewisse Uneindeutigkeiten gibt: Fiir manche Paare von Mutationen legt
die Datenmatrix die Reihenfolge nicht per se fest, siehe Schritt 1 in Gusfields Algorithmus.

19Aus Dan Gusfield, Efficient algorithms for inferring evolutionary trees, Networks 21, 19-28 (1991).
Der Kontext dort ist das ,,Problem der perfekten Phylogenie“ mit bindren Charakteren (die sich nicht
notwendigerweise auf DNS-Sequenzen beziechen miissen).
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5. Erzeuge Knoten by,...,b, (fur die Blétter), mq (fir Wurzel), mq, ..., my (fiir Mu-
tationen);
fir j=s,s-1,...,1: Verbinde m; mit mp,,
fur i =1,...,n: Verbinde b; mit mq, wo (i) := max({j :Dyj=1}u {()})

6. Mache ggfs. die Streichungen aus 1. riickgéngig, d.h. vervielfiltige entsprechende
Blatter bzw. Mutationen.

[Skizze an der Tafel fiir ein Beispiell]

Beweisskizze fiir Satz[2.49 Sei zj = Y.y D;;2""" = Binérzahl, die Spalte j darstellt (nach
Sortierung in Schritt 2.), beachte O; c O = z; < 2, d.h. k <.

Wenn in 4.) abgebrochen wird: Es gibt j, 4, ¢’ mit (j >) L; = L;; =t k > k" := L;;;, d.h.
Oj N Ok *+J (denn Dij = Dzk = 1), aber Oj ¢ Ok (denn Di’j = 1, Di’k = 0), wegen j >k
kann Oy c O; nicht gelten. Demnach ist (2.35]) verletzt.

Falls nicht abgebrochen wird, zeige: In 5.) wird ein Baum mit Wurzel mg erzeugt.

Da nur Verbindungen m; - mp, mit L; < j erzeugt werden, gibt es keine Schleifen.
Es ist

mj - my (direkt) <= O; ¢ Oy und es gibt kein ¢ mit O, ¢ Oy ¢ Oy,

Stichprobe ¢ hat ,,grofte“ Mutation ¢(i), demnach: auf dem Pfad von b; zur Wurzel my
kommen alle in Stichprobe ¢ sichtbaren Mutationen vor. Der erzeugte Graph ist somit
auch zusammenhéngend. O

Bericht 2.44 (Diskussion des ungewurzelten Falls). Wenn die anzestralen Typen nicht
bekannt sind und somit die Datenmatrix nur bis auf ,,Umklappen* von Spalten bestimmt
ist (Vertauschung von Oen und len in einer Spalte bedeutet eine Uminterpretation des
anzestralen Typs an dieser segregierenden Stelle), dann entsprechen die Daten einem
ungewurzelten Baum g.d.w. keine Teilmatrix

O O = =
S = O =

(und auch keine Zeilenpermutation dieser Form) in D vorkommt (im Genetik-Jargon
heifit dies die ,,4-Gameten-Regel®).

In diesem Fall ergibt die Wahl , haufigster Typ“ := 0 in jeder Spalte einen erlaubten
gewurzelten Baum. Man kann leicht zeigen, dass mit dieser Wahl dann eine Datenmatrix
entsteht, die Bedingung erfiillt (siche auch das Lemma auf S. 135 unten in F.R.
McMorris, On the compatibility of binary qualitative taxonomic characters, Bull. Math.
Biology 39, no. 2, 133-138, (1977)).

Ein Verschieben der Wurzel im gewurzelten Baum entspricht dem ,,Umklappen® ge-
wisser Spalten in D.

Eine Teilmatrix wie oben ist mit keinem Baum zusammen mit dem IMS-Modell ver-
traglich, wie das Bild unten zeigt: Mutation a erzwénge Baum a, wihrend Mutation b
Baum b erzwénge.
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Wir betrachten im Folgenden nur den Fall bekannter anzestraler Typen. Wenn diese
nicht bekannt sind, kann man sich prinzipiell wie in Bericht zunéchst , kiinstlich
anzestrale Typen beschaffen, daraus einen gewurzelten Baum konstruieren und dann bei-
spielsweise in den unten folgenden Rechnungen fiir die Wahrscheinlichkeiten gewisser Se-
quenzbeobachtungen iiber alle Méglichkeiten aussummieren, wie die Position der Wurzel
im Baum ,,verschoben“ werden kann.

Aus Gusfields Algorithmus ergibt sich:

Beobachtung 2.45 (Alternative Darstellung von D). Sei D eine n x s-Datenmatrix, die
mit IMS vertraglich ist, d.h., die (2.35]) aus Bedingung erfiillt. Dann ist

D=(x1,...,Xy,)

mit X; = (20, %1, .., %)) geordnete Liste mit Eintrdgen aus N
(bzw. aus {0,1,...,s},
x; ist die geordnete Liste von Mutationen, die auf dem Pfad zwischen Blatt ¢ und der
Wurzel liegen, mit Def. z; ;;) = 0 ,, Wurzelmutation®), wobei gilt:
1. die Eintrdge in x; sind paarw. versch.,
2. L5 =Tyt 55 = Tij+k = Tif j'+k fir k > 0,

3. jedes Paar x;, x;, besitzt mind. einen gemeinsamen Eintrag.

Bedingungen 1. und 2. besagen, dass man die x; als schleifenfreie Pfade interpretieren
kann, die ,,zusammenlaufen*, sobald sie sich treffen, d.h. die Setzung , verbinde Muta-
tionen s und s, wenn s = x;, 8" = ;41 filir ein 2 und £ definiert einen Wald, dessen
Knoten die Mutationen bilden. Bedingung 3. garantiert, dass dieser zusammenhéngend
ist und somit ein (gewurzelter) Baum.

Umgekehrt kann man aus (xi,...,x,), das diesen Bedingungen geniigt, auch stets
eine eindeutige Datenmatrix rekonstruieren, die (2.35)) aus Bedingung erfiillt.

[Skizze an der Tafel fiir ein Beispiel]

Definition 2.46. Sci n € N, 7, die Menge der n-Stichproben (bzw. zug. Datenmatrizen)
x aus Beob. die den dort genannten Bedingungen geniigen.

Fir x = (x1,...,X,),X = (x},...,x},) € T, schreiben wir

x ~ X' : <= 3 Permutation £ : Ny - Ny so dass z; j = 5(;1:23) fiir alle 7, j
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~ beschreibt Aquivalenz von Daten unter Umnummerierung von Mutationen (beachte,
dass die Mutationsnummern , kiinstlich® sind und alle W’keiten invariant unter Permu-
tationen derselben).

Wir bezeichnen mit
(T,/~) die Aquivalenzklassen unter ~

und mit
(Ta/~)o € (Ta/~)

die Teilmenge, bei der alle n Stichproben einen verschiedenen Typ haben (beachte, dass
dies nicht von der Wahl des Représentanten bgzl. ~ abhéngt).

Fiir x € 7,, bezeichnet

s = s(x) die Anzahl Mutationen und
d=d(x)=|{x;:i=1,...,n}| die Anzahl verschiedener Typen.

Mit etwas Missbrauch der Notation definieren wir dies auch fiir x € 7,,/~ (s(x) und d(x)
héangen nicht von der Wahl Repréasentanten beziiglich ~ ab).

Eine Stichprobe der Grofle n mit s Mutationen hat Komplexitit n+s— 1.

x € (T,/~) mit d verschiedenen (angeordneten) Typen ist dquivalent beschrieben /
parametrisiert als ein Paar
te (7:1/"')0, a= (Al, e ,Ad)
mit A; ={j:t;=x;} firi=1,...,d. (Ay,..., Ay) ist somit eine geordnete Partition von
{1,...,n},dh. A;nA; =@ Vi+jand UL, 4; = {1,...,n}.
Wir wihlen / fixieren damit, ggfs. implizit, eine gewisse Reihenfolge / Nummerierung
der Typen. Wir konnen dabei an eine zuféllige Wahl der Typennummerierung oder an die

Wahl , Typ 1=Typ von Stichprobe 1, Typ 2=Typ derjenigen Stichprobe mit der kleinsten
Nummer, die nicht Typ 1 hat, etc.” oder an irgend ein anderes Schema denken.

Wir gehen dann von (t,a) iiber zu (t,n) mit
t= (tl,...,td), n= (nl,...,nd)

mit n; = |A4;|. (Dies liegt nahe, da auch die Nummerierung der Stichproben , kiinstlich“
ist und alle Wkeiten invariant sind unter Permutationen derselben).

Offenbar gibt es (, " ) = n!/(n!-n4!) viele Wahlen von a = (4;,...,Ay) zu gege-

ni,...,Nq
benem n = (nq,...,ng) mit ny + - +ng =n.

7= Q (@it )

nennen wir die Menge aller (unnummerierten, geordneten) ,,Gen-Baume*.

[Siehe Tafel fiir Beispiele]
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Bemerkung 2.47. Man kann prinzipiell auch Mutations- und Stichprobennummern
»in einem Schritt herausfaktorisieren“. Dazu betrachtet man fir x = (xi,...,x,),x’ =

(x),...,x,) €Ty
!

X~ X :<= wenn es eine Permutation o € .5,, und
eine Permutation (: Ng — Ny gibt mit zj; = C(@oiy;)-

Wir notieren die Aquivalenzklasse von x € 7,, modulo # als [x]. Wenn in x € T,, d verschie-
dene Typen vorkommen und somit x in der Parametrisierung aus Def. einem (t,n) €
(Ta/~)o x N¢ (mit einer gewissen Anordnung der d Typen und ny +---+n4 = n) entspricht,
notieren wir die Aquivalenzklasse auch als [t,n].. Demnach ist fiir (t,n), (t’,n’) € (7g/
~)o x Nd

[t,n]. =[t',n']. < wenn es eine Permutation ¢ € S; und eine
Permutation ¢: Ng - Ny gibt mit ¢; = ((¢,(:);) und n; = ng ).

Beachte, dass in [t,n]. die Reihenfolge der Typen keine Rolle spielt.
Fiir (t,n) € (T3/~)o x N sei

c(t,n):=[{oceS;:t~t, und n=mn,}| (2.36)

mit N, = (Ny(1), -5 No()), te = (to1),-- -+ to(a)) die Anzahl Umordnungen der Typen, die
im Sinne von ~ auf dieselbe Stichprobe fiithren (dies hdngt nur von der Aquivalenzklasse
modulo ~ ab). Dann gibt es d!/c(t,n) Elemente von [t,n],, die als geordnete Gen-Baume,
d.h. beziiglich Aquivalenz modulo ~, unterschiedlich sind.

[Siehe Tafel fiir ein Beispiel]

Wir bleiben fiir das Weitere bei angeordneten Typen, da diese fiir die folgendenden
Argumente und Rechnungen angenehmer sind und uns insbesondere sonst auftretende
kombinatorische Korrekturfaktoren ersparen.

2.4.1 Wahrscheinlichkeiten von Beobachtungen

Sei # >0, n e Nund D, Sequenzbeobachtungen an den Blattern eines n-Koaleszenten,
langs dessen Kanten sich mit Rate §/2 Mutationen geméfi dem IMS-Modell ereignen (wir
notieren das zugrundeliegende Wahrscheinlichkeitsmaf als P, g, wenn die Parameter nicht
aus dem Kontext klar sind).

In diesem Abschnitt geht es darum,

pe(t,n) = IPW(D,Z ~ (t,n))

zu bestimmen (diese Aufgabe entspricht gewissermafien der Suche nach einem Ersatz
fiir die Ewens’sche Stichprobenformel, Satz [2.17] fiir das IMS-Modell). Wir nummerieren
hierbei die verschiedenen Typen in D,, zufillig und parametrisieren D,, gemifi Beob. [2.45]
Beachte: n = (nq, ..., ny) fixiert implizit die Stichprobengréfie als n = nq+---+ngy, ansonsten
ist die rechte Seite = 0.
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H, H,
H, H_
H_2 H—2
H_, || Hes
H_, H_4
H_5 H—5

[ ] [ ]
H,G H76

® [ ]
H_, H_,
i H_g i H—S

Abbildung 2.8: Zwei mogliche Historien, die beide zu den beobachteten Daten (modulo

~) (t,m) = (((2,1,0),(3,2,1,0),(4,2,1,0),(0) ), (2,1,1,1)) aus Beispiel fithren

Definition 2.48. Wir interpretieren die Genealogie mit IMS-Mutationen darauf als ,, Hi-
storie“, d.h. als Abfolge der Zusténde in der Geschichte der Stichprobe / im markierten
Koaleszenten-Baum zwischen jiingstem gemeinsamem Vorfahren und Gegenwart

H=(H_ri1=((1),(0)), H s2,..., H_1, Hy)

(wir notieren also die zeitliche Abfolge der Zusténde, nicht aber die tatséchlichen reell-
wertigen Astlangen im Koaleszenten-Baum).

In dieser Parametrisierung gibt es 7 Zustédnde in der Historie; wenn wir Hy = (t,n)
kennen, so ist 7 ist durch die Komplexitét von (t,n) festgelegt (denn in jedem Schritt
erhoht sich die Komplexitdt um 1 — es wird entweder eine weitere Stichprobe oder eine
weitere Mutation hinzugefiigt).

Bemerkung. Es konnen (u.U. sehr viele) verschiedene Historien zur selben Stichproben-
konfiguration (t,n) fithren. Siehe Abbildung fiir ein Beispiel.

Die Wahrscheinlichkeiten von Sequenzbeobachtungen im IMS-Modell, ps(t, n), erfiillen
die folgende Rekursion:

Proposition 2.49. Es gilt fir (t,n) = ((tl, cotg), (g, ,nd)) eT*

(%) n; -1
p@(tan) - 719/2 . (g) i:%:zg n—1 p@(tun - ei)
6/2
T 62+ (1) _— tZ i poloi(t).n) (2.37)
. sl(ti7);1;j\1j¢i ! .
6/2

c_li D > (nj+1)pe(ri(t), vi(n+e;))

7 :5(ti)=tj

T 02+ (1)

1:n;=1,
ti,0 einzig

mit Randbedingung pe(((0)), (1)) = 1.
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Hierbei bedeutet ,t;o einzig®, dass die ,vorderste (d.h. die jingste) Mutation t;o von
Typ
tz' = (tl’70, ti,la e 7ti,j(i))
nur einmal in der gesamten Stichprobe vorkommt (d.h. in keinem der anderen Typen t;,
J #1 enthalten ist — diese Information ist [auch] unter ~ wohldefiniert);

s(t;) entfernt die vorderste Mutation aus Typ i, d.h.
s(t;) = (ti1, tio, ... ,tm-(i)),
und s;(t) entfernt im Typenvektor t im i-ten Typ die vorderste Mutation.
5i(t) = (b1, oot (Finstiny oo tijy) s Bty - -5 82
v;(+) entfernt den i-ten Typ, d.h.
u(t) = (b1, b, i, - t0), w(n+e)) =(ng, .o nis1, Mg, 0 + 1,000 ng)

(bzw. wortlich v;(n+e;) = (ny,...,n;+1,...,n000,Nis1,...,nq) falls j<i).
(2.37) ist strikt rekursiv beziiglich der Komplezitit der Stichprobe: Jeder der Terme
auf der rechten Seite enthdlt entweder eine Stichprobe oder eine Mutation weniger als

(t,n).

Beweisskizze. Wir zerlegen nach dem ,,jiingsten® Ereignis (das am néchsten an den Bléttern
liegt) im markierten Koaleszenten, das den Ubergang von Zustand H_; zu Zustand H,
in der Historie bescheibt (vergleiche auch den Gedankengang rund um Beob. , dort
hatten wir die analoge Argumentation im 2 Typ-Fall betrachtet; formell nutzen wir die
Markoveigenschaft des Kingman-Koaleszenten zusammen mit der Markoveigenschaft der
Mutations-Poissonprozesse auf den Kanten aus):

o Mit Wkeit — /(233(71) ist das jiingste Ereignis eine Verschmelzung, damit D,, ~ (t,n)
2

gilt, muss es notwendigerweise eine Verschmelzung innerhalb eines der d Typen
sein und dieser Typ muss notwendigerweise Vielfacheit > 2 haben. Vom Zustand
H_; vor dem Ereignis aus gesehen bedeutet dies, dass einer der d Typen verzweigt,
dies betrifft Typ ¢ mit W’keit T;;__ll (es gab vor dem Ereignis n — 1 Linien, n; — 1
davon vom Typ i) und dann ist die Konfiguration vor dem Ereignis (t, n- ei).

o Mit Wkeit 719729J{ i") ist das jiingste Ereignis eine Mutation, diese muss notwendiger-
2

weise die auflerste Mutation auf einem Typ mit Vielfachheit 1 in (t,n) sein und
diese Mutation darf nur einmal in der gesamten Stichprobe vorkommen.

— Wenn diese jiingste Mutation Typ ¢ betraf und Typ ¢ auch nach Entfernen
dieser Mutation immer noch eindeutig ist (d.h. s(t;) # t;Vj # ), so muss die
Mutation genau die eine Linie vom Typ i betroffen haben — dies hat W’keit %
— und die Konfiguration vor dem Ereignis ist dann (51-(1:), n).

— Wenn diese jiingste Mutation (den aktuellen) Typ i betraf und Typ ¢ nach
Entfernen dieser Mutation mit (dem aktuellen) Typ j (in t) zusammenféllt, so
muss die Mutation Typ j (bzw. den Typ, der vor dem Mutationsereignis Typ

101



j heifit) betroffen haben, dies hat W’keit HJTH (vor dem Mutationsereignis gab
es n;+1 Linien dieses Typs) und der neu erzeugte Typ muss bei der zufélligen
Anordnung der Typen die Position ¢ erhalten haben, dies liefert einen weiteren
Faktor <.

Die Randbedingung ergibt sich aus der Tatsache, dass es im Fall n = 1 nur eine mégliche
Stichprobenkonfiguration gibt. O

Wortlich entstehen in unserem Modell die Sequenzbeobachtungen in einem zwei-
Schritt-Verfahren: Es wird zuerst ein n-Koaleszent erzeugt (die Genealogie, die die Stich-
proben verbindet, unabhéngig von deren Typen), dann werden, gegeben diesen Baum,
Mutationen (im IMS-Modell) lings den Asten gemiB Poisson-Prozessen mit Rate 6/2
verteilt und die sich an den Blattern ergebenden (Sequenz-)Typen abgelesen. Analog zur
Hoppe-Urne (Def. im Fall des IMA-Modells gibt es auch hier ein Verfahren, das nur
seinen Durchlauf* benotigt und gewissermafien den zufélligen Baum samt Mutationen
,von der Wurzel her* konstruiert:

Definition 2.50 (,Ethier-Griffithd”}Urne“). Das folgende Verfahren generiert eine
zufillige n-Stichprobe im IMS-Modell:

e Beginne mit 2 Bléattern.

e Wenn aktuell ¢ Blatter:

0
— mit Wkeit 7—1+0 : Fiige einem Blatt eine neue Mutation hinzu.
-1+

{-1+6

(Das Blatt wird jeweils uniform aus den k Bléittern gewéhlt.)

— mit Wkeit : Verdopple ein Blatt.

e Stoppe sobald n + 1 Blétter erreicht, entferne das zuletzt erzeugte Blatt.

Gebe den so erhaltenen Zustand als Ausgabe zuriick. (Wenn wir die Ausgabe als ein
Element von 7*, d.h. als Gen-Baum mit angeordneten Typen, auffassen mochten,
so werden die Typen in rein zufélliger Reihenfolge ausgegeben.)

[Skizze an der Tafel fiir ein Beispiell]

Fiir eine vorgegebene ,,Ziel“-Stichprobengrofie n > 2 kénnen wir die Ethier-Griffiths-
Urne als eine Markovkette (Uy)x-o,1,.. auf 7* 0 {9} mit Startzustand Uy = ((0),(2)) e T*
auffassen. In dieser Form betrachten wir die Typen in den Zusténden Uy, als geordnet und
wir nehmen an, dass, wenn im Verlauf des Verfahrens bei aktuell d Typen eine neue Muta-
tion hinzugefiigt wird — und somit ein neuer Typ entsteht —, die Position des neuen Typs
in der Anordnung jeweils unabhéngig und uniform aus allen d + 1 Moglichkeiten gewéhlt
wird. O stellt einen zuséatzlichen , Friedhofszustand“ dar, den wir verwenden, um die Ab-
bruchbedingung zu formalisieren. Mit 7 := min{k : Uy = 0} ist U=_; der Ausgabezustand
des Verfahrens.

1 Aus S.N. Ethier, R.C. Griffiths, The infinitely-many-sites model as a measure-valued diffusion, Ann.
Probab. 15 (1987), no. 2, 515-545
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Fir (¢/,n) = ((t},...,t}), (n1,...,n4)) € (Ta/~) x N¢ mit StichprobengréfBe n’ = nj +
-+ +n) sind die Ubergangswahrscheinlichkeiten demnach

Pro(Urs1 = u| Uy = (t/,1'))

r_1 /
/n 1+9'n_2,> falls n’ <n und u = (t',n' +e;) firi=1,...,d,
n' - n
-1
ﬁ, falls n’ =n und u =0,
n —
—9 1 1 ’ AN
n—-1+60n" falls nf =1 und u = (o;(t'),n’) fir i = 1,....d,
= 0 no1 falls n} >1 und u = (e,~7j(1;’)7 ¢;(n’ _ei))

n’—1+9n_id+1’ firi=1,...,d und
je{l,...;d+1}~{k,k+1:kedirNachf;(t")},
0 n_;'rw,i(t’) _gw,i(t,) +1 falls TL: >1und u = (21‘7]‘(13,), Ej(l’l’ - ez)) fiir
n'-1+60n’ d+1 ’ Z'Zl,...,dundj:ﬁw,i(t’),w=1,...,m(t',i),

0, sonst.

(2.38)

Hierbei fiigt a;(t") eine neue Mutation zu Typ ¢ hinzu, d.h. wenn es s Mutationen in t’
gibt, ist
ai(t/) = (tlla ce 7t£—17 (5 + 17t;,07t;,17 e 7t;7j(i))7 t;+17 s 7t:i);

¢; ;(t") kopiert Typ ¢, fiigt eine neue Mutation hinzu und setzt den resultierenden Typ an
Position j [vor dem aktuell j-ten Typ, falls j < d bzw. ans Ende der Liste, falls j =d + 1]
in t ein, d.h.

ei () = (b1, oy, (s+ Lo, by, ot )t b, b))
wenn es s Mutationen in t’ gibt; der Typenhaufigkeitsvektor
ej(n') =¢j(ny,...,ng) = (ny,...,n. 4, 1,n}, ... ng)
entsteht, indem ein neuer Typ mit Haufigkeit 1 an Position j eingefiigt wird.
dirNachf;(t') := {1l <k <d:ny =1 und s(t,) = t/}

(mit s(-) wie in Proposition sind diejenigen Typen, die ,direkte Nachfahren® des
i-ten Typs mit Vielfachheit 1 sind. Wir nennen Typ k einen direkten Nachfahren von Typ
i (in t'), wenn Typ k genau eine (notwendigerweise die duflerste) Mutation mehr besitzt
als i. Falls dirNachf;(t") + @, sei

{k,k+1:k edirNachf;(t")}
= ([613 (), i ()] U [l (8), 72,4 (6) ] U= U [nger iy i (8)s Poner iy i (8)]) NN
mit m(t’,7) € N und
1< ly,;(t") <rp(t), r () + 1 < lo i (8) <roi(t)), ...
o e )1, (8) + 1 < L) (V) STy (87) <d +1
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die disjunkte Zerlegung von {k,k + 1 : k € dirNachf;(t')} in m(t’,7) maximale (diskrete)
Intervalle.

Fiir die Ubergangswahrscheinlichkeit in der fiinften und vierten Zeile der rechten
Seite von (2.38) beachten wir: Mit W’keit —2— wird eine neue Mutation hinzugefiigt,

n/-1+6
mit Wkeit % betrifft dies ein Typ ¢-Blatt. Wenn n} > 1, so entsteht damit ein neuer Typ,
der an prinzipiell d + 1 Positionen unter den aktuell d Typen eingefiigt werden kann. Es
ist (da wir Typen unter der Aquivalenzrelation ~ betrachten)

(ei7k(t'), er(n' - ei)) = (ei7k+1(t'), err1(n’ — ei)) fiir jedes k € dirNachf;(t).

Da der neue Typ nach Definition an eine zufillig ausgewéhlte Position gesetzt wird, gibt
es 1y (t") — £y, (t") + 1 Wahlen fur diese Position, die alle auf den neuen Zustand

(ei0nstr) (), €0, ey (0 = €7))

fiihren. Fiir Positionen j € {1,...,d + 1} ~ {k,k + 1 : k € dirNachf;(t')} gibt es solche
Uneindeutigkeiten nicht, in diesem Fall legt der ,,Zielzustand“ eindeutig fest, welche Stelle
fiir den neuen Typ zufillig ausgewédhlt wurde.

Die Ausdriicke und Argumente fiir die erste bis dritte Zeile von ({2.38)) sind {ibersicht-
licher:
Um von (t’',n’) nach (t',n’ + ei) zu gelangen muss ein ,,Blattverdopplungsereignis

¢

stattfinden — dies hat W'keit ntiﬁe — und das gewihlte Blatt muss vom Typ i sein
— dies hat W'keit %; wenn bereits n’ = n gilt, so fithrt ein Blattverdopplungsereignis
definitionsgeméf zum Ende des Verfahrens; wenn ein Mutationsereignis stattfindet — dies
hat W’keit ﬁ —und Typ 4, der Vielfachheit n} = 1 hat, gewdhlt wird — dies hat W’keit
% — so erhélt Typ ¢ eine weitere Mutation, aber es entsteht kein neuer Typ.

Lemma 2.51. Die Verteilung der Abfolge der Zustinde der Ethier-Griffiths-Urne ent-
spricht der der Historien unter P, o (bis auf eine Verschiebung des Startzustands), d.h.

(Uo,Us,...,Us1) 2 (Hori2, Hopis, ..., Hoy, Hy)
Beweisgedanke. Per Inspektion, betrachte Produkte der Ubergangswkeiten aus (2.38)

und vergleiche mit der Argumentation aus Prop. und ihrem Beweis. O
Nach Definition ist
po(t,in) = > Pop{H}, (2.39)
H:H():(t,n)

wobei wir tiber alle Historien mit Endzustand Hj = (t,n) summieren (und die Rekursion
fir p(t,n) aus Prop. kann als eine Art der ,,Buchfiihrung® iiber alle moglichen
Historien mit Hy = (t,n) interpretiert werden).

Beobachtung 2.52 (,Naiver Simulationsansatz“). Ein offensichtliche Art, py(t,n) ap-
proximativ zu bestimmen besteht darin, R unabhingige n-Stichproben DM, ... D)
(mit Mutationsparameter #) zu simulieren (z.B. via Ethier-Griffiths-Urne), dann ist

1 R
= Z;l(D(’") ~ (t,n)) ~ po(t,m)
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fiir gentigend grofies R gemafl dem Gesetz der grofen Zahlen (die linke Seite konvergiert
fiir R — oo f.s. gegen py(t,n)).

Ein Problem ist, dass man typischerweise R > 1/py(t,n) bendtigt, um eine plausi-
ble Schitzgenauigkeit zu erreichen (was leicht > 1020 sein kann, siehe das Beispiel aus
Abschnitt , so dass dieses Vorgehen nur fiir sehr kleine Stichproben praktikabel ist).

Importance sampling

Lemma 2.53. Fir gegebenes (t,n) und jede Wahrscheinlichkeitsverteilung Q auf Histo-
rien, die [P, g < Q erfillt, ist

{HO:(t7n)}
po(t,n) =P, o(Ho = (t,n)) = 3 P,e(H)
H:Ho=(t,n)

= > wo(H)QH),

H:Ho=(t,n)
wobei ( )
P,olH

H) = —

wQ( ) Q(,H)

das sogenannte importance weight von H ist.

Demnach gilt fiir jedes solche Q

_ 1 & ;
pe(t,n) ~ Py o r(t,n) := = Z; wo(HD) L ((310)o=(t.my)

mit HO ..., HE) w.a., ~ Q, genauer gilt
Eo[Pa,o.r(t,1m)] = py(t,n),
Varg [Py,o.r(t,n)] = }%VMQ [wo ()1 ((30)0=(tm)y ]
und @,Q,R(t,n)apg(t,n) fes. fir R — oo.

Beweis. Es gilt

P, o(H
EolPo,0.r(t,n)] =Eg [wo(H )L wyeiemn] = 2, Q(H) /()

O pe(t, ).
H: Ho=(t,n) Q(%) po(t,n)

Die Formel fiir die Varianz ergibt sich aus der Unabhiingigkeit der H®, die Konvergenz-
aussage aus dem Gesetz der groflen Zahlen. O

Fiir Praktikabilitdt wiinschenswert (fiir Q@ aus Lemma [2.53)):
e Q sollte konzentriert sein auf {#H : Hy = (t,n)}.

e Hy,H 1,H 5, ... sollte unter Q eine Markovkette sein.
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Beispiel 2.54 (Der Vorschlag von Griffiths & Tavar@. Qar (Verteilung der) Markov-
kette (Ho, H_1,H o,...) auf 7~ startend von Hy = (t,n) mit

Qur(Hir = (8, 0") | Hy = (/1)) o< P,y o(H = (¢/,0)|Hy 1 = (7,0"))

(vgl. Rekursion in Prop. bzw. die Ubergangsw keiten der Ethier-Griffiths-Urne; dies
kann als allgemeiner Ansatz zur Losung linearer Rekursionsgleichungen aufgefasst wer-

den).

Beobachtung 2.55 (Optimale Vorschlagsverteilung). Qopi(+) = Pyl - ‘HO = (t,n)) ist
optimal:

e Varianz des Schétzers P g,,,,r(t,n) = 0, denn wep (H®) = po(t,n).

e Leider i.A. nur hypothetische Losung: Q. zu konstruieren ist genauso schwer wie
die Berechnung von py(t,n).

o Hy, H_4,... ist Markovkette unter Q.

(Dies ist eine allgemeine Eigenschaft der Zeitumkehr von Markovketten, siehe Lem-
ma unten. )

Lemma 2.56 (Zeitumkehr gestoppter Markovketten[™). Sei |E| < o0, g € E, (pyy) sub-
stochastische Matriz auf E, pp = 1 = ¥ yep Pay, €rginze p zu stochastischer Matriz auf
EU0, (X,) p-Markovkette auf E U0, es gelte inf g P, (7 < 00) =1 mit 7 := min{n >0:
X, =0}, sei

9(z,9) =B Y 1(Xi=y)], @yeE
i=0
die Greensche Funktion,
Y = (XT7XT—17' .. 7X17X0)
(mit O “unendlich fortgesetzt”, sagen wir; Yy = Xo_p fir k<7, Yu =0 fir k> T).
Unter Py, ist Y p-Markovkette auf E U {0,d} mit

~ _ 9(x0,)
zy = 7, _~Pyx mayEEa
Y g(ZL‘O,ZE) Y

ﬁam = g(xo,x)pza, T € Ea
Do = 1= ) Doy = Pao (Xi # 20 fiir allei21) und Pgz=1
yeF

und Startwert Yo = 0.

Beweis. Aus den Voraussetzungen folgt, dass g(x,y) < oo fiir alle z,y € E gilt, insbeson-
dere sind die p,, definiert.

12R.C. Griffiths, S. Tavaré, Ancestral inference in population genetics. Statist. Sci. 9:307-319, (1994).
13Djies ist ein diskreter Spezialfall der sogenannten Nagasawa-Formel, vgl. z.B. [RW], Ch. II1.42 und
111.46.
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Fiir die Identitdt in der Definition von p, 5 beachte

Z g(xﬂay)pyxo = Z Exo[ Z 1(Xz = y)pyxo] = Z Z Pxo (Xz = yai < T)pyzo
yeE yeE 1=0 1=0 ye &

oo

=) Py (Xiy1 =20,i<7) = Exo[ Z 1(X; = xo)] = g(xo, o) — 1,
i=0 i=1

mit der starken Markov-Eigenschaft ist Y7 1(X; = x9) = #{i > 0: X; = zo} unter P,

geometrisch verteilt mit Erfolgsparameter a = P, (X; # x¢ fiir alle i > 1), also g(z,20) =
~ i

1/0/ und ZyEEpIEoy = ZyEE g(x07?/)pyro/g($07x0) = a—ll =1l-a.

Seien xg,x1,..., 01 € B, xy=0, es ist

Py (Yo =20, Y1 = 2¢1,..., Yy = 0,Ye = 0)
-1

= g(ﬁo, xé—l)ng_ﬁ X H ﬁwz-il‘z_i_l X ]73;05 = Pxoz1Priza” "Pay_qap ]P)avo(Xj * Zo Vj 2 1)g(x07 .l’o)

=] S—

=Pox,_ ~90Tei-1) =1
-1 = Tgleouwgg) Pre-ic1%e—i

-
= p$¢$¢+1 :Pxo(Xi:xi,i:O,l,...,g).

[uy

-
Il
o

Beispiel 2.57 (Der Vorschlag von Stephens & Donnelly). Qgsp (Verteilung der) Mar-
kovkette startend von Hy = (t,n) mit folgenden Ubergéngen:

e Wihle einen ,erlaubten“Typ mit W’keit proportional zu seiner Haufigkeit in der
aktuellen Stichprobe(nkonfiguration),

dabei sind Typen erlaubt, die Vielfachheit > 2 haben oder deren , duflerste” Muta-
tion einzig ist. ,

e wenn gezogener Typ und dessen duflerste Mutation nur einmal vorhanden: entferne
diese Mutation

e wenn mindestens zwei Linien diesen Typ haben: verschmelze ein solches Paar

(Dies wire tatsdchlich optimal im Fall des IMA-Modells, vgl. Ewens’sche Stichprobenfor-

mel, Satz [2.17])

Der Vorschlag von Hobolt, Uyenoyama & Wiuf
Lemma 2.58. Fiir Stichproben, die nur eine Mutation enthalten,

(t7n) = (((170)7 (0))’ (m’n_m))

14M. Stephens, P. Donnelly, Inference in Molecular Population Genetics, Journal of the Royal Statistical
Society, Series B, 62, 605-655, (2000)
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kann man die Dynamik unter Qqpt = ang( . |H0 = (t, n)) bestimmen:

Py (n,m) =Py (Ho1 = (((1,0),(0)), (m = 1,n - m))
| Ho = (((1,0),(0)), (m,n - m)))

n—

m+1
Z e )/ Go)
= (2.40)

n—-m+1
2 e )/ (%)

(fir m>2), firm=1 ist
Py (n,1) = Poo(Hoy = (((0)), ()| Ho = (((1,0),(0)), (1,n-1)))
1 (2.41)

Bewets. Sei

My = { es gibt genau eine Mutation im n-Koaleszenten,
diese ist in m Blattern sichtbar }

(es ist P o(Ho = (((1,0),(0)), (m,n—m))) = Po(M2,) n. Def.)

Tk = { es gibt genau eine Mutation im n-Koaleszenten,
diese tritt auf, wihrend es k£ Kanten im Baum gibt },

T = { es gibt im n-Koaleszenten auf dem Niveau k£ genau eine
Mutation und keine Mutation auf den Niveaus {=2,3,... . k-1 }
(Wir stellen uns vor, dass der n-Koaleszent samt Mutationen mittels der Ethier-Griffiths-

Urne erzeugt wird).
Nach Kor. [L.12] (zur Skelettkette des Kingman-Koaleszenten) ist

n-m-—1
B (M3 T5) - ((32:?))
k-1
Es ist
k k+1 n-1

k k) _ .
Pn,@(In|jn)_k+6 k+1+6 n-1+60

(vgl. Ethier-Griffiths-Urne oder beachte: die Anz. Mutationen M, auf Niveau ¢ ist geome-

trisch verteilt mit Erfolgsparameter 4_31—16, wie wir in Kap. [1.1.1] gesehen hatten), somit

n-m-—1 n—1
B (M0 T5) = BT 72)B, o (0t | 22) = i VT L
(k—l) =k t+0
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Weiter ist fiir 2 < k < n—m+1 [wir stellen uns einen markierten n—1-Koaleszent eingebettet
vor in den markierten n-Koaleszent, der durch die Ethier-Griffiths-Urne simuliert wird:
der letzte Zustand mit n—1 Bléattern hat die Verteilung des markierten n—1-Koaleszenten,
und auf diesen bezieht sich das Ereignis M™ 1 unten]

]P)n,@(MZ,L__ll | jrlf)
P, o(M2, | 7F)

((nfl);c(jgfl)fl) 9y
+

n-1 d-1 @0 evms g
T n-k

P g (M | M5, 0 T) = P (MG, | MG 0 )

k-1

T n-1+60n-1 [
(o [lew 73

(beachte

n-1 m-1
n-1+0n-1’
denn das geforderte Ereignis verlangt, dass das jiingste Ereignis (wihrenddessen es n -1
Linien gab) ein Verzweigungs-/Verschmelzungsereignis war und dass eine der (dann) m—1
“mutierten” Linien verdoppelt wurde).

SchlieBlich gilt [beachte JF n M2, =Tkn M2 ]

P (M, [ M 0 T) =

(" )/ ()

gt )t - - EECEED.
) efhe(nznzi )/(?:1)

denn fiir festes n,m, 0 gilt
1 n-m-1\,/n-1
oo (T4 M) o P28 0 M3 = B ()P0 | 78) o ("1 V(5 ))

kY _ Y k-1 n /-1 _ 1 n /-1 . :
(beachte Pyo(ZF) = t=g55is ¥ Mia een ys = 7oteg X O T1ie2 77779), andererseits ist

Sr P, (T M) = 1

Insgesamt ist

n—-m+1

3

Po (M [ M) = P o (M0 T | M)

Aing

n-m+1

_ P, o (M | M2 0 TER, o (TF | M),

T
no

zusammensetzen ergibt (2.40)).
Fiir den Fall m = 1: B, o( M3 | M?) ist die Wahrscheinlichkeit, dass das jiingste Er-

eignis im n-Koaleszenten eine Mutation war, gegeben dass nur genau eine mutierte Linie
vorkommt. Nach Def. ist

Poo( My [ MENTF) = 1(k =n)

und
Pog(M3 [ T7) = Pao( M5~ [ T7) = 1,
zusammensetzen wie oben ergibt dann . O
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Beispiel 2.59 (Der Vorschlag von Hobolt, Uyenoyama & Wiuf™)). Sei (t,n) € 7+,
(1)(71 dm) - 7= falls Typ 7 Mutation m hat,
o (1 pgl)(n dm)) —~i—  sonst,

wobei d,, = Anz. Stichproben in der aktuellen Konfiguration (t,n), die Mutation m
tragen.

Onuw schliagt Typ ¢ vor mit Wkeit
, Yom Wim wenn Typ 4 erlaubt
C]HUW( | (t n)) o<
0 sonst.
(Ein Typ ist nicht erlaubt, wenn er Vielfachheit 1 hat, aber seine dusserste Mutation in einem weiteren
Typ vorkommt.)
Ubergang, wenn Typ 4 vorgeschlagen und dieser

e Vielfachheit 1 hat : entferne dusserste Mutation

e Vielfachheit > 2 hat : Verschmelzung innerhalb Typ ¢

Bedingte Verteilung der Genealogie, gegeben die Daten

Man kann die Verfahren aus dem vorigen Abschnitt auch verwenden, um beispielsweise
die bedingte Verteilung von Tjsy, der Zeit bis zum jiingsten gemeinsamen Vorfahren
der Stichprobe (in Koaleszenten-Zeiteinheiten), gegeben die beobachteten Sequenzdaten
D,, ~ (t,n) zu bestimmen bzw. zu approximieren (hierauf bezieht sich die ,anzestrale
Inferenz* aus dem Titel des Abschnitts).

Beobachtung 2.60. Gegeben H = (Hy, Hy,..., H;) ist Tigy ~ Y.;_y W; unter P, o mit W;
u.a., W, ~ Exp(&g + (42’)), wenn Zustand H; ¢; Linien enthélt.
Sei (t,n) ein geordneter Gen-Baum, der Sequenzbeobachtungen in einer n-Stichprobe

beschreibt. Fiir gegebenes 6 > 0 kann man die bedingte Verteilung von Ti,v unter P, g,
gegeben D, ~ (t,n), folgendermaﬁen approximieren:

Simuliere H("), r = , Ru.a. geméaf einem Q, das den Bedmgungen von Lemma-
geniigt und Q(H, = (t, n)) =1 erfiillt, dazu sei jeweils T(") = Y7 1W( wie oben (u.a. fiir
verschiedene r). Dann gilt fiir ¢ > 0

no(H) r
% 21 Q?H(T)) LT <t)

Po,o.r(t,n)

~ Pn,e(Tng <t |Dn ¥ (t’n))

(in dem Sinne, dass die linke Seite fiir R - oo gegen die Wahrscheinlichkeit auf der rechten
Seite konvergiert) gemifl dem Gesetz der grofien Zahlen, denn

Pn,G(H) _ n@(,H) ' _
Wl(Tjgv < t)] = [ o) 1(Tigv <1, Ho = (t,n) )]

=Epg[1(Tigv <t,Hy = (t,0))] = Poo(Tev <t, D, ~ (t,1)).

15A . Hobolt, M.K. Uyenoyama, C. Wiuf, Importance sampling for the infinite sites model, Stat. Appl.
Genet. Mol. Biol. 7 (2008)

Eq|
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Bemerkung. Eine Frage nach der bedingten Verteilung von T,y gegeben gewisse Beob-
achtungen an den Bléttern hatten wir bereits in dem Beispiel in Kapitel betrachtet,
dort war die Antwort angesichts der — sehr {ibersichtlichen — Datenlage deutlich ein-
facher. Die Beobachtungen dort, 38 Stichproben und 0 Mutationen, entsprechen einem
Gen-Baum (t,n) = (((0)), (38)) und in einem solchen Fall bestimmt Hy = (( (0)), (n))

die Historie eindeutig.

Bericht. Das auf Lemma[2.53| basierende Monte Carlo-Verfahren zur approximativen Be-
rechnung der Wahrscheinlichkeiten von Beobachtungen aus Beispiel ist in genetree
von Robert Griffiths, http://www.stats.ox.ac.uk/~griff/software.html implemen-
tiert. genetree implementiert auch das auf Beobachtung [2.60] zusammen mit Beispiel [2.54]
basierende Monte Carlo-Verfahren zur approximativen Berechnung der bedingten Ver-
teilung von Tigyv; zudem enthidlt genetree auch das Programm seq2tre, das Gusfields
Algorithmus implementiert.

Monte Carlo-Verfahren, die auf Lemma[2.53 und Beobachtung[2.60] zusammen mit den
Beispielen und (und auch basieren, sind in dem Programm metagenetree
von Matthias Steinriicken, http://sourceforge.net/projects/metagenetree/ imple-
mentiert.

Aus technischen Griinden berechnen genetree und metagenetree fiir (t,n) € (7;/~
)oxN? nicht wortlich py(t, n) wie vor Proposition@ definiert, sondern c(t, n)pg([t, n]%) =
d'pg(t,n) mit kombinatorischen Faktoren wie in Bemerkung beschrieben, siehe
M. Birkner, J. Blath, M. Steinriicken, Importance sampling for Lambda-coalescents in
the infinitely many sites model, Theor. Pop. Biology 79, 155-173, (2011) und speziell
Remark 1.2 dort. metagenetree implementiert noch weitere, auf Lemma [2.53] basierende
Monte Carlo-Verfahren, die in dem genannten Artikel beschrieben sind.

2.4.2 Beispiel: Ward et als Nuu-Chah-Nulth-Daten

R.H. Ward, B.L. Frazier, K. Dew-Jager, and S. Pa#bo, Extensive Mitochondrial Diversity
Within a Single Amerindian Tribe, Proc. Nat. Acad. Sci. USA 88, 8720-8724, (1991) be-
richten beobachtete genetische Variabilitédt im mitochondrialen Genom in einer Stichprobe
von 63 weiblichen Nuu-Chah-Nulth. Die Nuu-Chah-Nulth sind eine indigene Population
(“first nation”), die hauptsachlich auf Vancouver Island, Kanada leben; es wurde jeweils
ein 360 Basenpaare langes Stiick der sogenannten mitochondrialen Kontrollregion se-
quenziert (Mitochondrien sind Zellorganellen, die auch iiber etwas eigene Erbinformation
verfiigen).

Die Daten wurden erneut analysiert im Kontext des IMS-Modells in dem Artikel
R.C. Griffiths, S. Tavaré, Ancestral inference in population genetics, Statist. Sci. 9, 307—
319, (1994). Wir folgen hier (gewissen Aspekten) dieser Analyse, die Daten wie von Grif-
fiths und Tavaré editiert sind in Tabelle wiedergegeben. In den Originaldaten von
Ward et al (63 Stichproben) sind Verletzungen der IMS-Annahme sichtbar, d.h. die Be-
dingung aus Bericht ist verletzt. Griffiths und Tavaré wéhlen eine Teilmenge der
Daten, die mit den IMS-Annahmen vertriglich ist. Es handelt sich hierbei um eine Stich-
probe vom Umfang n = 55, in der s = 18 Mutationen sichtbar sind, es gibt d = 14 ver-
schiedene Typen (Tabelle 2.2). Wir treffen fiir die weitere Diskussion die Annahme, dass
an jeder segregierenden Stelle die jeweils hidufigere Base anzestral ist, dann entsprechen
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2 a g g a a t cc t c t t c t c t t ¢
2 a g g a a t c c t t t t c t c t t c
1 g a g g a c c c t c t t c c c t t t
3 g g a g a ¢c ¢c ¢c ¢c ¢ t t ¢c c¢c c t t c
19 g g g a a t cc t c t t c t c t t ¢
1 g g g a g t cc t ct t c t c t t c
1 g g g g a ¢ ¢c ¢c t ¢c ¢c ¢c ¢c ¢c c t t ¢t
1 g g g g a ¢c ¢c ¢ t c¢c ¢c c t c c t t t
4 g g g g a ¢ ¢c ¢c t ¢ t t ¢c ¢ ¢ ¢ ¢ ¢t
8 g g g g a c¢c ¢c ¢c t c t t ¢c ¢ ¢ ¢ t ¢t
5 g g g g accc t ct t c c c t t c
4 g g g g accct ct t ccc t t t
3 g g g g acc t t ct t c c c t t c
1 g g g g act ct ct t cct t t c

Tabelle 2.2: Die Beobachtungen von Ward et al, wie von Griffiths und Tavaré editiert:
Die erste Spalte gibt jeweils an, wie oft die Sequenz in dieser Zeile beobachtet wurde,
jede der Spalten rechts beschreibt eine segregierende Position

die Beobachtungen aus Tabelle dem Gen-Baum aus Abbildung m (fiir die Analyse in
der — realistischeren — Situation mit unbekannten Ahnentypen siche den zitierten Artikel
von Griffiths und Tavaré).

Man findet fiir den Watterson-Schiitzer Oy ~ 3.93 (vgl. Beob. , die mittlere An-
zahl paarweiser Unterschiede ist 0, ~ 3.30, Tajimas D ~ —0.27 (vgl. Def. .

Ein 95%-Konfidenzintervall fiir Tajimas D nach dem Ansatz von Simonsen, Churchill
und Aquadro (vgl. Seite ist [-1.77,2.11], insoweit gibt Tajimas D keinen Anlass,
angesichts der Daten an der Annahme des Kingman-Koaleszenten fiir die Genealogie zu
zweifeln.

Eine Approximation der Likelihood-Funktion ist in Abbildung dargestellt, man
findet @\ML ~ 4.8.

Tabelle zeigt einen Vergleich der Schétzgiite in Abhéngigkeit der Anzahl un-
abhéngiger Simulationen geméf verschiedener Vorschlagsverteilungen Q fiir den Schétzer
Po.o.r(t,n) aus Lemma . Die Tabelle zeigt jeweils den (geschétzten) relativen Fehler,
d.h. Standardfehler/geschiitzer Wert. (In Formeln: Sei z; = wo(H?) das importance weight
des i-ten Replikats, so ist T := & Y1 2 = Py.o.r(t,n) der Schitzwert, s? = o YR (z;-7)? die
geschiitze Varianz der importance weights und s/ V'R der Standardfehler; die Tabelleneintriige
zeigen (s/\/R)/Z.)

Es zeigt sich in diesem Fall, dass die Vorschlagsverteilung Qg7 deutlich grofiere Streu-
ung des Schitzwerts erzeugt als die anderen beiden und dass Qpyw etwas besser ist als

Qsp.

Schliefflich zeigt Abbildung eine Approximation der Verteilungsfunktion der Zeit
Tigv bis zum jiingsten gemeinsamen Vorfahren der Stichprobe, gegeben die Daten, basie-
rend auf dem Verfahren aus Beobachtung [2.60, Bei 6 = 0, = 4.8 ist der Erwartungswert

von Tjgv, gegeben die Daten ~ 1.20 (Koaleszenten-Zeiteinheiten) =14.400 Jahre mit der
Wahl N = 600 und 20 Jahre/Generation (vgl. Griffiths & Tavaré, Table 3, S. 316). Der
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Abbildung 2.9: Die Daten aus Tabelle als Gen-Baum (wobei wir an jeder segregie-
renden Stelle die hiufigere Base als anzestral annehmen). Links: Jede Zeile entspricht

einem Typ (kodiert wie in Beob. als Abfolge der Mutationen), die Zahl vor dem
Doppelpunkt gibt die Vielfachheit an. Rechts: Grafische Darstellung der Anordnung der

Typen und Mutationen als Gen-Baum

(geschaetzte) Likelihood

0e+00 2e-20 4e-20 6e-20 8e-20

theta

Abbildung 2.10: Likelihood-Funktion 6 — py(t,n) fiir die Daten aus Abbildung Ta—
belle (basierend auf dem Schéitzer aus Lemma mit Quuw aus Beispiel und

R =1.2-107 Replikaten pro Punkt)
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R \ 105 5-10° 106
rel. Fehler (Q¢r) | 0.53  0.11  0.08

rel. Fehler (Qsp) | 0.049 0.037 0.027
rel. Fehler (Qgpw) | 0.072 0.024 0.015

Tabelle 2.3: Eine Mini-Studie zur Konvergenzgeschwindigkeit der verschiedenen Import-
ance Sampling-Verfahren: Fiir die Daten aus Abbildung Tabelle mit 6 = Gy7, = 4.8
ist fiir verschiedene Anzahlen R der Replikate und verschiedene Vorschlagsverteilungen
jeweils der (geschitzte) relative Fehler vermerkt

a apriori-Erwartungswert von Tj.yv ist dagegen ~ 1.96 =23.500 Jahre. Griffiths und Ta-
varé bemerken, dass ein Schétzwert fiir Tisyv von ca. 14.000 Jahren recht gut zu anderen
diesbeziiglichen Werten in der wissenschaftlichen Diskussion passt (siehe S. 316 in dem
zitierten Artikel).
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Abbildung 2.11: Verteilungsfunktion der Zeit Ty bis zum jiingsten gemeinsamen Vorfah-
ren der Stichprobe, gegeben die Daten, fiir verschiedene Wahlen von 6, in Koaleszenten-
Zeiteinheiten. Die durchgezogene Linie ist die Verteilungsfunktion von Tj,y unter dem
Koaleszenten, d.h. ohne Bedingen auf die Beobachtungen.
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Kapitel 3

Selektion

3.1 Vorbemerkung: Deterministische Dynamik

Wir betrachten eine sehr grofie Population aus diploiden, (der mathematischen Einfach-
heit halber) hermaphroditischen Individuen und nehmen an, dass es beziiglich eines ge-
wissen Orts im Genom zwei verschiedene Typen, sogenannte Allele, sagen wir A und
a, gibt. Jedes Individuum besitzt also zwei Chromosomenkopien, von denen es jeweils
eine von jedem seiner beiden Eltern geerbt hat (gem#f den Mendelschen Regeln, d.h.
die vererbte Chromosomenkopie wird rein zufillig ausgewéhlt); es gibt aber keine expli-
ziten Geschlechter, jedes Individuum koénnte sich prinzipiell mit jedem anderen paaren.
Die zeitliche Entwicklung laufe in diskreten Generationen ab. Sei die Populationsgrofie
konstant N und
(YT(N)(AA),Y}(N)(Aa%YT(N)(aa))

seien die Anzahlen diploider Individuen (der drei moglichen diploiden Genotypen AA,
Aa, aa) in Generation r,

XM =2y ™M (44) + Y, (Aa)

die Anzahl A-Chromosomen (unter den insgesamt 2N Chromosomen) in Generation r.

Erinnerung. In Abschnitt hatten wir diese Situation im Kontext des diploiden
Wright-Fisher-Modells (Def. betrachtet. Dort hatten wir vorausgesetzt, dass die ge-
netischen Typen fiir den Fortpflanzungserfolg irrelevant sind und im Modell angenommen,
dass die N Kinder der Nachfolgegeneration aus unabhéngigen Ziigen aus der Elterngene-
ration (wortlich: mit Zuriicklegen entstehen). Demnach ist gegeben XM =k =2N p (mit
einem p € [0,1] N 55 Z)

(YN (A4), vV (Aa), Y)Y (aa)) ~ Multinom(N, p?,2p(1 - p), (1 - p)?)

r+1 » T+l > T+l

und Z(XN | XN = k) = Bin(2N, ).

r+1

Wenn ﬁXéN) = py — p fiir N - oo gilt, so folgt mit dem Gesetz der groflien Zahlen

(Y™ (44), LYV (4a), LY, (aa)) - (p%.2p(1 - p), (1 - p)?)
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(in Wahrscheinlichkeit) und iterativ ergibt dann sich fiir jedes 7" € N, ¢ > 0 (beachte
p=p+352p(1-p))

]P’(|ﬁX§N)—p|<5ﬁirr: T| X(N)—pN)N—> 1 und

P([|(37:(A4), £ (Aa), Y. (aa)) - (%, 2p(1 - p), (1 -p)?)|| < £

fir 7 =12, 7| g X = py) — 1,

d.h. es stellt sich Hardy-Weinberg-Gleichgewicht ein (vgl. Bem. [1.31]) und die Allelanteile

dndern sich (auf dieser Zeitskala) iiberhaupt nicht.

(Diploide) Selektion Wir betrachten nun die allgemeine Situation, in der der diploi-
de Genotyp eines Individuums seinen Uberlebens- und Fortpflanzungserfolg beeinflusst.
Dazu seien wa4, Waq, Wqq > 0 gegeben und wir nehmen an, dass die Chance eines Typ AA-
Kinds, bis zum Reproduktionsalter zu iiberleben und somit als potentielles Elter in Frage
zu kommen, proportional zu w44 ist, etc. Der Vektor (waa, waq,wqq) gibt die relative
Fitness der drei Genotypen an.

Wir betrachten wieder eine feste Populationgrofie N und bezeichnen mit
(¥ (44), ™ (4a), v, (aa))

die Anzahlen diploider Individuen sowie mit X" = 2YT(N)(AA) + YT(N)(Aa) die Anzahl
A-Chromosomen in Generation r. Fiir das diploide Wright-Fisher-Modell mit Selektion
ist gegeben X\ = k = 2Np (mit einem p e [0,1] N 5 Z)

(1 - 1-
N, p*waa 2p(1-plwa, (1-p)? waa)

Weges (p) Wages (p) ’ Wges (»)
(3.1)

(v (44), ¥,V (Aa), ¥, (aa)) ~ Multinom(

r+1 » S r+l ’» fr+l

mit
Wes(P) 1= P*wan +2p(1 = p)waa + (1 = p)*Waq
der ,,Gesamtfitness® der Population (bei A-Anteil p). Offenbar bildet

(Y(N)(AA) Y(N)(Aa) Y(N)(GCL))NNU

r+1 )T+l T+l

mit Setzung (3.1)) eine Markovkette.

Wir kénnen folgendermafen interpretieren (siche auch Abbildung|3.2)): Zunéchst
wird ein grofles Reservoir von > N , Juvenilen“ geméfl Zufallspaarung wie im neutralen
diploiden Wright-Fisher-Modell gebildet, d.h. wenn der Anteil A-Allele in der Elternge-
neration p ist, verhalten sich die Anteile der Genotypen AA, Aa, aa in diesem Reservoir
wie p? : 2p(1-p) : (1-p)2. Dann werden aus diesem Reservoir N Juvenile herausgezogen,
wobei ein Typ AA-Juveniles mit Wahrscheinlichkeit proportional zu w4 gewéhlt wird,
etc., und diese N Herausgezogenen reifen zu den N Erwachsenenindividuen der Folgege-
neration heran. (Eine denkbare Assoziation sind Pflanzen, die viele Friichte produzieren,
von denen aber wegen Ressourcenbeschrankungen nur wenige tatséchlich keimen.)
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Alternativ konnen wir folgendermaflen generieren: o. E. diirfen wir wa4, waq, Waq €
[0,1] annehmen (es kommt nur auf die Verhéltnisse an). Wenn im Modell ein Kind erzeugt
werden soll, werden zwei Eltern rein zufillig gew#hlt und in diesen jeweils rein zufillig
ein Chromosom, dessen Typ kopiert wird; wenn dabei ein AA-Kind entsteht, {iberlebt
es mit Wahrscheinlichkeit w44, etc. Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Kind {iberlebt, ist
dann p?was +2p(1 - p)wag + (1 —p)*Waeq = Wees(p) und der Typ eines tiberlebenden Kinds
ist somit

(1 - p)Qwaa
wges(p)

2 (1 -
PWAL g Wokein 2 ZP)Waa

AA mit Wkeit ,
Weges (p) Wges (p)

, aa mit Wkeit

wenn der Anteil A-Allele in der Elterngeneration p ist.

Wir wiederholen diesen Mechanismus unabhéngig so lange, bis IV iiberlebende Kinder
erzeugt wurden und registrieren deren Typen, dies ergibt (3.1)).

Analog zum neutralen Fall folgt aus (3.1)) mit dem Gesetz der grofien Zahlen, dass,
sofern ﬁXéN) = py = p fiir N - oo gilt,

’ 2p(1 - p)was (1 -p)*w
1y () AA,lY(N) Aa,lY(N) aa)) — prA’ 14 ) aa
(A, 2 (40), 31 (a0) = (=8 = = )

und daher auch

1o 12p*wan +2p(1 - p)waa _ p*waa+p(l—plwag
INL  Now? wges(p) wges(p)

(in Wahrscheinlichkeit).

Sei
PPwas+p(l - p)waa
f(p) = : (3.2)
Wees(P)
fiir z € [0, 1] definiert die Funktionsiteration
Tpe1 = f(x,), neNp (3.3)

eine Folge in [0, 1].

Durch Iteration der Argumente oben ergibt sich (analog zum neutralen Fall), sofern
ﬁXéN) — 1 gilt, fiir jedes T e N, >0

P(|ﬁX§N) — x| <e fiirr < T| ﬁXéN) = pN) e 1 und (3.4)

B(||( £ (A4), £V, (4a), £V, (aa))

_( w%wAA 21‘T(1_$r)wAa (l_xr)Zwaa)
Wges(Tr)?  Wges(Tr) 7 wges(zr)

| <e fiir r < T| 2 XV =pN)N—> 1, (3.5)

d.h. der Prozess des A-Anteils konvergiert gegen die deterministische, durch be-
schriebene Folge. Auf dieser (unskalierten) Zeitskala spielen somit fiir eine grofe Popula-
tion Fluktuationen, die aus der Zufilligkeit des Reproduktionsprozesses stammen, nahezu
keine Rolle.
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Da nur Quotienten der relativen Fitnesswerte waa, waq, Waq die Dynamik bestimmen,
parametrisiert man (3.3)) zur leichteren Interpretation o.E. folgendermafien um:

Waa =1, Wag=1-hs, wee=1-s (3.6)

mit s € [0,1] und h € R. s misst den selektiven Nachteil des Homozygoten aa im Vergleich
zu AA (wir nehmen o.E. an, dass AA mindestens so fit ist wie aa, sonst vertausche die
Rollen von A und a), h heifit der (Koeffizient des) ,,Heterozygoteneffekt(s)*.

Die biologische Interpretation von (3.2)), (3.3)) variiert je nach dem Wert von h:
h=1 . Allel A ist rezessiv

h=0 . Allel A ist dominant

0<h<1 : unvollstindige Dominanz

h<0 . Uberdominanz (Aa ,,am fittesten®)
h>1 : Unterdominanz

In der Parametrisierung (3.6)) lautet (3.2))

p?+p(1-p)(1-hs)
p*+2p(1-p)(1=hs) +(1-p)*(1-s)

und die Anderung iiber eine Generation ist

sp(1-p)(ph+(1-p)(1-h))
p?+2p(1-p)(1-hs)+(1-p)2(1-s)

f(p) =

d(p) = f(p)-p=

Langzeitverhalten Das Langzeitverhalten von (z, ).y, aus (3.3 wird (hauptséchlich)
von h bestimmt (wir nehmen s > 0 an, sonst ist x, = xg). Offensichtlich gilt d(0) = d(1) =0
und, sofern h # 1/2, auch d(p,) = 0 mit p, = 1L

Falls 0 < h < 1: Es gilt d(p) > 0 fiir 0 < p < 1, somit x, ~ 1 fiir r - oo sobald xy > 0.
Man spricht von , gerichteter Selektion“: Das , fittere“ Allel A verdrangt a.

Falls h < 0: Es gilt 0 < p, <1 und d(p) > 0 fiir 0 < p < p., d(p) <0 fiir p, < p < 1. Daher
gilt x, 7 p, fiir r - oo falls 0 < g < p, und x, v p, falls p, < zy < 1. Man spricht von
,balancierender Selektion“: Beide Allele bleiben langfristig in der Population erhalten,
das genaue Verhiltnis hingt von h ab (das hier die Stirke der Uberdominanz misst).

Falls h > 1: Es gilt 0 < p, < 1 und d(p) < 0 fiir 0 < p < ps, d(p) > 0 fiir p. < p < 1.
Daher gilt z, \ 0 fiir r - oo falls 0 < ¢y < p, und x, ~ 1 falls p, < g < 1. Man spricht
von , disruptiver Selektion®: Langfristig setzt sich einer der beiden Typen durch (es sei
denn, man beginnt mit genau xg = p,), welcher, hangt von der Startbedingung ab. Zwei
Populationen, deren Startanteil an A sehr dhnlich ist, aber einer ober- und einer unterhalb
von p,, werden sich auf lange Sicht auseinander entwickeln.

Beispiel. Das medionigra-Allel (a) wurde in einer Population von Callimorpha dominula
(ein Nachtfalter, deutsch Schonbér) in der Umgebung von Oxford recht intensiv studiert
(a verandert im Vergleich zum ,, Wildtyp* die Fliigelfarbung). Abbildung zeigt den
beobachteten a-Anteil fiir die Jahre 1939-1972 und eine angepasste deterministische Folge
(z,), erzeugt aus , mit s =0,1, h=0,5 (d.h. waa =1, wa, = 0,95, we, = 0,9). Die
Werte sind Kap. 3 des Buches John H. Gillespie, Population genetics : a concise guide,
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Abbildung 3.1: Beobachteter Anteil des a-Allels 1939-1972 in Callimorpha dominula und
Modellvorhersage

E Neugeborene|Selektion | Erwachsene
' A-Anteil: p > A-Anteil: f(p)

Abbildung 3.2: Schematische Darstellung eines Lebenszyklus im Modell mit Selektion

Johns Hopkins Univ. Press, 1998, entnommen. Die Modellkurve passt — zumindest dem
Augenschein nach — recht gut.

(Das beweist allerdings nicht, dass tatséchlich gerichtete Selektion fiir die beobachteten
Anderungen des a-Anteils verantwortlich ist — es kénnte andere Effekte geben, die z.T. kontro-
vers in der Literatur diskutiert wurden, siche z.B. E.B. Ford, P.M. Sheppard, The medionigra
polymorphism of Panaxia dominula. Heredity 24, 112—134, 1969.)

Beispiel. Ein , klassisches Lehrbuchbeispiel” fiir den Effekt balancierender Selektion
ist die Verbreitung der Sichelzellenanédmie in Gebieten mit endemischer Malaria. Das
a-Allel (in unserer Notation) ruft in der homozygoten Form eine Verformung der ro-
ten Blutkorperchen hervor, die zum Krankheitsbild der Sichelzellenandmie fithrt. Aa-
Individuen haben nur eine milde Form der Krankheit und sind zugleich vor gewissen
Formen der Malaria geschiitzt. Sie haben daher in Regionen, in denen Malaria weit
verbreitet ist — zumal, wenn keine Therapien zur Verfiigung stehen — gegeniiber AA-
Homozygoten effektiv einen Vorteil. J.H. Gillespie, a.a.O., Kap. 3.3 berichtet, dass die
Wahl s =1, h =-0,17 und somit p, ~ 0,87, d.h. ein Anteil @ von 1 - p, ~ 0,13 relativ gut
zu Beobachtungswerten in West- und Zentralafrika passt.

3.2 Intermezzo: Zeitkontinuierliches Moran-Modell

Das Moran-Modell ist gewissermaflen das ,zeitkontinuierliche Analogon“ zum Wright-
Fisher-Modell, es ist (ebenfalls) eines der fundamentalen Modelle der mathematischen
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Abbildung 3.3: Zeitliche Entwicklung des A-Anteils z, bei verschiedenen Startwerten.
Links s=0,1, h=0,5 (gerichtete Selektion), rechts: s=1, h=-0,17 (balancierende Selektion)

Populationsgenetik.

Definition 3.1 ((Neutrales 2 Typ-)Moran-Modell)). Man betrachtet eine Population von
konstant N (haploiden) Individuen, jedes Individuum besitzt eine unabhéngige, Exp(1)-
verteilte Lebenszeit und wird am Ende seiner Lebenszeit durch den Nachkommen eines
rein zufillig aus der Population gezogenen Individuums ersetzt (es gibt nur ein Elter und,
sagen wir, man kann durch sein eigenes Kind ersetzt werden).

Wir nehmen zusétzlich an, dass es zwei Typen A und a gibt, die ohne Mutation
vererbt werden. Sei
Xt(N) = Anzahl Typ A-Ind. zur Zeit t.

Angesichts der Gedéchntislosigkeit der Exponentialverteilung ist (Xt(N))tzo eine zeitkon-

tinuierliche Markovkette mit Werten in {0,1,..., N} und Sprungraten

(N -1
N

N i(N — )
=(N-9)—==¢i-1, Gii=—2—F—.
(N0 = G 4 N

Qii+1 =

Insbesondere: 0 und N sind absorbierende Zusténde, (Xt(N))tzo ist ein Martingal, fiir
die Fixierungswahrscheinlichkeiten gilt

P(Absorption in N | XéN) = x) = %

(mit Argument analog zu Lemma [1.20)).

Bemerkung. Eine zeitdiskrete Version hatten wir bereits in Bsp. betrachtet, dies
war ein (zeitdiskretes) Cannings-Modell, in dem in jeder ,Generation® genau ein Indi-
viduum zwei Kinder hat und dafiir eines null. Insoweit entspricht eine Generation in
Bsp. einem Reproduktionsereignis im Moran-Modell, wenn man fiir die Individuen
mit genau einem Kind jeweils Elter und Kind identifiziert.

Bericht. Wenn %XéN) — 1 gilt, so konvergiert der reskalierte Anteilsprozess (%X](VJZ/Z)M)

gegen die (neutrale 2 Typ-)Wright-Fisher-Diffusion (vgl. Def. und Bem. [1.25]).

'Nach Patrick Alfred Pierce Moran, 1917-1988 benannt
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Man kann dies analog zum Beweis von Satz — dort hatten wir den zeitdiskre-
ter Fall betrachtet — beweisen oder via Zeittransformation prinzipiell auch auf diesen
zuriickfiithren; fiir die entscheidende Heuristik beachte

1 1 N z(N -z N T T
EE[( XZ(V]\([t)+h)/2 1Xz(v]:sf/)z ‘X](VJZ/)Q ] N2(2 h (N )+0(§h))zﬁ(1_ﬁ)+0(1)

fir h | 0.

Graphische Konstruktion

Fiir jedes geordnete Paar (i,7), 7,7 € {1,...,N}, i # j sei (Nt(i’j))tzo ein Poissonprozess
auf R, mit Rate %, u.a. fiir verschiedene Paare. Zu den Sprungzeiten von (Nt(w ))tZO
stirbt Individuum j und wird durch einen Nachkommen von Individuum i ersetzt (s.a.

Abb. B4).

[Bild an der Tafel]

Abbildung 3.4: Im Bild: N Kopien der Zeitachse, gerichtete Pfeile zwischen ihnen zu den
Sprungzeitpunkten von u.a. Poissonprozessen; das Individuum an der Pfeilspitze stirbt
jeweils und wird durch einen Nachkommen des Individuums am Pfeilschaft ersetzt.

Sei
X, (i) = Typ von Individuum ¢ zur Zeit ¢.

Die Dynamik des Prozesses (X;(1), X;(2),. Xt(N)) , der iiber die Typen der Indivi-
duen in der Population Buch fiihrt (und nlcht nur iiber dle Anzahlen) ist somit folgende:

Ersetze zu jedem Sprungzeitpunkt ¢ von N den Typ X;_(j) durch X;(j) = Xy (4).

Dies ist wohldefiniert, da unabhéngige Poissonprozesse f.s. keine gemeinsamen Sprung-
zeitpunkte besitzen. Diese Konstruktion ist ein Spezialfall einer sogenannten Harris-
Konstruktion?] ein in der Theorie der interagierenden Teilchensysteme iibliches (und
niitzliches) Werkzeug.

Bemerkung 3.2 (Ablesen der Genealogie und der Typen aus der graphischen Konstruk-
tion). Fiir ¢t >0, ¢ € [ V] sei

AS’” = Nr. des Ahnenindividuums zur Zeit t — s von Ind. ¢ zur Zeit ¢t
(fiir 0 < s <t, Werte in [N])

Zur Konstruktion von AGH = (Agi’t))ogsg verfolgen wir die derzeitige ,,Zeitachse®
riickwérts und folgen den Pfeilen jeweils in entgegengesetzter Richtung, vgl. auch Abb.

In Formeln kénnen wir den Pfad von A(:Y) beispielsweise folgendermafen fassen (wir
schreiben NU4)([a, b)) fiir die Anzahl Spriinge des Poissonprozesses NU:) im Zeitintervall

[a,b)):

2 nach Theodore Edward Harris, 1919-2005 benannt
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Sei To(i’t) =0, Zéi’t) = Aéi’t) =1, fiir k € N setzen wir
T = inf {u > T s es gibt ein j # i mit NOBI ([t —u,t - TD)) =1}

bzw. T,Ei’t) :=t, falls es kein solches u gibt. Falls T,Ei’t) =t gilt, so setzen wir M1 := k und
wir brechen die Konstruktion hier ab, andernfalls sei

Av,?’t) das (f.s.) eindeutig bestimmte j mit N(j’gi(ci—'tl))([t - T,{Si’t),t— Tk(ff))) =1

und wir setzen die Konstruktion fort. Da die endlich vielen Poissonprozesse N fs.
keine Haufungspunkte in [0, ¢] besitzen, bricht die Konstruktion mit Wahrscheinlichkeit
1 nach endlich vielen Schritten ab und wir setzen dann fiir 0 < s <t

AGD = A0D falls T < 5 < TP fiir 0 < 0 < MOD

bzw. Agi’t) = 21,5\2’2”_1.

(Agi7t))0§8§t ist eine zeitkontinuierliche Markovkette mit (vollkommen symmetrischen)
Sprungraten

+ k#j
N ’
Qjk = _ : (3.7)
’ {_]\A[]\/ly k:ja

man nennt eine solche Kette auch eine (zeitkontinuierliche) , Irrfahrt auf dem vollstandi-
gen Graphen Vy der Ordnung N¢.

Fiir 4; # i bewegen sich A1t und AG2:t) unabhingig bis zum ,, Verschmelzungszeit-
punkt® | '
Tivp = inf{s € [0,¢] 1 AT = A0}
ab dann, d.h. fiir u > 7;, ;,, gilt Agil,t) _ A’I(Lig,t).

Fiir paarweise verschiedene iy, s, ...i, (< N) bilden
At A6 ein System verschmelzender Irrfahrten auf V,,

und mit A .
kgl i <= ARt _ Ag“”t), 1<k, l<n
ist )
RN = Aquivalenzklassen beziiglich ~; v, s € [0,t]
R(nvN)

Ns/2
zent, wenn wir die Zeitachsen in der graphischen Konstruktion ,bis —co fortsetzten.*)

ein (zeittransformierter) Kingman-n-Koaleszent. (( )ss0 ware wortlich ein Koales-

Aus der Konstruktion ergibt sich folgende (realisierungsweise Form) der ,,Dualitét“:
X,(3) = Xo(AYY) fir 1<i< N, t>0. (3.8)
(Vergleiche auch Beobachtung fiir den zeitdiskreten Fall.)
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Beweisskizze. Die Tatsache, dass A1) eine zeitkontinuierliche Markovkette ist, folgt an-
schaulich gesehen aus der Unabhéngigkeit der Zuwéchse der ,,treibenden® Poissonprozesse
NGK) die symmetrische Form der Sprungratenmatrix (3.7)) stammt daher, dass alle Pois-
sonprozesse dieselbe Rate 1/N haben. Wenn aktuell AP = . so gibt es fiir 0 < h « 1
und jedes j' # j mit Wahrscheinlichkeit ~ h/N einen Sprung von N('J) im Zeitintervall
[t —s—h,t-s) und dann springt A% von j nach j'.
Etwas formaler: Sei
FLi=o(NUP([a,b)):j#kt-u<a<b<t)

die o-Algebra, die die Informationen iiber alle Spriinge der NG*) zwischen ¢ —u und ¢
enthilt. Offenbar kann man Agm fiir s < w anhand der Pfade der N(G*) zwischen ¢ — u
und ¢ rekonstruieren (d.h. AU st Ft-messbar fiir s < w) und fir s <t, j # j' € [N] ist

auf dem Ereignis {AS’” =7}

TR(AL) = 717
- %P(N(j"j)([t s hyt-8) =L, NG D([t—s—ht—s)) =0 fiir " # ) + %Rh
= % -e‘h/Nh{—!N - (e‘h/N)Nf2 + Ry, = % +0o(1)
fiir A | 0, wobei der Resterm
Rl <P NEO([t =5 =yt = 5)) 2 2) = O(h?)
erfiillt. ]

3.3 (2-Typ) Moran-Modell mit (gerichteter) Selekti-
on

Wir schrénken uns (aus Zeit- und Platzgriinden) im Folgenden bei der detaillierteren Dis-
kussion von Modellen, die sowohl Selektion als auch Gendrift enthalten, auf das Moran-
Modell (mit gerichteter Selektion) ein, da hier (im Ggs. zum Wright-Fisher-Modell) we-
gen der einfacheren Struktur der Ubergangsdynamik verschiedene explizite Rechnungen
moglich sind. Analog hatten wir im neutralen Fall gesehen: Die erwartete Fixierungszeit im
Moran-Modell (Beob. lie sich durch eine relativ iibersichtliche Rechnung bestimmen,
die analoge Aussage fiir allgemeine Cannings-Modelle, insbesondere das Wright-Fisher-Modell
(Satz war deutlich aufwandiger.

Definition 3.3 ((2 Typ-)Moran-Modell mit gerichteter Selektion). Sei s > 0. Man be-
trachtet eine Population von konstant N (haploiden) Individuen, die zwei mogliche Typen
A und a haben. Typ A-Ind. vermehren sich mit Rate 1+s, Typ a-Ind. vermehren sich mit
Rate 1 und bei jedem Vermehrungsereignis wird ein rein zuféllig gezogenes Individuum
durch den gerade erzeugten Nachkommen ersetzt (der den Typ des Elters erbt und, sagen
wir, man kann durch sein eigenes Kind ersetzt werden). Sei

XM = #Typ A-Ind. zur Zeit t,
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(Xt(N) )0 ist eine zeitkontinuierliche Markovkette mit Werten in {0, 1, ..., N} und Sprung-
ratenmatrix

(1+s)idt, j=i+1,

‘N
(N_Z)%a j:i_la
qi; = i(N—i ..
’ _(2+5)%7 J =1,
0, sonst.

Bemerkung. 1. Wortlich unterscheiden sich in der Formulierung von Def. die Typen
beziiglich der Vermehrungsgeschwindigkeit (man nennt dies auch “fecundity selection”).

Wir kénnten dieselben Sprungraten allerdings auch als Unterschiede in der Uberle-
bensfihigkeit (“viability selection”) interpretieren: Nehmen wir an, Typ A-Individuen
sterben mit Rate 1 (d.h. ihre Lebenszeit ist Exp(1)-verteilt), Typ a-Individuen sterben
mit Rate 1+ s (d.h. ihre Lebenszeit ist ~ Exp(1 + s)) und das gestorbene Ind. wird in-
stantan durch den Nachkommen eines rein zufillig gezogenen Ind. ersetzt, so liefert dies
dieselbe Dynamik von (Xt(N))tzo.

Bemerkung 3.4 (Graphische Konstruktion des Moran-Modells mit Selektion). Man
kann die graphische Konstruktion aus Abschnitt 3.2 auf den Fall mit Selektion iibertragen:

Fiir jedes geordnete Paar (i,7), 4,7 €{1,..., N}, i # j sei (Nt(z’]))tzo ein Poissonprozess
auf R, mit Rate +, w.a. fiir verschiedene Paare. Zusétzlich sei fiir jedes Paar (St(i’j ))tzo
ein weiterer, unabhéngiger Poissonprozess auf R, mit Rate s/N.

Wie vorher erzeugt zu den Sprungzeiten von (Nt(i’j ))tzo Individuum ¢ einen Nachkom-
men, der Individuum j ersetzt, wir legen in der Konstruktion zu einem solchen Zeitpunkt
einen Pfeil von ¢ nach j. Zu den Sprungzeiten von (St(m ))tzo legen wir ,s-Pfeile”, zu ei-
nem solchen Zeitpunkt erzeugt Individuum ¢ einen Nachkommen, der j verdrédngt, aber

nur, wenn 4 aktuell Typ A hat (s-Pfeile sind also nur ,wirksam“, wenn der Typ am
, Pfeilschaft® A ist).

[Bild an der Tafel]

Offenbar sind 0 und N (wiederum) absorbierende Zustinde von X (™). Die Fixierungs-
wahrscheinlichkeiten sind fiir s > 0 (fiir s | 0 ergibt sich z.B. mit der Regel von 1'Hospital
i/ N, was zur Diskussion in Abschnitt [3.2| passt) wie folgt:

Satz 3.5. Sei 7, =inf{t>0: Xt(N) =k}. Es gilt

I1-(1+s)7"

Pi(TN<7_O): 1—(1+s)_N.

(Wir schreiben P;(-) fiir P(- | X(SN) =) und unterdriicken die Abhéngigkeit von N in der
Notation von 7.)

Beobachtung 3.6. Fiir s >0 (fest), N > 1 ist demnach

1 S . N
h(1)~1—1—+5— Tos (~ s fiir s klein);
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fir N> 1, s<<1mit 0:= Nse(0,00), z€(0,1) ist

1-(1+g/N) el ] ¢gow
MNED = T oy T

Beweis von Satz[38. Sei h(i) := P;y(7n < 70), offenbar gilt 2(0) = 0, h(N) = 1, Zerlegung

gemafl dem ersten Sprung zeigt

N iN=0), N0,
h(l) —W((1+S)Th(l+l)+Th(1—l))
1+s. . 1 . . .
:2+8h(z+1)+2+8h(z—1) fir 1<i<N.

Dies ist ein homogenes, lineares Differenzengleichungssystem 2. Ordnung, demnach gilt
h(i) = ciul + coul

mit uy/, Losungen von (1 +s)u? + (2+s)u+1=0, d.h.

C(2+5)£/(2+5)2-4(1+5)- 1 (2+s)xs
R 2(1+s) T o(1+s)

1
{171_4.5}

und Koeffizienten ¢y, co € R, deren Werte ¢; = 1/(1 = (1+8)™), o = -1/(1 - (1 +5)7V)
sich aus den Randbedingungen ergeben. O

Stellen wir uns vor, in einer bisher homogenen a-Population ist gerade eine vorteilhaf-
te Mutation A aufgetreten (weitere Mutationen sieht unser Modell zunéchst nicht vor).
Obwohl A selektiv bevorzugt ist, kénnte der Typ A aufgrund der zufélligen Fluktuatio-
nen im Reproduktionsprozess trotzdem wieder verschwinden. Beobachtung [3.6] gibt die
Wahrscheinlichkeit an, dass A tatsédchlich fixiert. Der folgende Satz geht der Frage nach,
wie lange es dauert, bis eine solche ,frisch aufgetretene* vorteilhafte Mutation fixiert
(gegeben, dass dies tatséchlich passiert).

Satz 3.7. Sei s> 0 fest, starte mit XéN) =1. Fir N - oo gilt

s
2log N

v = 1 in Verteilung unter P(-| 7y < 19),

d.h. P(Tn <blog N |7y < TO)N—>

0, fallsb<2/s,
1, falls b>2/s.

Bew.idee fiir Satz : Wir zerlegen den Pfad (auf dem Weg von XéN) =1 nach X = N)
in drei Phasen.
1. Solange X () klein ist (sagen wir, < eN), geschehen die Spriinge

N -1

x - x +1 mit Rate (1+ s)i ~ (1+s)i,

z — x — 1 mit Rate ¢

N1,
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d.h. XV verhilt sich ,beinahe* wie ein superkritischer binéirer Galton-Watson (-
Verzweigungs)-Prozess (Y;) (vgl. Def. unten). Da

Y, ~ eine zufillige Konstante x e

(siehe Proposition unten), dauert es etwa Zeit ~ 1log N, bis X(V) auf eN
angewachsen ist.

2. Sobald X(™) _mittelgroB“ ist (sagen wir, eN < X\™ < (1-¢)N) folgt der Pfad des

Anteilsprozesses %Xt( ) nahezu einer deterministischen, ,,makroskopischen“ Dyna-

mik (vgl. auch Diskussion in Abschnitt [3.1).

Diese Phase ist daher ,kurz“ im Vergleich zu Phasen 1 und 3 (ihre Lénge divergiert
nicht mit N — oo)

3. Sobald X() groff“ ist (sagen wir, > (1 — €)N) kénnen wir analog zu Phase 1

mit einem subkritischem Galton-Watson-Prozess vergleichen (oder wir vertauschen
Rollen von @ und A und kehren Zeit um, um wortlich auf Beweisschritte fiir Phase 1
zuriickzugreifen).

Die Phase dauert ebenfalls » %log N.

[Skizze an der Tafell

Offensichtlich bendtigen wir fiir den Beweis von Satz Informationen iiber das
Verhalten von Markovketten, die wir auf das Erreichen gewisser Zusténde bedingen. Eine
allgemeine Antwort gibt die Doob-Transformation.

Sei X zeitkontinuierliche Markovkette auf £ (E endl. oder abz.b. unendliche Menge)
mit (konservativer) Ratenmatrix @ = (¢;;) (und wir nehmen an sup, —¢,, < oo, d.h. die
Gesamtsprungrate ist global beschrinkt), sei Ey c E eine endliche Menge von absorbie-
renden Zusténden, () sei irreduzibel auf £\ Ey und jeder Punkt z € Ey mit pos. Wkeit
erreichbar von F \ Ej aus, fiir

T = lnf{tzOXtEEo}

gelte P, (7 < 00) =1 fiir alle x € E.
Sei zg € Fg und h: E - [0,00) (beschrankt) mit h(zy) =1, h(z) =0 fiir z € Ey \ {20},
h (@Q-)harmonisch in £ \ Ey, d.h.

Y quyh(y) =0 fiir z e ENE,. (3.9)
Y

Lemma 3.8 (Doob-Transformation). Sei Xg € E\ Eqy (f.5). (X )0 bedingt auf { X, = 2y}
ist verteilt wie die zeitkontinuierliche Markovkette X mit Sprungraten Gij = %qij.

(Beachte: ¥ ;.; %qij = ﬁ(—h(z)q”) = —q;; nach Voraussetzung, d.h. () ist ebenfalls
eine (konservative) Ratenmatriz und X und X haben in jedem Punkt dieselbe Gesami-
sprungrate).
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Beweis. Sei p;; = % fir i # j € E, p; = 0 die Ubergangsmatrix der (zeitdiskreten)
Skelettkette X’ von X (d.h. im Zustand ¢ verbringt X eine Exp(—g;;)-verteilte Wartezeit
und springt dann wie X’ von ¢ aus gemés p;;, j € F in einen neuen Zustand j) und analog
Dij = _%i fiir i # j € E, Py = 0 die Ubergangsmatrix der (zeitdiskreten) Skelettkette X'

von X. Dann gilt auch

~ _h(G)
pij h(l)pz]

Esist {X; = 20} = {X/, = 20} mit 7/ := min{k € Ny : X € £y} und nach Definition folgt
aus (3.9) fir xe BN Ey

—Qeeh(x) = Z Quyh(y), somit h(z) = pryh(y),

Yy+x

d.h. h ist auch p-harmonisch in F \ Ej. Das Standard-Argument der Zerlegung nach dem
ersten Sprung zeigt, dass auch ¢ » P;(X/, = zy) p-harmonisch in E'\ E ist, auf Ey stimmt
dies natiirlich mit A iiberein, daher gilt

h(i) =Pi(X. = 29) = Pi(X; = 20).

Siehe z.B. Klenke, [KI, Satz 19.7] fiir die Eindeutigkeit des Dirichlet-Problems (wértlich
dort im Fall endlichen Zustandsraums).

Fiir EEN, o, L1y, Tp-1 € E~ Eo, Ty =2 ist
1 d 1 h(xl 1)pm z;
P, (X! =20, X! =21, .... X! = 24| X!, = 2) = ——
0( 0= %o, A1 =1 £ £Bg| T ZO) h(l’o) gpl‘z 1w h(l’o) H h(xz)
1L - - _
- = Py (X} = 20, X! = 1,..., X} =
h(l’g) gpxi_lxi 0( 0= Lo, Ay =T, y <Xy .’,U[),

denn h(x¢) = h(z) = 1. Demnach gilt die Behauptung fiir die Skelettketten, da X und X
in jedem Punkt dieselbe Gesamtsprungrate haben, gilt sie auch fiir X und X. O

Fiir X() das Moran-Modell mit gerichteter Selektion (Def. und Fy={0,N}, 2= N
ergibt sich mit Satz [3.5] aus Lemma [3.8}

. 1-(1+s)"G+D N—z i s
T = ey w0 =) )
__1-(1+s)GD N i s(1+s)7i*t
Tt = (12 5 W‘”N—Z(l‘ﬁ)(“m)

Fiir unser Vergleichsargument benétigen wir (gewisse) Verzweigungsprozesse (in Def.
hatten wir bereits den Yule-Prozess betrachtet, einen Verzweigungsprozess, in dem Indi-
viduen niemals sterben).
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Definition 3.9 (Bindrer (zeitkontinuierlicher) Galton-Watson-Prozess). Wir betrachten
eine Population von Individuen, die sich jeweils unabhéngig mit Rate A > 0 verdoppeln
und mit Rate g > 0 sterben (es gibt keine Restriktionen an die Grofle der Population);
bezeichne Y, die Anzahl Individuen zur Zeit ¢.

(Y1) es0 ist eine zeitkontinuierliche Markovkette mit Sprungratenmatrix

i, j=i+1,

qgw: w, J=1-1,
N _()‘J":u)i? J=1,
0, sonst.

Y heiit ein (binérer zeitkontinuierlicher) Galton-Watson-Prozess.

Man sieht aus der Form der Sprungraten, dass Y die Verzweigungseigenschaft
LYi|Yo=k+3j)=2LY;|Yo=k)» L (Yi|Yo =)

besitzt (anschaulich: wenn man die Startpopulation in zwei Gruppen aufteilt, dann kann
man die beiden Gruppen sich fiir Zeit ¢ unabhéingig getrennt entwickeln lassen und die sich
daraus ergebenden Populationen dann wieder zusammenfiigen, dies d&ndert die Verteilung
der Gesamtgrofe nicht).

Proposition 3.10. Es gilt

EL[Y:] = e(A—u)tk’ Var,[Y;] = ;ﬂ(GQ(A—u)t _ e(A—u)t)k (3.10)
K

(die Formel fir die Varianz gilt im Fall X\ # p, falls X = p gilt, ist Varg[Y;] = 2A\kt). Mit
W, = e~ =Y, ist (Wy) o ein nicht-negatives Martingal, demnach

Wi - We  fs. fiir ein Wy, >0.

Falls X > p gilt, ist (W) o L?-beschrinkt, insbesondere gleichgradig integrierbar, und es
gilt {We >0} ={Y; # 0Vt >0} fs. (d.h. falls der Prozess iberlebt, wdichst er auch
exponentiell mit Rate A — 1) sowie

h(k) := Pr(Y; = 0 schlieflich) = (u/\)*, yeN.

Bemerkung 3.11. Ein binérer zeitkontinuierlicher Galton-Watson-Prozess Y = (Y} )0
mit A > p heiit superkritisch, Proposition zeigt, dass Y dann mit positiver Wahr-
scheinlichkeit iiberlebt und in diesem Fall unbeschrénkt (exponentiell) wéchst.
Falls A < p gilt, heiit Y subkritisch, in diesem Fall gilt Py (Y; > 0) < Ei[Y;] = ke -1t —
0 fiir t - oo und wegen {Y; =0} c {Y, =0 fiir alle u >t} also Py(Y; = 0schlieflich) = 1.
Im Fall A = 0 heifit Y kritisch, man kann mit etwas mehr Aufwand zeigen, dass auch
dann gilt P, (Y; = 0schlieBlich) = 1.
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Beweisskizze fiir Proposition[3.10. Fiir das 1. Moment beachten wir mit f(y) = y, dass
der Generator Lf(y) =Xy -(y+1) + py-(y—1) = (A + u)y = (A — )y erfiillt, also

SRV = - BV, EYo] =

gemiB Kolmogorovs Riickwirtsgleichung mit Losung Ei[Y;] = etk

Zusammen mit der Markoveigenschaft ergibt sich
Ek[YHh ‘ (Y, u< t)] = e by,
d.h. W, = e-(A-mtY, jst ein Martingal.
Fiir das 2. Moment bzw. die Varianz betrachten wir f(k) = k2,
Lf(k)=k(A(k+1)*+p(k-1)* = (A + p)k?) = k(2M\k + X = 2uk + p1) = 2(X = )k + (A + p) ke

Damit ist

CEY?] =200~ WE[Y?]+ (A ) Ea[Yi] = 20 - B[] + (4 + )

(und E;[YZ] = 1), Variation der Konstanten liefert

t
El[Yf] = 62(>‘_“)t]E1 [YE)Q] i / 62(>\—u)(t—U)()\ n ’u)e(k—u)u du
0

= 62()\—M)t + (>\ + N)e2(A_#)t [t 6_(>‘_H’)u du = 62()‘_H’)t + ()\ + /_1,)62()\_#)t )\ 1 (1 — e_(A_u)t)
0 —p

= 20t A B 20 0oy 2 B 0 ARE O,
A—p A— A—
Somit
2

A A
Van (15] = B 7] - (Ba[Y0))" = (5= = 1) = el = St o),

die Verzweigungseigenschaft liefert Vary[Y;] = kVar [Y;] (denn Z(V;]Y, = 0) =4 Y,V +
et Y;(k), wobei Y () unabhiingige Kopien jeweils mit Startwert Y () =1 sind).

Die Formel fiir den Fall A = p kann man beispielsweise erhalten, indem man in obigem
A N 1 betrachtet (oder die entsprechende Differentialgleichung fiir 4E;[Y,?] = 2AE;[Y;]
direkt 16st).

Im Fall A > yu zeigt die Formel fiir das 2. Moment, dass sup,,o E[(e-**#1Y;)?] < oo
gilt.

Zur Aussterbewahrscheinlichkeit: h(y) = P,(Y; = 0 schliefllich) 16st (zerlege gemé8
dem ersten Sprung, benutze die starke Markov-Eigenschaft)

Y 1y LA I B
h(y)——(A+u)yh(y+1)+—(k+u)yh(y 1)——A+Mh(y+1)+A+#h(y 1), yeN

mit Randbedingung ~(0) = 1 (und lim,_ h(y) = 0), die (eind.) Losung ist h(y) = (p/N)Y.
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Offensichtlich gilt
{Y; = 0 schliellich} c {W =0} stets,

um die Behauptung
{We >0} ={Y, 20Vt >0} fs.

zu zeigen, miisste man etwa zeigen, dass Pp(Wo = 0) = Pp(Y; = 0 schlieBllich) = (u/\)*
gilt.

Siehe dazu beispielsweise Thm. II1.2 in K.B. Athreya, P. Ney, Branching processes,
Springer, 1972 oder Prop. 5.6 und Cor. 5.7 in Russell Lyons, Yuval Peres, Probability on
trees and networks, Cambridge University Press, 2016+ (auch elektronisch unter http:
//mypage.iu.edu/~rdlyons/prbtree/prbtree.html). O

Mit Lemma (Doob-Transformation) ist die Sprungratenmatrix von Y (fiir A = 1+s,
p=1) bedingt auf {Y; # 0Vt >0} (={Y; > o0} = {W >0}):

qow - 1_(1+3)_jq_qw
U T (L+s) Y

(Wortlich wire hier noch ein kleines Approximationsargument notwendig, da ,,00“ eigent-
lich kein Punkt des Zustandsraums von Y ist: Bedinge zunéchst darauf, N > 1 vor 0 zu
treffen, dann lasse N — o0.)

Beobachtung 3.12. Seie >0, 7oy :=inf{t >0:Y; >N}, es gilt

S

logNTEN — 1 f.s. auf {Wy >0}

Intuitiv/anschaulich klar: Y; ~ e5'W,,, also sollte 7.y ~ < (log N +log e — log W) sein.

Beweis. Sei Ty := sup{t : - 1‘ >0} (bzw. Ty = oo auf {W,, = 0}), es gilt {T5 < oo}
(f.s.) auf {Ws > 0}.

Wihle § < e. Es gilt

stW

{Ffn > E2log N} c {Y1+5 v <EN} e {Ts > B2 log N} u{We < N7},

denn auf {Tj < 22 log N}n{W,, > N0} ist Yie, 2 (1=6)e@ DN > (1-6)N > &N,
s los
Weiter ist

{(fov < E2log N} c{ sup Y;>eN}u{T;>loglog N} u{W > 2(1+5)N6}
t<loglog N
denn auf {75 <loglog N} n {We < 55757 N°} ist
sup Y; < sup (1+8)e¥ W < (1+ 5)6(1’5)1°gN2(f+6)N5 ;N
loglog Nstsl—j log N loglog Nstsls;(S log N

Wegen
hmsup{ sup Y;> €N} c{We =00}

N—o0 t<loglog N
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(und P(W,, = 00) =0) gilt somit

P(liminf {2 log N < 7oy < 122 log N} ) = 1.

1
Bericht. Es gilt auch E[7.y|Y; #0V¢>0] ~ —logN. )
s

Fiir den Beweis von Satz vergleichen wir verschiedene zeitkontinuierliche Mar-
kovketten (ndmlich das Moran-Modell und einen Verzweigungsprozess), indem wir sie
mittels Zeittransformation ineinander iiberfithren. Die allgemeine Situation beschreibt
das folgende Lemma.

Lemma 3.13. Sei (X,)0 zeitkontinuierliche Markovkette auf E mit Q-Matriz (g;;), set
p:E - (0,00) (sagen wir, beschr. und glm. positiv), setze

Tu::f o(X,)dv, >0,
0

((T,) ist ein sogenanntes ,additives Funktional® von X ).
u T, hat stetige, strikt wachsende Pfade, die Inverse ist

T/t =inf{lu>0:T, >t} firt>0.

Sei X, := X1, 120, X = (X))o ist zeitkontinuierliche Markovkette auf E mit Sprung-

ratenmatriz Q = (G;), wobei

Y (i)

Beweisskizze. Sei X =1,

71 := erster Sprungzeitpkt. von X (~ Exp(-gi)),

es ist Ty, = T1p(i) und
-1 -1 _
t<T;, < T <TTT1 =7
d.h. 7 = erster Sprungzeitpkt. von X = T, = 710(i) (~ Exp(=qii/¢(i)).

Dann verwendet man die starke Markov-Eigenschaft von X und die Tatsache, dass
die Skelettketten von X und von X nach Konstruktion {ibereinstimmen. ]

Beweis von Satz[3.7. Wihle ¢ > 0.
1. Phase:
Wende Lemma [3.13 an auf X (startend von X = 1) mit ¢(i) = 1 - +, also

Tu:[ 1- ]UV dv, T;':=inf{u>0:T, >t}
0

Sei Y = X;,]yl) und
Ty =inf{t>0:Y; >N}
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(Y;)1s0 ist gemiB Lemma verteilt wie ein superkritischer Galton-Watson-Prozess mit
A=1+s, p=1 (der gestoppt wird, sobald N Ind. erreicht).

Solange )?t(N) <eN gilt, ist (1 -e)u<T, <u, also

~

1
t und daher 7.5 = T;;V € [Ten, 1—_6?51\7]

t<T;t <
- £

Mit Beob. gilt

1
P1(1O;N7';N€(1—5,—1_€)|?N<%’0)—>1 fiir N — oo.

Beachte: {Y iiberlebt} c {Fy < 7} mit P; (Y iiberlebt) > 0 und wegen
]P’l({’fN <Fyn{Y ﬁberlebt}c) = Py(Ystirbt aus) = 1/(1+5)N >0 fiir N > oo

spielt es keine Rolle, ob wir auf {7y < %} oder auf {Y iiberlebt} = {thm ety > 0}
bedingen.
Daher gilt auch

s 9 1 .
]P)l(logNTENE((l—EE) ,W)|TN<TQ)—>1 fir N - oo.

2. Phase:
Zeige
g(T(l—a)N —Ten | TN <To), N €N, ist straff.

Intuitiv ist plausibel (zumindest wenn man ohne die Bedingung 7 < 75 argumentiert),
dass (%X;N))tzo startend von XéN) = [Nxo] mit zg € (0,1) fiir N - oo gegen die Losung
der logistischen Differentialgleichung

%W) =sy(t)(L-y(t)), y(0) =m0

konvergiert (beachte: wir transformieren hier nicht die Zeitachse).
Startend von y(0) = € erreicht die Kurve (y(t)):0 den Wert 1 - ¢ in endlicher Zeit.

Vgl. auch die Diskussion in Abschnitt [3.1] folgende heuristische Rechnung zeigt, dass die 2.
Momente von Inkrementen trivial werden: Fir A | O ist

RELRD) - X X <)

h t+h
11 N-N
=——(h(1+s)Nx z
h N

(+1) + h(N—N:n)% -(-1) +o(h)) = sz(1 - z) + o(1)
und
RELGX) - XY | X =]
11 N-Nzx
" hN?
_ %((2+s)x(1—x)+o(1)),

(h(1+5)Na -(+1)2+h(N—N:L‘)%-(—1)2+0(h))
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was im Licht der Diskussion in Abschnitt nahelegt, dass X (V) gegen die Losung von dX; =
sX¢(1-Xy) dt+0dWy, d.h. die Losung einer deterministischen Differentialgleichung konvergiert.

Man kann dieses Argument prézise machen, fiir unsere Zwecke geniigt hier eine grobere
Abschétzung via einem (erneuten) Vergleich mit einem superkritischen Galton-Watson-
Prozess:

Fiir ¢ geniigend gro8 (¢ > Llog %) ist
Jim Preyy(Y 2 (1-€)N| Uberleben) = 1

(verwende Z.n1(Y;) = Z1(Y;)*¥N) und das Ges.d.gr.Z.)

Solange XQ(LN) <(1-¢)N gilt, ist eu < T, <u, also t < T, 1 < %t, somit

~ ~ 1, ~
T(1-e)N — TeN € [7(175)1\[ — TeN, 5(7'(175)N - TaN)]

(sofern 7.y < 00) und demnach gilt insbesondere

11 l-¢
]P)<7-(175)N —Ten < gglog - )Nt;l
(und man {iberlege, dass dies auch unter der Bedingung 7y < oo richtig bleibt: gegeben
Ty < 0o hat {7y < oo} Wkeit > 1 - (1/1+ s)eV).
3. Phase:

Sobald X (V) den Wert (1-¢)N erreicht, vertauschen wir die Rollen der Typen A und

a:
YEN) =N - Xt(N) hat Sprungraten

- N—1

1=, j=1+1,

J(T+s)itgt,  j=i-1,
W @ syt =,
0, sonst.

Wir starten in YSN) =¢eN, die 3. Phase endet, sobald YEN) =0 gilt (wortlich miissten wir

darauf bedingen, dass Y(N) niemals den Wert N {ibersteigt, dies fillt asymptotisch nicht

ins Gewicht, da P.y(X ™ erreicht N ) exponentiell klein in N wird).

Wir vergleichen mit einem subkritischen Galton-Watson-Prozess (Y;) (Individuen
sterben mit Rate 1+ s, verdoppeln sich mit Rate 1) mit Sprungraten

1, j=1+1,
_— (1+s)i, j=i-1,
W @+s)i, j=i.
0, sonst.
Prop. liefert
— 2+s

Ei[Y:] = ke®, Var[Y,]=k

(e—st _ 6_28t).
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Somit gilt fiir 6 > 0:

P[EN](?%logN > O) < E[EN][?%logN] = [SN] eXp(_(l + 5) IOgN) ~ SN_(S -0,

logN] = [gN]N(S_l)

andererseits ist (beachte Ep.nj[Y 125

]P)[EN] <?1;9(S log N = O) < ]P)[EN] <|?1;;s logN ~— ]E[EN] [?1*5 10gN]| > €N6)

%Vaf[em (Vi 1oe )

82
1 2+4s, 1 1
N [eN] < (N1+5 T V2010

)—>0

Demnach gilt

1-9
5

— 1494
log N <inf{t>0:Y; =0} < i logN)N—>1
S — 00

Pren (

und Argumente wie fiir Phase 1 zeigen, dass Analoges fiir x™ gilt.

Schliefflich folgt die Behauptung mit ¢ | 0, dann ¢ | 0.

]

3.4 (2-Typ) Moran-Modell mit (gerichteter) Selekti-

on und Mutation

Wir nehmen nun zusétzlich zur Dynamik aus Abschnitt [3.3 die Moglichkeit der Mutation

an:
e Jedes Typ a-Individuum mutiert mit Rate m4 zu Typ A,
e jedes Typ A-Ind. mutiert mit Rate m, zu Typ a

mit gewissen m 4, m, > 0.

Definition 3.14 ((2 Typ-)Moran-Modell mit gerichteter Selektion und Mutation). Die

zeitkontinuierliche Markovkette X () auf [ N] mit Sprungratenmatrix

(1+8)iE + (N —i)ma, j=i+1,
(N —i)% +img, j=i-1,

W7 2+ ) A (N = iy +ima, j =i,
0, sonst.

interpretieren wir als

XM = #Typ A-Individuen zur Zeit t, ¢ >0

in einer Population der Gréfie N wie oben beschrieben. X (V) heifit (Typenzihlprozess

des) 2 Typ-Moran-Modell(s) mit gerichteter Selektion und Mutation.
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Bemerkung. Fiir gegebenes N € N, s >0 und m,,m4 > 0 ist XV offensichtlich irredu-
zibel, demnach existiert ein eindeutiges Gleichgewicht.

Beobachtung 3.15 (Gleichgewichte von Geburts- und Todesprozessen). Betrachte eine
zeitkontinuierliche Markovkette X auf {0,1,..., N} mit Sprungraten

Giiv1 = Ny Qiic1 = iy Gig = — (N + 1)

mit A; >0 fir 0<i< N, p; >0 fiir 0<i < N, Ay = po = 0 (ein solches X heifit auch ein
Geburts- und Todesprozess).

X besitzt eine reversible Gleichgewichtsverteilung (7g)g=0.1,... n, d.h. (m) erfiillt
7Tk+1,uk+1=7rk/\k fﬁrk:=0,...,N—1 (311)

(,, detaillierte Balance®). Folglich gilt

Py ko
Mk j=1 Hj
und somit
Pk it ﬁ Aj-1 (mit 1)
Ty, = mit =] —— (mit ¢ =1).
Zj]\io ©; j=1 Hj

Aus der detaillierten Balancegleichung folgt natiirlich die Gleichgewichtsbedin-
gung mp(Ag + fg) = Tretfiks1 + T M1 (fiir k= 0,..., N, mit 7wy, = 71 := 0), d.h. die
(wegen Irreduzibilitit eindeutige) Gleichgewichtsverteilung hat tatséchlich diese Gestalt.

Geburts- und Todesprozesse sind also stets reversibel, dies ist eine Spezialitdt der
1-dim. Situation.

Aus dem Zusammenspiel der verschiedenen evolutiondren Krifte ergibt sich nun ein
Mutations-Selektions-Drift-Gleichgewicht:

Satz 3.16 (Mutations-Selektions-Drift-Gleichgewicht im Moran-Modell). Seien s > 0,
ma,mg >0,
7™ (k) = lim P(x™M =k), k=0,...,N

die Gleichgewichts-Verteilung des 2 Typ-Moran-Modells mit gerichteter Selektion und Mu-

tation (aus Def. .

a) Es ist
Nm
) 1 wf N ( 1+5A)kT(Nma)(N—k)T
T (k) = (1+5) 9
Cn(ma,mg,s) k (NW)NT
mit einer Normierungskonstante Cn(ma,mg,s).
Die Normierungskonstante erfiillt
N
Cn(ma,mg,s) =E [(1 + 3§)N] mit & ~ Beta(leA, Nma).
s
b) Mit 04,0, >0, 0 >0 gelte
s=0/N,mas=604/N,my,=0,/N, (3.12)
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dann konvergiert Z;V:O W(N)(k)dk/N fiir N - oo (schwach als W-Maf auf [0,1]) gegen das
Wahrscheinlichkeitsmaf$ mit Dichte

——— gl (1 - z)% e 1€ (0,1), (3.13)
Cop,00.0

wobei Cy, g, o = [o 20471(1 - z)fe"leow d,

Bemerkung. 1. Im neutralen Fall 0 = 0 handelt es sich bei um ein Beta-Integral,

Co, 0.0 =Beta(04,0,) = %, dies hatten wir bereits in Berlcht gesehen.

2. Annahme bewirkt, dass die ,evolutiondren Kréfte“ Selektlon, Mutation und
Gendrift (im Modell) auf vergleichbarer Zeitskala wirken. Anders gewendet: Das Modell
passt zu einer gegebenen Situation, wenn die Population grofl und Mutationsraten und
Selektionsvorteil (dazu quantitativ passend) klein sind — s.a. die entsprechende Diskussion
in Kap. , speziell die Bemerkung auf Seite 54| zur analogen Annahme im neutralen
Fall.

Beweis von Satz[3.10. a)

k-1 k-1 _; ) -
[ =T it = (V=ihma) = 7z (1) (N),ﬂlno(flV 145)

~

:%(Hs)(Nfi)(“%)

= (L) (V) ()

5 i k! & , kY (Nmg)wy
Eu g((N_Z)_+Zma)_ kg(N_Z+Nma)_W(Nma)(N,k)T’

=+ (N-i+Nmy)

kt?

also

N) (]\;TSA ) (Nma)(N—k)T

ZACEEEEEN

k-1 y
RO () oc T2 e (14 s>’“(
[Tz s
Fiir die Normierung beachte : £ ~ Beta(aq, as) erfiillt
Beta(ay +k,as +£)  T'(ay+ag) I'(ag + k) (g + 1)
Beta(ozl, Oég) F(Oél)F(Oég) F(Oél + Qo + k + 6)

E[¢"(1-€)]=

und T'(a+k)/T'(a) = (a)r, (wende an mit a; = 524

B[+ =E[((L+ 96 (1-0)"]= Do ( JEleFa- 0]

= Nm,), erhalte

b) Schreibe

A= N (1= ) (s /—;‘[) (i %0, Ao = Nmay),
1 1 Mg .
MZ:NN(l_N)(1+1—i/N) (i# N, uy = Nmy,).
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i/N

90 Ma

oM Ne(-E)(+ y) e 1 i
_ 1 QA ]ﬁ1+%+07
NE(-F)(1+ wrgw) 1 1+ xs

k=114 9 404 k-1 o 0 0
1 N -3\ (1+—+—)—1 (1+ “)
Ogg 1+]3ﬁ2 ;og N ©8 N -1
k-1

mit |Ry1(k) - R.| < C/N? (beachte log(1 + z) = = + O(2?)), dann verwende
YFt=logk+c,+0(1) mit e, ~0.57721..., die Euler-Mascheroni-Konstante

(vgl. auch FuBnote [7] im Beweis von Beob. [1.21]).

Somit ist
SV 1 04
N E(-£)(1+ v )

-1
x exp(kTa+9Alog(k -1)-0,1og(N -1) +6,log(N -k + 1))

X exp (Rg + O(l/NQ))
_ %xerlu —2)% et (1+ O(1/N?)).

]

Bericht 3.17 (Konvergenz gegen die Wright-Fisher-Diffusion mit Mutation und Selekti-
on). Unter (3.12]) konvergiert

1 ..
(ngg/g)m 5> X = (X))o fiir N = oo

(in Vert. auf D([0,00);[0,1])), wobei X Losung von

o 1
dX, = (§Xt(1 - X))+ 5(0,4 — (04 +0,)X,)) dt + /X (1- X,) dB,

mit (B;) Standard-Brownbewegung. X heifit die (2-Typ) Wright-Fisher-Diffusion mit
(gerichteter) Selektion und Mutation, sie ist ein Markovprozess auf [0,1] mit Generator

Lf(x)= (%a:(l —x)+ %(0,4 — (04 +0a)x))f’(x) + %x(l —x)f"(x) fiir feC?*([0,1]).
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Heuristisch kénnen wir hier zumindest beobachten, dass fiir A | 0 gilt

L (V) XY x )
E [N(X(Hh)N/Q tN/2 XtN/2 = k]

(e e e

hﬁ( NA_[ i k%)(—n + 0(h2))

k

und

(t+h)N/2 tN/2 tNj2 =

L vy ) Y2l )
E[N (x - X)X ]
1 (N N -k k k
= —(Eh((Q + %)]{7— + (1 — N)GA + Nea)) + O(hz)

N2 N
_ h%@ . %) +O(hJN) + O(h?),

was zu obigem Generator fiithrt (vgl. auch Satz fiir die entspr. Konv. des Wright-
Fisher-Modells im neutralen Fall).

Die Dichte ((3.13])

0,471(1 _ )(9&71 ox
xr x e
00A10a70

aus Satz ist die Gleichgewichtsdichte der Wright-Fisher-Diffusion mit Selektion und
Mutation, siehe auch Diskussion und Referenzen in Bericht [2.4;
Es ist (in der Notation von Bericht

po) = (Ga(1 o)+ %(9,4 S04+ 0)2)), oP(2) = (1),

somit
z 9 x — T
[ ’u(z)dzzf 0—(9A+9a)z eAdZZ/ o- ba +0—Adz
1/2 02(2) 1/2 2(1-2) 12 1l-z =z
=ox+0,log(l—z)+04log(x) + const.
und
p(z) = Cexp (O'ZL' +0,log(1-xz)+604 log(w))ﬁ = C2%471(1 - g)l"1eo,

3.4.1 Graphische Konstruktion und anzestraler Selektionsgraph

Fiir jedes geordnete Paar (i,7), i # j sei (Nt(i’j))tzo ein Poissonprozess mit Rate 1/N,
(557,50 ein Poissonprozess mit Rate s/N, fiir jedes i sei (M*?)yq cin Poissonprozess
mit Rate m, und (Mt(A’Z))tzo ein Poissonprozess mit Rate my .
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Zusétzlich zu den Pfeilen wie in Bem. (fiir den Fall ohne Mutationen) legen wir
nun noch , Mutationsereignisse® auf die ,,Zeitachsen“: ein Sprung von M (@9 #ndert den
Typ von Individuum 4 auf a, ein Sprung von M9 #ndert ihn auf A (wobei ,triviale
Wechsel“ erlaubt sind, z.B. bleibt ein Typ A-Individuum i nach einem Sprung von M (49
vom Typ A).

[Skizze an der Tafell

Beobachtung 3.18 (Ablesen der ,,Genealogie“ und anzestraler Selektionsgraph (ASG)).
1. Eine n-Stichprobe und ihre Genealogie kénnen in einem zweistufigen Prozess gewonnen
werden

e zuerst ,riickwérts® (in der Zeit): Linien verschmelzen oder spalten (wenn von der
Spitze eines s-Pfeils getroffen), verfolge bis # Linien = 1 (der “ultimate ancestor”
ist erreicht)

e dann ,vorwérts“: lege Mutationen (die die Typen bestimmen), 16se damit potenti-
elle Verzweigungsereignisse auf

(sobald wir wissen, ob ein gewisses Individuum zum Zeitpunkt eines s-Pfeils Typ A oder
a hat, kénnen entscheiden, ob der s-Pfeil benutzt wurde).

2. Alternative Riickwértsdynamik in ,,einem Schritt“: Sei (A; )0 zeitkontinuierliche Mar-
kovkette mit Werten in 2{1-N} U {9}, wenn aktuell A;,_ = Bc{1,...,N}:

|B]

fiir i € B: springe von A;_ = B nach A, = B~ {i} mit Rate T_l +myg,

fir j ¢ B: springe von A;- = B nach A; = Bu {j} mit Rate %\B[,

springe nach 0 mit Rate m4|B| (der Prozess wird , getotet®)
Seit>0,n<N,iy,...,in€{1,..., N}, starte in Ag = {iy,...,0,}. Esist
{Xi(iy) =a,...,Xi(i,) = a} = {A; nicht getotet} n{Xo(j) = a, fir alle j € A;}, (3.14)

wie wir von der graphischen Konstruktion ablesen.

Der Zahlprozess (Y;(N)) mit
Yt(N) =|Ay|, aktuelle Anzahl potentieller Ahnenlinien®,

hat dann (offenbar) Sprungratenmatrix

?i,(?\fi)> J=i+l,
e LD 4 im,, j=i-1,
v imA) j: au

~(1+8) D _i(m, +ma), j=i
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Nehmen wir an XéN)(l), . ,XéN)(N) sind austauschbar verteilt (und u.a. von den
PPPen der graphischen Konstruktion)

Sei n < N, t > 0, zieche n-mal ohne Zuriicklegen aus der Population zur Zeit t. Die
W’keit, dann n-mal Typ a zu sehen, ist somit

(N-X"NYN-xN 1) (N=-x —ne )] 1 ™)
E[ NN-1) (N-n+1) ]_(N)mE[(N_Xt )ui)

_ 1(Y,"™) nicht getétet)
(N)nl ! ]

(durch Ablesen von der graphischen Konstruktion, vgl. (3.14)).

Beobachtung 3.19. (Y;SVN/;)QO - Y = (Yi)w0 (in Vert. auf D([0, 00);Ngu{0})), YV zeitk.

MK auf Ny mit Sprungraten

51, j=1+1,
Y i -0, .
q;; = (;)_{_277 ]_2_17
i j=0,

Die Kette Y ist dual zur Wright-Fisher-Diffusion mit Mutation und Selektion X aus
Bericht (vgl. auch Bem. [2.6| fiir den Fall ohne Selektion):

E[(1- X,)" | X, = 20] = B[ (1 - o) Y~ 8 Yuu | Y = ] (3.15)

Betrachte f(x,n):=(1-x)", es ist

(156 =( 51 =) + %(@1 (B4 +0)2))n(1 - 2) (-1)
¢ s mn(n-1)(1 )
Z%n(u —2)™ = (1—z)") + —”(”2‘ D (1= ) = (1-2)")
+ %an((l —z)" - (1-2)") - %An (1-z)"

04
:(Lyf(xv))(n) - 7nf(a:,n),
dann argumentiere analog zu Bem. [2.6]
Interpretation von (3.15]) via ancestral selection graph :
e Beginne mit n Linien,

e jede Linie verzweigt mit Rate /2,

jedes Paar Linien verschmilzt mit Rate 1,

jede Linie ,endet* mit Rate 6,/2,
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e der gesamte Prozess wird getdtet mit Rate aktuelle #Linien - 64/2.

e Nach Zeit t, sofern der Prozess noch nicht getétet wurde, wéhlen wir fiir jede der
dann existierenden Linien u.a. einen Typ (A mit Wkeit x¢, a mit W’keit 1 - zo)

Die rechte Seite von (3.15)) ist die Wahrscheinlichkeit, dass Prozess nicht getétet wurde
und am Ende alle Linien Typ a erhalten haben, dies ist zugleich die Wahrscheinlich-
keit, in einer n-Stichprobe aus einer Population, deren Typenanteils-Evolution von der
Wright-Fisher-Diffusion mit Mutation und Selektion beschrieben wird, n-mal den (selek-
tiv benachteiligten) Typ a zu sehen.

Mit t - co kann man auf diese Weise die Momente der Gleichgewichtsverteilung von X
beschreiben. Fiir den Prozess Y geniigt es dabei zu warten, bis der sogenannte “ultimate
ancestor” erreicht ist (und sein Typ durch eine Mutation festgelegt ist, wortlich also bis
Y; = 0 gilt oder der Prozess getotet wird).
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