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Aufgabe 2.1 (Homogener Poissonprozess auf R;) Rufen Sie sich die Definition eines
(homogenen) Poissonprozesses auf R ins Gedéchtnis oder schauen Sie in der Literatur nach,
z.B. in Kapitel 5.5 des Buches von A. Klenke, Wahrscheinlichkeitstheorie, 4. Aufl., Sprin-
ger, 2020 oder im Unterkapitel ,Ein Exkurs zum Poissonprozess und zu zeitkontinuierlichen
Markovketten® in https://www.staff.uni-mainz.de/birkner/SMPB1516/smpb1516.pdf.

a) Formulieren Sie Fragen/Unklarheiten (falls vorhanden).

Sei nun (My)>¢ ein Poissonprozess auf R mit Rate (,Intensitat“) A > 0, fiir n € Ny bezeichne
T, :=inf{t > 0: M; > n} den Zeitpunkt des n-ten Sprungs.

b) Sei t > 0, wie ist M; verteilt? Wie ist L; := t — Ty, verteilt? Wie ist Ry := Thr+1 — t
verteilt? Sind L; und R; unabhingig? Wogegen konvergiert £ (L + Ry)?

c) Wogegen konvergiert M;/t? Um wieviel weicht M;/t fiir grokes, aber endliches ¢ typischer-
weise von seinem Grenzwert ab?

Aufgabe 2.2 (,Aufwirmiibung” rund um den Kingman-Koaleszenten) Betrachten
Sie den Kingman-Koaleszenten als Markovprozess auf &,. Welche Zustinde sind transient,
welche rekurrent, welche absorbierend? Die selbe Frage fiir den Blockzéhlprozess.

Aufgabe 2.3 (Wann ist das Bild einer Markovkette wieder eine?) Sei (X,,)n—0,12,...
eine (zeitdiskrete) Markovkette auf der (hichstens) abzéhlbaren Menge E mit Ubergangsma-
trix (p(z,y))zyer und Startverteilung p € M;(E), weiter sei f : E — E’ eine Abbildung
von F in die (hochstens) abzéhlbare Menge E’. Wir definieren die Folge von Zufallsvariablen
Y = (Yo)n durch Y, := f(X,,),n=0,1,2....

a) Zeigen Sie durch ein Beispiel, dass im Allgemeinen Y keine Markovkette ist.

b) Finden Sie Bedingungen, damit Y eine Markovkette ist. Wie sieht die Ubergangsmatrix
von Y aus?

c) Wie sehen diese Bedingungen im Fall zeitkontinuierlicher Markovketten aus?

d) Sein e N, (Ri”))go Kingmans-n-Koaleszent (aufgefasst als zeitkontinuierliche Markovkette
auf &,, der Menge der Aquivalenzrelationen auf {1,...,n}). Folgern Sie aus c):

i) Der Blockzdhlprozess Ny := #Rgn), t = 0 ist eine zeitkontinuierliche Markovkette.

ii) Sei 1 < n' < nund m,, : & — &y die Einschrankungsabbildung (d.h. fiir n =
{C1,....Ck} € & ist mpw(n) = {Cin{l,...,n"} i = 1,...,k} € &, wobei leere
Aquivalenzklassen stillschweigend entfernt werden).

Dann ist (Wn,n/(Rgn)))t>0 ein n’-Koaleszent.

Hinweise: a) Sie konnen #FE = 3 betrachten oder sich spannendere, komplexere Beispiele
iiberlegen.

b) Betrachten Sie die Aquivalenzrelation ~ auf E, x ~ 2/ <= f(z) = f(2/) (und sei
[2] := {2’ e E:2' ~ 2z} = f~Y(f({z})) die zugehorige Aquivalenzklasse). Nehmen wir an, wir
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haben Yy = yg, ..., Y, = y, beobachtet. Was sagt das iiber X,,7 Damit die bedingte Verteilung
von Yj,4+1 nur von y, abhingt, nicht aber von den vy, ..., yn—1, welche Eigenschaft muss p(, )
haben?

Aufgabe 2.4 (Zur Gesamtlinge des n-Koaleszenten) Sei L,, die Gesamtlénge (d.h. die
Summe aller Astlangen) des n-Koaleszenten. Im Gegensatz der Hoéhe (d.h. dem Abstand von
den Blittern zur Wurzel) hat L,, fiir n — o0 keinen endlichen Grenzwert.

a) Zeigen Sie fiir ¢ > 0

limIF’(‘ Ln —2‘>a):0

n—00 logn
b) Tatséchlich gilt
lim P(L, —2logn <t) =exp ( —exp(—t/2)), teR

n—o0

d.h. die Grenzverteilung ist eine Gumbel-Verteilung (mit Skalenparamter 1/2 und Lagepara-
meter 0). Haben Sie eine Idee, wie man das beweisen kann? (Zudem: Warum tritt hier eine
der klassischen Extremwertverteilungen auf?)

Hinweis: a) Stellen Sie L,, als Summe von n — 1 unabhéngigen ZVn dar. Berechnen Sie damit
E[L;] und Var[L,].



