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Aufgabe 3.1 (Erwartete Auftre�zeiten für Markov-Ketten) Sei X “ pXnqnPN0 Mar-
kovkette auf der endlichen Menge E mit Übergangsmatrix pppx, yqqx,yPE , H ‰ B Ĺ E,
τB :“ inftn P N0 : Xn P Bu, es gelte PxpτB ă 8q ą 0 für alle x P E.

a) Zeigen Sie: Die Funktion gpxq :“ ExrτBs, x P E löst das Gleichungssystem
$
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’

%

gpxq “ 0, x P B,

gpxq “ 1`
ÿ

y

ppx, yqgpyq, x P EzB
(1)

Ist die Lösung eindeutig?

b) Sei N P N, E “ t0, 1, . . . , Nu Ą B “ t0, Nu, X die symmetrische gewöhnliche Irrfahrt auf
E (mit Absorption in B, d.h. pp0, 0q “ ppN,Nq “ 1). Berechnen Sie ExrτBs für x P E.

[Hinweis. Sie können z.B. mit quadratischen Polynomen experimentieren oder die in (1) im-
plizite Di�erenzengleichung betrachten.]

Aufgabe 3.2 (Kopplung aller (Kingman-)n-Koaleszenten via �look down�) Für
1 ď i ă j seien pLj,iptqqtě0 unabhängige Poissonprozesse auf R` mit Rate 1. Für k P N sei
pAkptqqtě0 gegeben als die Lösung von

Akptq “ k ´
ÿ

1ďiăjďk

ż t

0
pj ´ iq1pAkps´q “ jqLj,ipdsq, t ě 0

(wobei wir Lj,i als die Verteilungsfunktion des � zufälligen � Zählmaÿes au�assen, das jeweils
an den Sprungstellen von Lj,i Atome der Masse 1 besitzt).

Zur Veranschaulichung des Systems der Lösungen Ak kann folgendes Bild hilfreich sein:
Für jedes k “ 1, 2, . . . betrachte eine Kopie der Zeitachse auf Niveau k, für i ă j zeichne zu
den Sprungzeitpunkten des Prozesses Lj,i einen Pfeil von Niveau j nach Niveau i.
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Weier sei Q “ pq`,mq`,mPN mit

q`,m “

$

’
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’

%

1, 1 ď m ă `

´p`´ 1q, m “ `,

0, sonst

Zeigen Sie:

a) Für k P N ist Ak “ pAkptqqtě0 Markovkette auf rks :“ t1, . . . , ku, deren Sprungratenmatrix
durch die Einschränkung von Q auf rks gegeben ist.

b) Die Prozesse Ak, k P N bilden ein System verschmelzender Markovketten, d.h. für k ‰ `
und t ě 0 gilt

Akptq “ A`ptq ùñ Akpt` sq “ A`pt` sq für all s ą 0

c) Für n P N und t ě 0 de�nieren wir eine Äquivalenzrelation Rpnqt of rns via

k „
R

pnq
t

` :ô Akptq “ A`ptq

pR
pnq
t qtě0 ist verteilt wie Kingmans-n-Koaleszent.

d) Rpnqt entsteht aus Rpn`1qt durch Einschränkung der Klassen von Rpn`1qt auf rns (eine etwaige
leere Klasse H “ tn` 1u X rns wird stillschweigend entfernt).

Aufgabe 3.3 (Kolmogorovs Vorwärts- und Rückwärtsgleichungen für zeitkontinu-

ierliche Markovketten) Sei Q “ pqx,yqx,yPE die Sprungratenmatrix einer zeitkontinuierli-
chen Markovkette auf der endlichen Menge E. Überzeugen Sie sich, dass mit

expptQq :“
8
ÿ

n“0

tn

n!
Qn (2)

für t ě 0
B

Bt
expptQq “ Q expptQq “ expptQqQ, (3)

gilt, demnach für t ě 0 und Pt “ etQ “ pptpx, yqqx,yPE

B

Bt
Pt “ QPt, d.h. @x, y P E :

B

Bt
ptpx, yq “

ÿ

z

qx,zptpz, yq “
ÿ

z

qx,z
`

ptpz, yq ´ ptpx, yq
˘

, (4)

B

Bt
Pt “ PtQ, d.h. @x, y P E :

B

Bt
ptpx, yq “

ÿ

z

ptpx, zqqz,y “ ptpx, yqqy,y `
ÿ

z‰y

ptpx, zqqz,y.

(5)

[Hinweis. Warum ist gliedweise Di�erentiation der Exponentialreihe hier erlaubt?
Bericht: Die Gleichungen (4) und (5) haben eine stochastische Interpretation. (4) heiÿt Kolmogo-

rovs Rückwärtsgleichung, denn es gilt (wir schreiben Pxp¨q für Pp ¨ |X0 “ xq)

pt`hpx, yq ´ ptpx, yq

h
“

1

h

`

PxpXt`h “ yq ´ PxpXt “ yq
˘

“
1

h

´

ÿ

z
PxpXt`h “ y|Xh “ zqPxpXh “ zq ´ PxpXt “ yq

¯

“
1

h

´

ÿ

z
ptpz, yq

`

1tx“zu ` hqx,z ` ophq
˘

´ ptpx, yq
¯

“
ÿ

z

qx,zptpz, yq ` op1q,
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man leitet sie also aus her durch �Rückwärtszerlegung� des Prozesses X im Intervall r0, t` hs gemäÿ
dem Verhalten am Anfang des Intervalls. Analog heiÿt (5) Kolmogorovs Vorwärtsgleichung, sie entsteht
durch Zerlegung gemäÿ dem Wert bei t:

pt`hpx, yq ´ ptpx, yq

h
“

1

h

´

ÿ

z
PxpXt`h “ y|Xt “ zqPxpXt “ zq ´ PxpXt “ yq

¯

“
1

h

´

ÿ

z
ptpx, zq

`

1tz“yu ` hqy,z ` ophq
˘

´ ptpx, yq
¯

“
ÿ

z

qx,zptpz, yq ` op1q.

Sowohl (4) als auch (5) sind (im Fall |E| ă 8) eindeutig lösbar und beide bestimmen die Halbgruppe
von Übergangsmatrizen pPtqtě0 � es sind beides endliche Systeme linearer Di�erentialgleichungen mit
konstanten Koe�zienten.]

b) Sei E “ t0, 1u, Q “
´

´a a
b ´b

¯

mit a, b ą 0.

Zeigen Sie: Für x, y P t0, 1u gilt ptpx, yq “ δx,ye
´pa`bqt ` p1 ´ e´pa`bqtqµpyq mit µp0q “

b{pa` bq, µp1q “ a{pa` bq.

c) Sei E “ t0, 1, 2, 3u (oder auch E “ tA,G,C,Tu) und

Q “

¨

˚

˚

˝

´3 1 1 1
1 ´3 1 1
1 1 ´3 1
1 1 1 ´3

˛

‹

‹

‚

.

Zeigen Sie: Für x, y P E gilt ptpx, yq “ δx,ye
´4t ` 1

4p1´ e
´4tq.
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