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Aufgabe 3.1 (Erwartete Auftreffzeiten fiir Markov-Ketten) Sei X = (X,,)nen, Mar-
kovkette auf der endlichen Menge E mit Ubergangsmatrix (p(2,9y))syer, & # B <

g :=inf{n € Ny : X,, € B}, es gelte P,(7p < 00) > 0 fiir alle x € E.

a) Zeigen Sie: Die Funktion g(x) := E,[7g],x € E 16st das Gleichungssystem

g(x) =0 x € B,

g(@) =1+ > p(z,y)g(y), zeE\B (1)
Y

Ist die Losung eindeutig?

b) Sei Ne N, E={0,1,...,N} o B = {0, N}, X die symmetrische gewthnliche Irrfahrt auf
E (mit Absorption in B, d.h. p(0,0) = p(N, N) = 1). Berechnen Sie E;[75] fiir z € E.
[Hinweis. Sie konnen z.B. mit quadratischen Polynomen experimentieren oder die in (1) im-
plizite Differenzengleichung betrachten.|

Aufgabe 3.2 (Kopplung aller (Kingman-)n-Koaleszenten via “look down”) Fiir
1 < i < jseien (L;;(t))i=0 unabhéngige Poissonprozesse auf Ry mit Rate 1. Fiir k € N sei
(Ax(t))i=0 gegeben als die Losung von

a0 =k— Y [ = ) Lyalds), 130

1<i<j<k 0

(wobei wir L;; als die Verteilungsfunktion des — zufilligen — Z&hlmafes auffassen, das jeweils
an den Sprungstellen von L;; Atome der Masse 1 besitzt).

Zur Veranschaulichung des Systems der Losungen Ay kann folgendes Bild hilfreich sein:
Fiir jedes k£ = 1,2,... betrachte eine Kopie der Zeitachse auf Niveau k, fiir ¢ < j zeichne zu
den Sprungzeitpunkten des Prozesses L;; einen Pfeil von Niveau j nach Niveau i.
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Weier sei Q = (q&m)f,mGN mit

Zeigen Sie:
a) Fiir k € Nist Ay = (Ag(t))=0 Markovkette auf [k] := {1,..., k}, deren Sprungratenmatrix
durch die Einschrinkung von @ auf [k] gegeben ist.

b) Die Prozesse Ay, k € N bilden ein System verschmelzender Markovketten, d.h. fiir k # ¢
und t > 0 gilt

Ap(t) = Ap(t) = Ap(t+s)=Ay(t+s)firall s>0
(n)

c) Fiir n e N und ¢ > 0 definieren wir eine Aquivalenzrelation R;" of [n] via

ko~ po € Ag(t) = Ag(t)
t

(RE"))QO ist verteilt wie Kingmans-n-Koaleszent.

d) Rgn) entsteht aus Rgnﬂ) durch Einschrinkung der Klassen von RE”H)

leere Klasse J = {n + 1} n [n] wird stillschweigend entfernt).

auf [n] (eine etwaige

Aufgabe 3.3 (Kolmogorovs Vorwirts- und Riickwiirtsgleichungen fiir zeitkontinu-
ierliche Markovketten) Sei Q = (¢yy)zycr die Sprungratenmatrix einer zeitkontinuierli-
chen Markovkette auf der endlichen Menge E. Uberzeugen Sie sich, dass mit

exp(tQ) : i

n

(2)

3

fiirt >0

2 exp(1Q) = Qexp(iQ) = exp(iQ)Q. 3)

gilt, demnach fiir ¢ > 0 und P; = €% = (ps(x, Y))zyeE

0

P =QP dhVayeE pt x,y) qu pe(2,y) qu,z(pt(z,y) —pi(z,y)), (4)
0 0

Fht=hQ dhVoye £ =p(zy) Zpt ,2) ey = P, Yy + Y P, 2) Gy

ZFY

(5)

[Hinweis. Warum ist gliedweise Differentiation der Exponentialreihe hier erlaubt?

Bericht: Die Gleichungen (4) und (5) haben eine stochastische Interpretation. (4) heifit Kolmogo-
rovs Riickwdrtsgleichung, denn es gilt (wir schreiben P, (+) fir P(-|Xo = z))

pt+h(x7y) _pt(xvy) _
h

(Po(Xiin =y) —Po(X; = y))
(Zz Po(Xtrn = y|Xn = 2)Pe(Xp = 2) — Po(Xy = y))

(2, 29 (Lamsy + Bz + 0(1) = pu(,9)) = D w,epe(z) + 0(1),

Rl e e



man leitet sie also aus her durch ,Riickwirtszerlegung® des Prozesses X im Intervall [0,¢ + h] gemé&f
dem Verhalten am Anfang des Intervalls. Analog heift (5) Kolmogorovs Vorwdartsgleichung, sie entsteht
durch Zerlegung gemif dem Wert bei ¢:

Pern(z,y) — pe(2,Y)
h

- %(22 Po(Xesn = y|Xe = 2)Pu(Xy = 2) — Po(Xy = y))

= %(Zz pi(x, 2) (1{z:y} + hqy,» + O(h)) —pt(x,y)) = Z%,zpt(%y) +o(1).

Sowohl (4) als auch (5) sind (im Fall |E| < o) eindeutig losbar und beide bestimmen die Halbgruppe
von Ubergangsmatrizen (P;);=0 — es sind beides endliche Systeme linearer Differentialgleichungen mit
konstanten Koeffizienten.|
b) Sei E = {0,1}, Q = (;a_g) mit a,b > 0.

Zeigen Sie: Fiir 2,y € {0,1} gilt pi(z,y) = dpye” @0 4+ (1 — e (@) 4 (y) mit p(0) =
b/(a+b), u(1) = a/(a +b).
c) Sei E ={0,1,2,3} (oder auch E = {A,G,C, T}) und

-3 1 1 1
1 -3 1 1
@= 1 1 -3 1
1 1 1 -3

Zeigen Sie: Fiir 2,y € E gilt py(z,y) = 65y 4 + 2(1 — e ).



