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Aufgabe 8.1 (Eine Poissonprozess-Konstruktion von Λ-Koaleszenten) Sei Λ ein
Wahrscheinlichkeitsmaÿ auf r0, 1s mit Λpt0uq “ 0,

Q “
ÿ

i
δpti,xi;u1,u2,... q

ein Poissonprozess auf r0,8q ˆ p0, 1s ˆ r0, 1sN mit Intensität dtb x´2Λpdxq b pUnifr0, 1sqbN.
Für n P N und 1 ď m ă n sei

Jn,mptq :“ #tti ď t : un ď xi, um ď xi und u` ą xi für 1 ď ` ă mu, t ě 0

a) Zeigen Sie, dass die Menge der Sprünge von Jn,m f.s. keine endlichen Häufungspunkte hat.

b) Für k P N sei pAkptqqtě0 gegeben als die Lösung von

Akptq “ k ´
ÿ

1ďmănďk

ż t

0
pn´mq1pAkps´q “ nq Jn,mpdsq, t ě 0

(wobei wir Jn,m als die Verteilungsfunktion des � zufälligen � Zählmaÿes au�assen, das jeweils
an den Sprungstellen von Jn,m Atome der Masse 1 besitzt).

Weiter sei für t ě 0 eine Äquivalenzrelation Rt auf N de�niert via

k „Rt ` ðñ Akptq “ A`ptq

Zeigen Sie: Für jedes n P N ist die Einschränkung von Rt auf t1, 2, . . . , nu ein Λ-n-Koaleszent.

Hinweis. Vergleichen Sie dies mit Aufgabe 3.2.

Aufgabe 8.2 (Ein Zugang zum Satz von de Finetti) Sei X “ pX1, X2, . . . q eine un-
endliche, austauschbare Folge von t0, 1u-wertigen Zufallsvariablen, d.h. es gilt für jedes n P N,
x1, . . . , xn P t0, 1u und jede Permutation π von t1, . . . , nu

PpX1 “ x1, X2 “ x2, . . . , Xn “ xnq “ PpXπp1q “ x1, Xπp2q “ x2, . . . , Xπpnq “ xnq

Wir möchten einsehen, dass die Verteilung von X dann eine Mischung über u.i.v.-Folgen ist,
d.h. es gibt eine r0, 1s-wertige Zufallsvariable ξ, so dass für jede Wahl von n P N, x1, . . . , xn P
t0, 1u gilt

PpX1 “ x1, X2 “ x2, . . . , Xn “ xnq “ E
“

ξkp1´ ξqn´k
‰

mit k “
n
ÿ

j“1

xj (1)

a) Sei Sn :“ X1`¨ ¨ ¨`Xn. Zeigen Sie: Für 0 ď k ď n und x1, . . . , xn P t0, 1umit x1`¨ ¨ ¨`xn “
k gilt

PpX1 “ x1, X2 “ x2, . . . , Xn “ xn | Sn “ kq “
1
`

n
k

˘

1



b) Sei pknqnPN eine Folge mit limnÑ8 kn{n “ y P r0, 1s. Für m P N, x1, . . . , xm P t0, 1u gilt

PpX1 “ x1, X2 “ x2, . . . , Xm “ xm | Sn “ knq “ yx1`¨¨¨`xmp1´ yqm´x1´¨¨¨´xm

c) Sei nj Õ 8 für j Ñ 8 derart, dass die Folge von Zufallsvariablen Snj{nj in Verteilung
gegen ein Wahrscheinlichkeitsmaÿ ν auf r0, 1s konvergiert, d.h. es gilt

lim
jÑ8

E
“

fpSnj{njq
‰

“

ż

r0,1s
fpyq νpdyq für jede stetige Funktion f : r0, 1s Ñ R

Folgern Sie, dass dann für m P N, x1, . . . , xm P t0, 1u gilt

PpX1 “ x1, X2 “ x2, . . . , Xm “ xmq “

ż

r0,1s
yx1`¨¨¨`xmp1´ yqm´x1´¨¨¨´xm νpdyq

Sei nun n1j Õ8 eine weitere Folge derart, dass Sn1
j
{n1j in Verteilung gegen ein Wahrschein-

lichkeitsmaÿ ν 1 auf r0, 1s konvergiert. Dann gilt ν 1 “ ν.

d)˚ Kennen Sie einen Satz, der garantiert, dass es stets eine Folge pnjqj mit den Eigenschaften
aus c) gibt? Warum gilt (1)?

Aufgabe 8.3 (Für groÿes n verhält sich die Skelettkette des Blockzählprozesses für

manche Koaleszenten fast wie eine Irrfahrt) Sei 1 ă α ă 2 und Λ “ Betap2 ´ α, αq
das Wahrscheinlichkeitsmaÿ auf r0, 1s mit Dichte

1

Γp2´ αqΓpαq
x1´αp1´ xqα´11p0,1qpxq

für n ą k ě 1 sei

qn,k “

ˆ

n

n´ k ` 1

˙
ż

r0,1s
xn´k´1p1´ xqk´1 Λpdxq

die Rate, mit der der zu diesem Λ-Koaleszenten gehörende Blockzählprozess von n nach k
springt und ´qn,n “

řn´1
k“1 qn,k die Gesamtsprungrate im Zustand n. Zeigen Sie

lim
nÑ8

nα{pαΓpαqq

´qn,n
“ 1

und

lim
nÑ8

qn,n´j
´qn,n

“
α

Γp2´ αq

Γpj ` 1´ αq

Γpj ` 2q
, j “ 1, 2, . . .

Hinweis. Verwenden Sie z.B. die Darstellung

´qn,n “

ż

r0,1s

1´ p1´ xqn ´ nxp1´ xqn´1

x2
Λpdxq “

ż

r0,1s

ż x

0
npn´ 1qtp1´ tqn´2 dt

1

x2
Λpdxq

“ npn´ 1q

ż 1

0
tp1´ tqn´2

ż

pt,1s

1

x2
Λpdxq dt

zusammen mit
ż 1

t

1

x2
x1´αp1´ xqα´1 dx „

ż 1

t
x´1´α dx „

1

α
t´α für t Ó 0

Zudem: für a, b ą 0 gilt
şt
0 x

a´1p1´ xqb´1 dx “ ΓpaqΓpbq{Γpa` bq sowie Γpa` 1q “ aΓpaq.
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