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Aufgabe 8.1 (Eine Poissonprozess-Konstruktion von A-Koaleszenten) Sei A ein
Wahrscheinlichkeitsmaf auf [0, 1] mit A({0}) = 0,

Q= Zl Oty isurua, )

ein Poissonprozess auf [0,00) x (0,1] x [0, 1]Y mit Intensitit dt ® z~2A(dr) ® (Unif[0, 1])®N.
FirneNund 1 <m <n sel

Jnm(t) = #{ti <t:up < zj,upy <zyjund uy >z fir 1 <l<m}, t=0
a) Zeigen Sie, dass die Menge der Spriinge von Jy, , f.s. keine endlichen Haufungspunkte hat.
b) Fiir k € N sei (Ag(t))i=0 gegeben als die Losung von

Aty =k— > Jt(n—m)uAk(s—):n)Jn,m(ds), t=0

1<m<n<k 0

(wobei wir J, , als die Verteilungsfunktion des — zufilligen — Z&hlmafes auffassen, das jeweils
an den Sprungstellen von J, ,, Atome der Masse 1 besitzt).
Weiter sei fiir t = 0 eine Aquivalenzrelation R; auf N definiert via

k~r, t — Ak(t> = A@(i)
Zeigen Sie: Fiir jedes n € N ist die Einschrankung von R; auf {1,2,...,n} ein A-n-Koaleszent.
Hinweis. Vergleichen Sie dies mit Aufgabe 3.2.
Aufgabe 8.2 (Ein Zugang zum Satz von de Finetti) Sei X = (X, X»,...) eine un-

endliche, austauschbare Folge von {0, 1}-wertigen Zufallsvariablen, d.h. es gilt fiir jedes n € N,
Z1,...,Zpn € {0,1} und jede Permutation 7w von {1,...,n}

P(X1 =21, X = 29,..., Xy = 1) = P(Xr(1) = 21, Xr(2) = T2, -+, Xir(n) = Tn)

Wir mochten einsehen, dass die Verteilung von X dann eine Mischung iiber u.i.v.-Folgen ist,
d.h. es gibt eine [0, 1]-wertige Zufallsvariable &, so dass fiir jede Wahl von n € N, x1,..., 2, €
{0,1} gilt

P(Xy =21, X3 = 23,..., Xpn = 2,) = E[¢"(1 = &)"*] mit k= i Zj (1)
j=1

a) Sei Sy, = X+ -+ X,,. Zeigen Sie: Fiir 0 < k < nund z1,...,z, € {0,1} mit 21+ -+, =
k gilt

1
P(X)=x1,Xo=29,...,. Xp=2, | Sp =k) = <

(%)



b) Sei (kn)nen eine Folge mit lim,,_,o ky/n =y € [0,1]. Fir me N, z1,..., 2, € {0,1} gilt
P(X1 =21,X0 =@2,..., X = Ty | Sp = k) = g™ T Hom (1 —y)ym o1 om

c) Sei n; /" oo fiir j — oo derart, dass die Folge von Zufallsvariablen S,,/n; in Verteilung
gegen ein Wahrscheinlichkeitsmaf v auf [0, 1] konvergiert, d.h. es gilt

lim IE[ (Sn; /n] J fly)v(dy) fiir jede stetige Funktion f:[0,1] - R

J—=©

Folgern Sie, dass dann fiir m e N, z1,...,x,, € {0, 1} gilt
P(Xl _ ZI}1,X2 =x9,... 7Xm _ $m) — J y:c1+~..+xm(1 _ y)m—xl—.--—xm V(dy)
[0,1]

Sei nun n; /" o eine weitere Folge derart, dass S,/ /n; in Verteilung gegen ein Wahrschein-
J
lichkeitsmafs v/ auf [0, 1] konvergiert. Dann gilt v/ = v.

d)* Kennen Sie einen Satz, der garantiert, dass es stets eine Folge (n;); mit den Eigenschaften
aus c) gibt? Warum gilt (1)7

Aufgabe 8.3 (Fiir grofies n verhilt sich die Skelettkette des Blockzéihlprozesses fiir
manche Koaleszenten fast wie eine Irrfahrt) Sei 1 < a < 2 und A = Beta(2 — a, a)
das Wahrscheinlichkeitsmaf auf [0, 1] mit Dichte

1 —a a—
mxl (1—2)* ()

firn>k=>1sel

n n—k—1 k—1
= 1-— A(d
ank (n k4 1) .[[0,1] T (1—2x) (dx)

die Rate, mit der der zu diesem A-Koaleszenten gehérende Blockzdhlprozess von n nach k
springt und —gy ., = Zz;% dn,k die Gesamtsprungrate im Zustand n. Zeigen Sie

G CAC) I

n—00 —An,n
und rli a1
lim dnn=j = a (j + - a)u J = 1, 27
n—0 —@n, [(2-—a) [(j+2)
Hinweis. Verwenden Sie z.B. die Darstellung
1—(1— — 1-— 1
o = f (1= 2)" an( " Adw) J J n(n — 1)t(1 — )" dt —A(dx)
! 1
=n(n—1) J t(1— t)”QJ —A(dz)dt
0 1] %
zusammen mit
! 1
f Y1 —x)* 1d:c~f:c_1_o‘dx~t_o‘ fiirt |0
¢ o

Zudem: fiir a,b > 0 gilt So 11 —z)b=tdr = T(a)L'(b)/T(a + b) sowie ['(a + 1) = al'(a).



