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Aufgabe 9.1 (Beweisdetails zu Beispiel 3.7) Seien X;, Xo,... ui.v. N-wertige Zufalls-
variablen wie in Beispiel 3.7 mit P(X; = k) ~ cxak~ 17 fiir kK — 00, wobei cx € (0,00) und
1 < o < 2, wir schreiben p:=E[X;] und Sy := X7 +--- + X,,.
a) Zeigen Sie: Fiir € > 0 gibt es ¢ > 0 und C < 0; so, dass gilt

P(Sy < (1 —e)Np) < exp(—cN)
und
P(Sy > (1 +&)Nu) < CN'™@

b) Zeigen Sie
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Hinweise. a) Sei ¢(\) := Elexp(A(p — X1))] fiir A = 0. ¢ ist stetig in [0,00) und stetig
differenzierbar in (0,00) mit limy;g¢'(A) = E[p — X1] = 0, ¢(0) = 1. Daher gibt es A\g > 0
mit o(\) < 14 eX/3 < /2 fiir 0 < A < \g. Weiter ist

N

P(Sy < (1= )Npw) = P( Y (n— Xi) = eN) < eAENE{exp ( ,N Ay - X»)} = (e ()"

Fiir die andere Ungleichung beachten Sie
P(Sy > (1 +&)Nu) < NP(X; > N) + P(Sy > (1 4+ )Ny, maxi<j<n Xj < N)

sowie P(X; > N) < CN~® und E[X21(X; < N)] < CN2° fiir eine Konstante C' < oo;
verwenden Sie dann fiir den zweiten Term in obiger Formel die Chebychev-Ungleichung in
geeigneter Weise.

b) Der entscheidende Gedanke ist, jeweils Sy durch X; + (N — 1) zu ersetzen (bzw. durch
X1 + Npu, was fiir die Asymptotik keinen Unterschied ausmacht) und den dabei entstehenden
Fehler mittels Teil a) zu geeignet zu beschranken.

Falls Sie ,stecken bleiben, kénnen Sie den Artikel von Jason Schweinsberg, Coalescent
processes obtained from supercritical Galton-Watson processes, Stoch. Proc. Appl. 106, no. 1,
107-139, (2003) konsultieren.



Aufgabe 9.2 (Kingmans Paintbox-Konstruktion) a) Seien 0 < A; < 1, i € N Zufalls-
variablen mit > ;2 | A; < 1, weiter seien By, Ba, ... jeweils NuU{0}-wertige Zufallsvariablen, die
gegeben A = (A;)jeny uiv. sind mit P(By = i|A) = 4;,i e Nund P(B; = 0] 4) =1->7, A,.
Wir definieren eine zufillige Aquivalenzrelation R auf N via

m~rn < B, =B,>1 fir m,ne N

Fiir eine endliche Permutation o : N — N (d.h. es gilt #{j € N: 0(j) # j} < ) definieren
wir oR via
m~ern <= o(m)~ro(n) fiir m,n e N

Zeigen Sie: R ist austauschbar, d.h. o'R hat dieselbe Verteilung wie R fiir jedes solche o.

b) Sei R eine austauschbare zufillige Aquivalenzrelation auf N. In dieser Teilaufgabe wollen
wir uns iiberzeugen, dass dann R in Verteilung einer Konstruktion wie in Teil a) gleicht.

(i) Seien C1,Cs,... die Aquivalenzklassen von R, sortiert nach dem jeweils kleinsten Ele-
ment (d.h. Cy enthélt die 1, Co enthilt das kleinste Element von N\Ci, etc.). Weiter
seinen Uy, Us, ... unabhingige Unif([0, 1])-verteilte Zufallsvariablen. Fiir j € N setzen
wir

X = Uy < jeCy

Zeigen Sie: Die Folge (X1, Xo,...) ist austauschbar, d.h. es gilt

d
(le Xoy... 7Xn) :(Xw(l)a X7r(2)7 e 7X7r(n)>

fiir jede Permutation = von {1,...,n}, vgl. auch Aufgabe 8.2 (dort wurden allerdings
wortlich nur {0, 1}-wertige X;s betrachtet), und die Folge von Funktionen

Fo(z) := i I(X; <z), z€]0,1]
j=1

konvergiert fiir n — oo fast sicher uniform gegen eine (i.A.) zuféllige Limesfunktion F'(z),
die nicht-fallend in x ist. Die Menge der Sprunstellen von F' ist enthalten in {Uy, Us, ... }.

(71) Seien Ay = Ay > -+ die der Gréke nach sortierten Spriinge der Limesfunktion F' aus
Teil (i), wobei wir A, =0 setzen, falls F' weniger als m Sprungstellen hat. Sei dann R
die zufillige Aquivalenzrelation, die entsteht, wenn man in die Konstruktion aus Teil a)
fiir die dort verwendeten A; die obigen A; einsetzt. Zeigen Sie: Dann gilt R=1R.

Hinweis. Details finden sich beispielsweise in Kapitel 2.2 von Jim Pitman, Combinatorial
Stochastic Processes, Ecole d’Eté de Probabilités de Saint-Flour XXXII — 2002, Springer,
(2006).



