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Blatt 10

Aufgabe 10.1 (Poissonprozess, zeitkontinuierliche Markovketten und zugehörige

Martingale) a) Sei pNtqtě0 ein Poissonprozess auf r0,8q mit Rate λ ą 0, d.h. pNtq hat
rechtsstetige Pfade und für t, h ě 0 ist Nt`h ´ Nt unabhängig von Ft “ σpNs, s ď tq und
Poispλhq-verteilt. Zeigen Sie:

Mt :“ Nt ´ λt und ĂMt :“M2
t ´ λt, t ě 0

sind Martingale (bezüglich F “ pFtqtě0).
b) Seien 0 “ T0 ă T1 ă T2 ă ¨ ¨ ¨ die Sprungzeitpunkte von pNtq und für i P N seien

H
piq
t :“Mt^Ti ´Mt^Ti´1 “ 1pTi´1 ă tq

´

1pTi ď tq ´ λ
`

pTi ^ tq ´ pTi´1 ^ tq
˘

¯

, t ě 0

“ 1pTi ď tq ´ λ
`

pTi ^ tq ´ pTi´1 ^ tq
˘

und

rH
piq
t :“

`

H
piq
t

˘2
´ λ

`

pTi ^ tq ´ pTi´1 ^ tq
˘

, t ě 0

Zeigen Sie:
`

H
piq
t

˘

tě0
und

`

rH
piq
t

˘

tě0
sind Martingale. Für i ‰ j ist auch

`

H
piq
t H

pjq
t

˘

tě0
ein

Martingal.

c) Sei weiterhin E eine endliche Menge, p rXnqnPN0 eine zeitdiskrete Markovkette auf E mit
Übergangsmatrix prpx,yqx,yPE , die unabhängig von pNtqtě0 ist, und f : E Ñ R eine Funktion.
Wir de�nieren g : E Ñ R und h : E Ñ R via

gpxq :“
ÿ

yPE

rpx,y
`

fpyq ´ fpxq
˘

, hpxq :“
ÿ

yPE

rpx,y
`

fpyq ´ fpxq
˘2
, x P E

und setzen für i P N und t ě 0

W
piq
t :“ 1pTi ď tq

`

fp rXiq ´ fp rXi´1q
˘

´ λgp rXi´1q
`

pTi ^ tq ´ pTi´1 ^ tq
˘

ĂW
piq
t :“

`

W
piq
t

˘2
´ λhp rXi´1q

`

pTi ^ tq ´ pTi´1 ^ tq
˘

Dann sind
`

W
piq
t

˘

tě0
und

`

ĂW
piq
t

˘

tě0
Martingale bezüglich der Filtration

`

rFt :“ σpNs, s ď

t; rXk, k ď Ntq
˘

tě0
. Für i ‰ j ist auch

`

W
piq
t W

pjq
t

˘

tě0
ein Martingal.

d) Sei E eine endliche Menge, pqx,yqx,yPE die Sprungratenmatrix einer zeitkontinuierlichen
Markovkette X “ pXtqtě0 auf E. Für f : E Ñ R schreiben wir

Lfpxq “
ÿ

yPE

qx,y
`

fpyq´fpxq
˘

, Γfpxq “ Lf2pxq´2fpxqLfpxq “
ÿ

yPE

qx,y
`

fpyq´fpxq
˘2
, x P E

Dann sind

Mt :“ fpXtq ´ fpX0q ´

ż t

0
LfpXsq ds und ĂMt :“M2

t ´

ż t

0
ΓfpXsq ds, t ě 0
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Martingale (z.B. bezüglich der von X erzeugten Filtration).

Hinweise. a) Für die Martingaleigenschaft von pĂMtq beachten Sie z.B.

`

Nt`h ´ λpt` hq
˘2
“ pNt ´ λtq

2 ` 2pNt ´ λtqpNt`h ´Nt ´ λhq ` pNt`h ´Nt ´ λhq
2

b) Die Sprungzeiten Ti sind Stoppzeiten bezüglich F ; erinnern Sie sich, dass gestoppte Mar-
tingale wiederum Martingale sind. Beachten Sie weiter, dass

`

H
piq
t

˘2
“ 1pt ą Ti´1q

`

Mt^Ti ´Mt^Ti´1

˘2
“ 1pt ą Ti´1q

`

M2
t^Ti `M

2
Ti´1

´ 2Mt^TiMTi´1

˘

Warum gilt für i ă j und s ă t

ErHpiqt H
pjq
t |Fss “ E

“

ErHpiqt^TiH
pjq
t |Fs_Tis

ˇ

ˇFs
‰

“ E
“

H
piq
t^Ti

ErHpjqt |Fs_Tis
ˇ

ˇFs
‰

“ E
“

H
piq
t^Ti

H
pjq
t^ps_Tiq

ˇ

ˇFs
‰

“ E
“

H
piq
t^Ti

1ps ą TiqH
pjq
s

ˇ

ˇFs
‰

“ Hpiqs Hpjqs

(Die allgemeine Beobachtung hier ist, dass das Produkt zweier Martingale, die sich nur in
disjunkten [möglicherweise zufälligen] Intervallen bewegen, wieder ein Martingal ist.)

c) Man kann z.B. schreiben

W
piq
t “W

piq
t “ 1pTi´1 ă tqW

piq
t^Ti

“ gp rXi´1qH
piq
t ` Jt

mit Jt “ 1pTi ď tq
`

fp rXiq ´ fp rXi´1q ´ gp rXi´1q
˘

. Prüfen Sie dann, dass
`

gp rXi´1qH
piq
t

˘

tě0
und

pJtqtě0 beides Martingale bezüglich rF sind.
Für die Martingaleigenschaft von ĂW piq kann es hilfreich sein zu prüfen, dass auch

`

gp rXi´1q
˘2`

H
piq
t

˘2
´ λ

`

gp rXi´1q
˘2`
pTi ^ tq ´ pTi´1 ^ tq

˘

, t ě 0

Jt ´
`

hp rXi´1q ´ pgp rXi´1qq
2
˘`

pTi ^ tq ´ pTi´1 ^ tq
˘

, t ě 0 und

gp rXi´1qH
piq
t Jt, t ě 0

rF-Martingale sind.

d) Wir können den Prozess pXtqtě0 folgendermaÿen darstellen: Sei λ “ maxt´qx,x : x P

Eu, pNtqtě0 ein Poissonprozess mit Rate λ und unabhängig davon p rXnqnPN0 eine zeitdiskrete
Markovkette auf E mit Übergangsmatrix

rpx,y “

#

qx,y{λ, x ‰ y

1´
ř

y‰y qx,y{λ, y “ x

Dann ist Xt :“ rXNt , t ě 0 eine zeitkontinuierliche Markovkette mit Sprungratenmatrix pqx,yq
und Startpunkt X0 “ rX0. Mit dieser Darstellung ist fpXtq “ fpX0q`

řNt
i“1

`

fp rXiq´fp rXi´1q
˘

und

fpXtq ´ fpX0q ´

ż t

0
LfpXsq ds “

8
ÿ

i“1

W
piq
t

Beachten Sie auch: Da |W piq
t | ď 2||f ||81pTi ď tq ` λ||g||8

`

pTi ^ tq ´ pTi´1 ^ tq
˘

ist, gilt

supnPN
řn
i“1 |W

piq
t | ď CpNt ` tq für eine Konstante C ă 8.
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Aufgabe 10.2 (Rund um den zeitdiskreten Galton-Watson-Prozess) Sei X eine N0-
wertige Zufallsvariable, ϕXptq “ E

“

tX
‰

, 0 ď t ď 1 die Erzeugendenfunktion von X, es gelte
µ :“ ErXs “ ϕ1Xp1´q ă 8, σ2 :“ VarrXs ă 8 und PpX “ 1q ă 1. Seien weiter Xn,i, n, i P N
u.i.v. Kopien von X, wir setzen

Z0 “ 1, Zn “

Zn´1
ÿ

i“1

Xn,i für n P N

Zn beschreibt die Gröÿe der n-ten Generation einer Population von Individuen, die sich unab-
hängig mit jeweils derselben Verteilung in diskreten Zeitschritten vermehren, pZnqn heiÿt in
der Literatur ein Galton-Watson-Prozess (manchmal auch Bienaymé-Galton-Watson-Prozess).

Zeigen Sie einige oder alle der folgenden Aussagen:

a) Es gilt ErZns “ µn und pMnqn“0,1,... mit Mn :“ Zn{µ
n ist ein Martingal (z.B. bezüglich

der von pZnq erzeugten Filtration).

b) Es gilt

E
“

Z2
n

‰

“

#

σ2

p1{µq´1

`

µn ´ µ2n
˘

` µ2n, µ ‰ 1

nσ2 ` 1, µ “ 1

Falls µ ą 1 ist, so ist das Martingal pMnqn aus Teil b) L2-beschränkt und es gilt

PpZn ą 0 für alle nq ě Pp lim
nÑ8

Mn ą 0q ą 0

c) Die Erzeugendenfunktion von Zn ist gegeben durch

ϕZnptq “ E
“

tZn
‰

“
`

ϕX ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ ϕX
looooooomooooooon

n mal

˘

ptq

d) Sei qn :“ PpZn “ 0q, so gilt qn Õ q :“ PpAq mit A “
Ť8
n“1tZn “ 0u dem Ereignis, dass

die Population ausstirbt. q ist der kleinste Fixpunkt der Funktion ϕX . (Die Funktion ϕX hat
maximal 2 Fixpunkte.)

Falls µ ď 1, so gilt q “ 1; falls µ ą 1, so gilt 0 ď q ă 1.

e) Für 0 ă s ď 1 sei Xpsq eine N0-wertige Zufallsvariable mit ErXpsqs “ 1 ` s und σ2s :“

VarrXpsqs ă 8, es gelte limsÓ0 σ
2
s “ σ2 P p0,8q. Sei pZpsqn qnPN0 ein Galton-Watson-Prozess mit

Z
psq
0 “ 1 und Nachkommensverteilung L pXpsqq, d.h. wir verwenden für die Xn,i unabhängige

Kopien von Xpsq in obiger Konstruktion. Dann gilt

P
`

Zpsqn ą 0 für alle n
˘

„
2s

σ2
für s Ó 0

Hinweise. a)�d) sind mehr oder weniger �Standard�-Eigenschaften von Galton-Watson-Pro-
zessen, die Sie in vielen guten Büchern �nden, z.B. in A. Klenke, Wahrscheinlichkeitstheorie,
4. Au�., Springer, 2020 oder in R. Lyons, Y. Peres, Probability on Trees and Networks, Cam-
bridge University Press, 2016, https://rdlyons.pages.iu.edu/prbtree/prbtree.html.

e) Sei qs der kleinste Fixpunkt von ϕsptq “ ErtXpsqs. Angesichts von d) geht es also um die
Gröÿe von 1´ qs für kleine s. Hierfür kann es hilfreich sein,

ϕsp1´ wq “ 1´ p1` sqw ` wΛspwq, 0 ď w ď 1

mit Λspwq “ pϕsp1 ´ wq ´ 1 ` p1 ` sqwq{w zu schreiben. Zeigen Sie, dass Λs : r0, 1s Ñ
r0, s`ϕsp0qs stetig und strikt monoton wachsend ist mit Λsp0q “ 0, so dass die Umkehrfunktion
Λ´1s : r0, s` ϕsp0qs Ñ r0, 1s existiert, und dass qs “ 1´ Λ´1s psq.
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Weiter ist ϕ1sp1´q “ ErXpsqs “ 1 ` s, ϕ2sp1´q “ ErXpsqpXpsq ´ 1qs “ σ2s ` sp1 ` sq und
0 ď ϕ3s ptq “ ErXpsqpXpsq ´ 1qpXpsq ´ 2qtX

psq
s ď ErpXpsqq3s ď C für 0 ď t ă 1, so dass

Taylorentwicklung liefert

Λspwq “
1

2

`

σ2s ` sp1` sq
˘

w `Rpwq

mit |Rpwq| ď Cw2.
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