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Blatt 10

Aufgabe 10.1 (Poissonprozess, zeitkontinuierliche Markovketten und zugehérige
Martingale) a) Sei (N¢)i>0 ein Poissonprozess auf [0,00) mit Rate A > 0, d.h. (N;) hat
rechtsstetige Pfade und fiir ¢,h > 0 ist Nyyp, — N unabhéngig von F; = o(Ng, s < t) und
Pois(\h)-verteilt. Zeigen Sie:

M; ;= Ny — Xt und ]\7,5 :=Mt2—)\t, t=0
sind Martingale (beziiglich F = (F)=0)-

b) Seien 0 = Ty < T1 < T» < --- die Sprungzeitpunkte von (/Vy) und fiir ¢ € N seien

Ht(l) = Mt/\Ti - MtAT/L;l (E—l < t) (H(E < t) - )\((E A t> o (E_l N t))>, t=0

=1
= (T <t) = A(Ti A t) = (Tic1 A 1))
und

HY = (H")? = A((Ti A t) = (Tia A1), 120

Zeigen Sie: (Ht(z)) und (ITIt(Z)) sind Martingale. Fiir ¢ # j ist auch (Hgi)ng))

Martingal.

= =0 (>0

c) Sei weiterhin E eine endliche Menge, ()?n)neNO eine zeitdiskrete Markovkette auf F mit
Ubergangsmatrix (Dz,y)zyeE, die unabhingig von (Ni)io ist, und f : E — R eine Funktion.
Wir definieren g: F - Rund h: F — R via

9(@) = Y Pay(f@) = f(2)), @)=Y Poy(f) - f(x))?,  aeE
yeE yeE

und setzen fiir e Nund ¢ > 0

~

W = 1T < ) (F(X) = F(Xi1) = MK ) (Ty A t) — (Tioy A1)
W = (W) = MK (Ty A t) = (Timy A 1))

Dann sind (Wt(i))
t;)?k, k < Nt>)

>0 und (Wti))go Martingale beziiglich der Filtration (]-N't = 0(Ns, s <

Fiir ¢ # j ist auch (Wt(i)Wt(j)) ein Martingal.

=0 =0

d) Sei E eine endliche Menge, (¢q,y)zyer die Sprungratenmatrix einer zeitkontinuierlichen
Markovkette X = (X¢)i=0 auf E. Fiir f: E — R schreiben wir

Lf(x) = > @y (f()—f(2), Tf(x)=Lf*x)-2f(x)Lf(z) = )] Goy (F(Y)—f(2))?, zeBE
yelr yel
Dann sind

M; = f(X;) — f(Xo) Lt Lf(X,)ds und M, := M2 — Ltrf(xs)ds, t=0

1



Martingale (z.B. beziiglich der von X erzeugten Filtration).
Hinweise. a) Fiir die Martingaleigenschaft von (M;) beachten Sie z.B.
(Nitn — At + R))* = (N; = At)? + 2(N; — At)(Nisp, — Ny — Ah) + (Nijn — Ny — Ah)?

b) Die Sprungzeiten T; sind Stoppzeiten beziiglich F; erinnern Sie sich, dass gestoppte Mar-
tingale wiederum Martingale sind. Beachten Sie weiter, dass

i) 2 2
(Ht(Z)) = ﬂ(t > Ti—l)(Mt/\Ti - Mt/\Ti—l) = ]l(t > Ti—l)(MtQAE + M%-H - 2Mt/\TiMTi71>
Warum gilt fiir ¢ < j und s <t

E(H"H | F) =EEH.HY | Fyor] 7]

= E[Ht(f\)Tth(i)(svTi) |]:8] = E[Ht(f\)Ti]l(s > Tz’)Hs(j) |]:S] = Hs(i)Hs(j)

Fo| = E[H L EHD | Four]

A

(Die allgemeine Beobachtung hier ist, dass das Produkt zweier Martingale, die sich nur in
disjunkten [méglicherweise zufilligen| Intervallen bewegen, wieder ein Martingal ist.)

¢) Man kann z.B. schreiben

W =W =T < oW, = o(Xi)H + 0,
mit J; = 1(7T; < t)(f()?z) — (X)) — g()zi_l)). Priifen Sie dann, dass (g()?i_l)Ht(i))po und

(J;)=0 beides Martingale beziiglich F sind.
Fiir die Martingaleigenschaft von W kann es hilfreich sein zu priifen, dass auch

(9(Xi0)*(HY)? = Mg(Xio)* (T A t) = (T A1), 20
Jp — (M(Xiz1) — (9(Xic1)) (T A t) = (Ti—1 A1), t=0  und
g()?i_l)Ht(i)Jt, t>=0

.%—Martingale sind.

d) Wir kénnen den Prozess (X;)i>0 folgendermafen darstellen: Sei A = max{—¢,, : = €
E}, (Ni)i=o ein Poissonprozess mit Rate A und unabhingig davon (X, )nen, eine zeitdiskrete
Markovkette auf E mit Ubergangsmatrix

N Qay/ A T#Y
Pazy =
1- Zy;éy quy/)‘ﬂ y=1x

Dann ist X; := Xy,, t > 0 eine zeitkontinuierliche Markovkette mit Sprungratenmatrix (Ga,y)

und Startpunkt Xy = Xo. Mit dieser Darstellung ist f(X;) = f(Xo) "'211'\21 (f()?z) —f()?i_l))
und

f(Xt) — f(Xo) — L Lf(Xs)ds = Z Wti)
i=1

Beachten Sie auch: Da |[W\"| < 2||fllo1(T; < t) + Alglloo(Ty A £) — (Tiey A 1)) ist, gilt
SUPpeN 2 e |Wt(z)\ < C(Ny + t) fur eine Konstante C' < o0.



Aufgabe 10.2 (Rund um den zeitdiskreten Galton-Watson-Prozess) Sei X eine Ny-
wertige Zufallsvariable, px(t) = E[tX ], 0 < t < 1 die Erzeugendenfunktion von X, es gelte
p=E[X] = ¢ (1-) < o0, 02 := Var[X] < o0 und P(X = 1) < 1. Seien weiter X,,;,n,i € N
u.i.v. Kopien von X, wir setzen

Zn—l
Zo=1, Zn= ), Xp; firneN
i=1
Zy, beschreibt die Groke der n-ten Generation einer Population von Individuen, die sich unab-
héngig mit jeweils derselben Verteilung in diskreten Zeitschritten vermehren, (Z,), heift in
der Literatur ein Galton-Watson-Prozess (manchmal auch Bienaymé-Galton-Watson-Prozess).

Zeigen Sie einige oder alle der folgenden Aussagen:

a) Es gilt E[Z,] = p™ und (My)n=o,1,... mit M, := Z,/u" ist ein Martingal (z.B. beziiglich
der von (Z,) erzeugten Filtration).

b) Es gilt

2

E[72] — 70=T (W' =) +p?, p#1
[ n] no? + 1, pw=1

Falls p > 1 ist, so ist das Martingal (M,,), aus Teil b) £2-beschrinkt und es gilt

P(Z,, > 0 fiir alle n) > P(lim M, >0) >0
n—a0
¢) Die Erzeugendenfunktion von Z, ist gegeben durch

0z,(t) =E[t7"] = (px o 0px )(t)

n mal

d) Sei q,, := P(Z,, = 0), so gilt ¢, /" q := P(A) mit A = (J_{Z, = 0} dem Ereignis, dass
die Population ausstirbt. ¢ ist der kleinste Fixpunkt der Funktion ¢x. (Die Funktion ¢x hat
maximal 2 Fixpunkte.)

Falls p < 1,80 gilt ¢ = 1; falls p > 1, so gilt 0 < g < 1.

e) Fiir 0 < s < 1 sei X©) eine No-wertige Zufallsvariable mit E[X®)] = 1 + s und o2 :=

2 € (0,:). Sei (Zfls))neNO ein Galton-Watson-Prozess mit

Var[X )] < o0, es gelte lim, g 02 = o
Z(()S) = 1 und Nachkommensverteilung .2(X(®)), d.h. wir verwenden fiir die X,,; unabhéingige

Kopien von X ) in obiger Konstruktion. Dann gilt

2
P(Z®) > 0 fiir alle n) ~ 0_—‘; fiir s | 0

Hinweise. a)-d) sind mehr oder weniger ,Standard“-Eigenschaften von Galton-Watson-Pro-
zessen, die Sie in vielen guten Biichern finden, z.B. in A. Klenke, Wahrscheinlichkeitstheorie,
4. Aufl., Springer, 2020 oder in R. Lyons, Y. Peres, Probability on Trees and Networks, Cam-
bridge University Press, 2016, https://rdlyons.pages.iu.edu/prbtree/prbtree.html.

e) Sei ¢ der kleinste Fixpunkt von ¢,(t) = E[tX (S)]. Angesichts von d) geht es also um die

Grofe von 1 — g, fiir kleine s. Hierfiir kann es hilfreich sein,
ps(l—w)=1—(14s)w +wAs(w), 0<w<1

mit As(w) = (ps(1 —w) — 1+ (1 + s)w)/w zu schreiben. Zeigen Sie, dass A, : [0,1] —
[0, s+ps(0)] stetig und strikt monoton wachsend ist mit As(0) = 0, so dass die Umkehrfunktion
A1 [0, 5+ 0s5(0)] — [0,1] existiert, und dass gs = 1 — A7 (s).


https://rdlyons.pages.iu.edu/prbtree/prbtree.html

Weiter ist ¢/,(1—) = E[X®)] =1 + s, ¢"(1-) = E[X®(X®) —1)] = 062 4 5(1 + 5) und
0 < ") = E[XOXE - 1)(X© —2)XY] < E[(X®)3] < C fiir 0 < t < 1, so dass
Taylorentwicklung liefert

(02 + s(1+s))w+ R(w)

mit |R(w)| < Cw?.



