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Kapitel 3

Koaleszenten mit multiplen
Verschmelzungen

Zur Notation: f(N) ~ g(N) fiir N — oo bedeutet limy oo f(N)/g(N) =1; f(N) = O(g(N))
bedeutet lim sup y_, o, f(IV)/g(N) < oo (d.h. es gibt eine Konstante ¢ < 00, so dass f(N) < cg(N)
fiiralle N); f(N) = 0(g(N)) bedeutet limy 0 | f(N)/g(N)| = 0.

Erinnerung. Wir haben in der Vorlesung Cannings-Modelle und deren Genealogien betrachtet: Fiir

),

N € Nsei v(V) = (z/fN), . ,I/](VN)) ein austauschbarer Nachkommensanzahlvektor mit v; +

V](VN) = N (der die zufillige Anzahl Nachkommen der Individuen einer Generation beschreibt). Die

Genealogie einer n-Stichprobe kodieren wir mittels der Ahnen—Aquivalenzrelation: Stichproben i

)

und j befinden sich in derselben Aquivalenzklassen von Ré , wenn sie einen gemeinsamen Vor-

fahren g Generationen in der Vergangenheit besitzen.

Entscheidende GrofSen sind die Paarverschmelzungswahrscheinlichkeit

N
1 ZE[Vi(N)(Vi(N) B 1)] _ 1_ 1E[V1(N)(V1(N) B 1)]

NENN-D &

und die Tripelverschmelzungswahrscheinlichkeit

(N)wy 1

dy = E[ (™) = E[vM W™ Z 1y Z9
N (N)di [( 1 )3l] (N—l)(N—Q) [ 1 ( 1 )( 1 )]
Wir haben gesehen: Wenn
dy ’
cy—=>0 und — -0 fiir N - oo
CN

gilt, so konvergieren die Ahnenverhiltnisse einer n-Stichprobe in dieser Schar von Cannings-Modellen
basierend auf den (Verteilungen der) Nachkommensvektoren /(") in Verteilung gegen Kingmans n-
Koaleszenten, wenn die Zeit in Vielfachen von 1/cy gemessen wird. (Vergleiche z.B. Ubungsaufga-

be 4.1 oder Satz 1.8 des Skripts [SMPB16].)



In diesem Kapitel betrachten wir die Situation, in der diese Bedingungen verletzt sind, speziell
dy/cn + 0. Dies kann fiir Populationen relevant sein, in denen es (z.B. wegen sehr variabler Um-
weltbedingungen im Zusammenhang mit prinzipiell hohem Reproduktionspotential) gelegentlich
sehr hohe Variabilitit unter den Nachkommenszahlen gibt.

Mathematisch fiihrt es auf die Theorie der Koaleszenten mit multiplen Verschmelzungen, soge-
nannte A-Koaleszenten, die 1999 unabhingig von Peter Donnelly und Tom Kurtz [DK99], von Jim
Pitman [P99] und von Serik Sagitov [S99] eingefiihrt wurden.

Wir beginnen mit einer Beispielklasse, die das Modell aus Ubungsaufgabe 4.2 b) verallgemeinert
und die sich ebenso wie jene Ubungsaufgabe an dem Artikel [EWo6] von Bjarki Eldon und John
Wakeley orientiert.

Beobachtung 3.1 (Ein verallgemeinertes Eldon-Wakeley-Modell). 0 < 9y < -+ < ¥, w1, ..., Wy, >
0 mitwy + -+ + wy, = 1, weiter sei ('ﬁl(N), . ,'ﬁl(N)) ~ Multinom(N;1/N, ..., 1/N).
Im N-ten Populationsmodell sei v(V) = (ny), e V](VN))

(gl(N)a e 7’71(N)) mit Wkeit1 - N7
und eine rein zufillige Permutation des folgenden Vektors

(l4;N],0,0,0,...,0,1,1,1,1,1,...,1) mit Wkeitw; N7, j=1,...,m

(| N|-1)mal  (N-[¢;N])-mal

wobei 0 < 7y < 1.

Es ist
c =;E[V(N)(V(N)—l)]=(l—N‘V)inLiw-N‘”’~i~;[w»NJ([¢~NJ—1)
NN N 5777 N N-1 7
NN‘Viij? fir N - oo
j=1
(bzw. ey ~ N7 (1+ X7 w;93) fallsy = 1) und
dy =E[{" (i - 1) () - 2)]
1 o 1 1
=(1-N) g+ BN T oy v gy N s = 1) (1] -2)

m

- 3

~ N Z w;s
j=1

Insbesondere konvergiert d /¢ nicht nach 0.



Betrachte n-Stichprobe, darin eine vorgegebene k-elementige Teilmenge, k& > 2:
pff\,? := Wkeit, dass genau diese & der n Stichproben in der vorigen Generation einen
gemeinsamen Vorfahren finden

(13- 2= 2)0-55)

m » ([%NJ)M(N—[%NJ)@_W
+ j;ij . (N)ni

~N‘“’ijz/1§?(1—wj)"_k fir N - oo
j=1

somit

(N) m k(1 _ ok \n—k m 2

Pui_, U BT S jeenq gk Y [ gk gyt ada)
CN Yt wi] = Yoot we? Jo

mit

e
j=1 1 2 wZ¢2 %

Die allgemeine Situation sicht dann folgendermaflen aus:
Definition 3.2 (A-(n-)Koaleszent). Sei A endliches (positives) Maf§ auf [0, 1],

|¢| = b und 7 entsteht aus & durch Ver-
/ 2972(1 - 2)¥9 A(dzx) schmelzen von j versch. Klassen in eine
(0] einzige (insbes. £ <, || =b—j + 1)

Qen = Y _jzb; (?) '[[0’1] 272 (1- )" A(dx)
T .An] =t I)bgsz(l ) A(dz)

0 sonst

n=¢§und|¢| =

Die zeitkont. Markovkette (Rt(”))tzo auf £, mit Sprungratenmatrix (gg,) heift A-(n-)Koaleszent.
(Typischerweise denkt man an R(()n) = {{1},...,{n}} zur Modellierung einer n-Stichprobe.)

Bemerkung. 1. Die Wahl A = ¢ liefert den Kingman-Koaleszenten.

2. Die Normierung mit 1/cy wie in Beob. 3.1 fihrt automatisch im Limes auf eine Paarverschmel-
zungsrate von 1 und damit auf ein W’mafl A. Im allgemeinen Fall A([0,1]) # 1 kann man durch
Zeitransformation zu einem W’maf§ A’(+) = A(+)/A([0, 1]) tibergehen.

3. Analog zum Fall des Kingman-Koaleszenten kann man die Realisierungen von (R,En) )es0 als ge-
wurzelte Biume mit n Blittern auffassen. I.A. sind diese Biume nicht bindr.

[Skizze an der Tafell



Bemerkung 3.3 (Miinzwurf-Interpretation der Ubergangsraten). Wenn es aktuell b Linien gibt, tritt
eine gegebene j-Verschmelzung mit Rate

: _ A(dx)
- J(] = ¢)og 22227
Mg /[o,l]x L= =

auf. Intuitiv also: mit Rate = A (dz) finden “z-Verschmelzungen” statt (bzw. “vorwirts” gedacht: “z-
Reproduktionsereignisse”), jede Ahnenlinie nimmt u.a. mit Wkeit = daran teil (in der ,,Vorwirts®-
Interpretation: ein Anteil « der aktuellen Population wird durch die Nachkommen eines Individu-
ums ersetzt). Siehe dazu auch die Poissonprozess-Konstruktion aus Ubungsaufgabe 8.1.

Satz 3.4 (Sagitov'). Sei A ein W’maf auf [0, 1] (0.E., sonst transformiere Zeit mit 1/A([0,1])), es
gelte fiir eine Schar von Cannings-Modellen mit N — oo

I) CN — O,
N

) —P™ > No) — [ ] y 2 A(dy) in allen Stetigkeitspunkten x von A,
CN z,1

1

N2—E[I/§N)(V§N)—1)V§N)(VéN)—l)] — 0 (inder Notation aus (3.1) also <I>§N)(2, 2)/cn = 0).
CN

3)
. (N,n) (n) . . .
Dann gilt (th/CNJ)tzo — (R0 in Verteilung (auf D([0, 00); E,,).

Bemerkung. 1. Dies verallgemeinert den Satz iiber die Konvergenz gegen den Kingman-Koaleszenten
(aus Ubungsaufgabe 4.1 bzw. Satz 1.8 aus [SMPB16]): Nehmen wir an, dass dy/cy — 0 gilt. Fiir
£ €(0,1) istdann

1 _
P(v™) > Ne) < WEMN)(V{N) ~ 1) = 2)](1 +0(1)) ~ ¥ (1/N)dy
sodass (N/cn)P(vq > Ne) — 0 folgt und Voraussetzung 2) in Satz 3.4 fiir A = dy erfiillt ist.

2.) Die Voraussetzungen 1)-3) in Satz 3.4 sind auch notwendig fiir die Konvergenz der Stichproben-
Genealogie gegen den A-n-Koaleszenten, siche [S99]. Speziell verhindert 3), dass es im Grenzobjekt
simultane Verschmelzungen von 2 oder mehr Gruppen geben kann.

Seia>1,by,...,0,>1,b:=by+---+b,

M (br, ... by) = E%—;ZE[@V}W)M] (3.1)

Dies beschreibt die Wahrscheinlichkeit, dass tiber eine Generation b Ahnenlinien in @ Gruppen der
Groflen by, . . ., b, verschmelzen. Austauschbarkeit der V](-N) zeigt: CIDC(LN) (b, ..., b,)istinvariant un-
ter Permutation der b;.

In der Notation unterdriicken wir im Folgenden Abhingigkeit von N, d.h. wir schreiben @, (b1, . . .

M (by, ..., by).

'siche [S99]

 ba) :



Lemma 3.5 (vgl. M6hle-Sagitov [MSo1], Lemma 3.3). Es gilt
@a+1(b1, oy ba, 1) = @a(bl, S ba) - Z(Pa(bla ooy biy, b+ 1, by ba) (3-2)
i=1
und fiira’ > a, b > b; (1 <@ < a)gilt

(I)a’(blla'-'vb:z’)S(I)a(bl""’ba) (3'3)

Bemerkung. Formel (3.2) entspricht der ,Stichproben-Konsistenz®: lasse im Geiste die b + 1-te Ah-
nenlinie weg und zerlege nach den Moglichkeiten, wie sie in das Verschmelzungsmuster der tibrigen
b Linien eingepasst wird.

Ungleichung (3.3) ist angesichts der Stichproben-Interpretation sehr plausibel: Das Weglassen ge-
wisser Linien verlangt offensichtlich weniger Einschrinkungen.

Beweis. Mit Austauschbarkeit gilt

(N-a)E [(VfN))b1¢"'(Vc(LN))ba¢Vé+N1)]

N N N N N
= B[ )y (" oy ) 400 (7)) ]

-~

:N—ViN) —~~~—l/((1N)

=N=b= (™ by) == (05 -ba)
N N N a N N v N
:(N_b)E[(Vf Do ))b“*yc(tﬂ)]_zE[(Vf Nors @) sy (08 ))bawéu)]
=1

multipliziere mit ('), /(N')p, und erhalte (3.2).
Zu (3.3): (3.2) zeigt

(I)a(bl,...,ba)2(I)a+1(b1,...,ba,1) und

> m:laqu)a(bl, R ;bi—hbi + 17bi+17ba)7

iteriere die erste Ungleichung a’ — @ mal und die zweite Ungleichung Y7 b} — b; + > b; — 1 mal

geeignet. ]

Beweis von Satz 3.4. Zu zeigen ist

p(N’n)(fa 1) = 0¢y + CNGen + 0(CN) fiir £,7 € &y (3-4)

Die Behauptung folgt dann z.B. mit [SMPB16, Lemma 1.6] (vgl. auch Ubungsaufgabe 4.1) fiir Kon-
vergenz im Sinne der endlich-dimensionalen Verteilungen und z.B. mit Ubungsaufgabe 7.3 fiir die
Verstirkung zur Konvergenz in Verteilung auf dem Raum der cadlig-Pfade. (Beachte: Da es zu gege-
bener Stichprobengrofie n nur endlich viele Wahlen von £, € &, gibt, ist dann der Fehler in (3.4)
tatsichlich uniform in &, 7 klein.)



Voraussetzung 3) und (3.3) aus Lemma 3.5 zeigen: fiir 0y, . . . , b, mit mindestens 2 der b; > 2 ist
1 1
(0<) —Du(by,...,bs) < —D5(2,2) =0, (3-5)
CN CN

d.h. %p(N ™ (&,m) = 0 = ge,, wenn 1 aus £ durch Verschmelzung von mind. zwei verschiedenen

Gruppen von Aquivalenzklassen entsteht (oder wenn § £ 7))

Voraussetzung 2) ist dquivalent zu

— y?A(dy) auf (0,1]

CN

Ng(l/i:)) v

(vage Konvergenz von Maflen auf dem lokal kompakten Raum (0, 1]), d.h. fiir stetiges f : (0,1] = R
mit kompaktem Triger gilt

SB[ TR A, 66

Seinun f : [0,1] - R beschrinkt und stetig mit f(y) = O(y?) fiir y — 0. Ein solches f kann
man gleichmiflig mit stetigen Funktionen f,,, approximieren, die kompakten Triger in (0, 1] haben.
Insbesondere gilt dann sup,,, Sup,(q.17 [ fm (¥)/y?| < 0o und dominierte Konvergenz zeigt, dass (3.6)

auch fir dieses f gilt.
Somit giltﬁ'ir Jj>2
N N N N . .
— = E[(")] ~ —E[(fVINY] — 72 A(dy).
—040) = = B0~ SN = [ oA

Formel (3.2) in Lemma 3.5 liefert dann fiir j > 2, a > 2 (wir verwenden in der zweiten Zeile auch (3.3))

O,(5,1,...,1) =P, 4(4,1,...,1) =P, 1 (j+1,1,...;1) = (a=2)P,1(j,2,1,...,1)
~—— ~—— N~——

1 2 2 3
=0, 1(j,1,..., 1) =D (j+1,1,...,1) + O(D2(2,2))
a-2 a-2
a-1 a— 1 ' ‘
—ee= (M )N @G 0+ O(:(2.2)) 67)
£=0

(Diese Rekursion entspricht gewissermaf$en einem ,signierten Pascal-Dreieck®, mit

P,(j) = P.(j,1,...,1) =i (1 - x)**

a-1

insbes. mit @, () = 29 ist ,(j) = Y9, (a_l)( D+ =d(j +10).
Man kann (3.7) beispielsweise induktiv (iber a) beweisen. Zeige: d () erfiille

©4() = Pac1(j) = Pacr (j +1)
dann gilt fir a > 2:

5.0 =% (*) v @G o



Fiira = 2ist die Formel offensichtlich korrekt. Ind.ann. liefert dann fiira > 2: ®q_1 (j)-Po_1 (j+1) =
S D) @G+ ) = 1+ 1+ 0) = ©1(5) + ZEEDA() + (NG +0) +
(~1)2101(j +a~1) = 255 (7)) (1) D1 (G +£).)

Aus (3.7) folgt fiir j > 2, (a > 2)

= :z;: (a; 1)(_1)15 /[‘071] Y2 A(dy) = f[m] yjz‘g (a; 1)(_1)4ye A(dy)
= [, v )

1 alig—1 1
lim —®,(j,1,...,1) = Z( )(—1)5 lim —®,(j +¢)
=\ L N=eo N

Sei || = b, n entstehe aus  durch Verschmelzen von j Klassen in eine einzige (insb. ] = b—j+1 =: a),
somit Z-pMVm(€,1) = =@, (5,1, , 1) = ey, dh. pOY™ (€, 1) = engey + 0(c).

Da es nur endlich viele mégliche Uberginge gibt, muss schlieflich auch der Diagonalterm 7 = &
stimmen. N

Wir betrachten zunichst eine Familie von Beispielen, die sozusagen Beobachtung 3.1 auf allgemei-
nere Fiife stellt und insbesondere zeigt, dass jedes W’maf§ A auf [0, 1] als Limesobjekt in Satz 3.4 vor-
kommen kann. Vergleichbare Konstruktionen finden sich beispielsweise in [HMi13] oder in [BBE13].

Beispiel 3.6. Sei A W’mafS auf (0,1].

1) Falls |, ©0.1] y2A(dy) = oo gilt: Sei Y ~ A, setze Y(V) := [ NY'] und definiere eine Zufallsvariable
W) mit Werten in {2,3,..., N} via
1 1

BV = k) = oy k(k-1)

P(YM =k), k=2.3,....,N

mit Normierung

| 1
Ty = E[1(Y®) 5 2) /(Y (y () _q ~—/ = A(d
v =B > 2y )]s [ )

S,

Ahnlich wie in Beob. 3.1 sei im N-ten Populationsmodell (V) = ( ey IJJ(VN)) eine rein zufillige

Permutation des (zufilligen) Vektors

(v™,0,0,0,...,0,1,1,1,...,1)

(TN ~1)-mal  (N-P(V))-mal

Dann ist die Paarverschmelzungswahrscheinlichkeit (im /V-ten Modell)

(N) (., (N) _ N
ey = BT DN 1L S ypaatn -y
k=2

N -1 "N-1N £

1 N 1 1
= S PYM=f)= — ~ —>
N(N - 1)CN kZ:; ( ) N(N - 1)CN f(l/N,l] y_2 A(dy) N—oo

0 (3-8)



und

N e, _ L prgn 1§ (N) _
P(v;"/ > Nx) = —P(¥"Y) > Nx) = Y PP =k)
CN CN c

N k=|Nz|+1
N? jgvj IIP’(Y(N) k) szj ! P([NY] = k)
k=|Nz|+1 k2 ) _k:[NxJ+1 (k/N)? B
—> “2A(d
e S ? (dy)

sowie q)gN) (2,2) =0, d.h. die Bedingungen von Satz 3.4 sind erfiillt.

2) Falls f[O,l] y~2A(dy) < oo gilt: Wir kdnnen wie in Beobachtung 3.1 vorgehen: Y habe Verteilung
v(dy) = y2A(dy) /([ u2A(du), setze TV) := [NY], mit 0 < v < 1 bilde ,Wright-Fisher-
Generationen® mit Wkeit 1 — N7, Generationen mit UV )-groBer Familie mit W’keit N 7.

Es ist
en=(1- N‘V) + N7 Z ;EI;V ll))IP(\If(N) = k)
N Nok(k-1) k N 9 Ay 1
-V Z + N(N -1) ( <Y N> - /(0,1]y v(dy) =N [ u2A(du)

nach Konstruktion ist stets /) (™) = 1)A™ (4™ — 1) = 0 in Generationen mit WV )-grofler

Familie (und im Wright-Fisher-Fall treten asymptotisch ebenfalls keine Mehrfachverschmelzungen in
der Stichprobe auf), zudem ist fiir x € (0,1) mit A({z}) =0

N 1
D P s Nz) = — NP > Na) ~ [ u2A(du)P(Y > ) = f( A ()
CN CN z,1

Wir sehen also bereits, dass jedes W’maf A, das kein Atom in 0 hat, in Satz 3.4 vorkommen kann. Im
Fall 2) kann man leicht durch die Wahl v = 1 und ggfs. einen Vorfaktor (d.h. Familien mit grof$er
Familie treten mit Wkeit ¢/ N auf fiir eine gewisse Konstante ¢) dem Limesmaf ein Atom in 0 hin-
zuftigen.

Mit etwas mehr Aufwand (da die relevante Zeitskala sozusagen implizit von Verhalten vom A (dy)
in der Nihe der 0 bestimmt wird, vergleiche (3.8)) ist dies auch im Fall 1) méglich, wir gehen hier aber
nicht auf die Details ein.

Beispiel 3.7 (Ein Beispiel mit expliziter Modellierung juveniler und adulter Lebensphasen, nach Schweins-
berg [So3]). Wir betrachten eine Population, die in jeder Generation aus N Individuen besteht. Der
Reproduktionsmechanismus ist zweistufig: Zunichst produziert jedes Individuumi = 1,..., N un-
abhingig eine zufillige Anzahl X; von potentiellen Nachkommen oder ,,Juvenilen®, alle gemif3 der-
selben Verteilung mit 44 := E[X;] > 1. Aus dem Pool von

SN I:X1+X2+"-+XN



potentiellen Nachkommen (was angesichts des Gesetzes der groflen Zahlen typischerweise > N ist,
da pt > 1) werden N ohne Zuriicklegen gezogen. Diese bilden dann die (,adulten®) Individuen der
nichsten Generation.

Man denke etwa an eine Spezies, in der die Individuen prinzipiell sehr viele Samen oder Larven
produzieren kénnen, von denen aber wegen Ressourcenbeschrinkungen immer nur eine begrenzte
(und in der mathematischen Idealisierung konstante) Anzahl das Erwachsenenstadium erreicht. (Oh-
ne den zweiten Schritt in obigem Mechanismus wiirde die Gesamtanzahl Individuen tiber die Gene-
rationen zufillig schwanken und typischerweise auch unbegrenzt anwachsen, mathematisch gesehen
wire sie dann ein Galton-Watson-Prozess, was diesen Teil des Titels von [So3] erklirt.)

Zunichst als “Aufwirmbeispiel” seien alle X; = 2. Dann gilt ¢y = ﬁ und offenbar dy = 0,
d.h. die Genealogien von Stichproben konvergieren gegen den Kingman-Koaleszenten mit A = 9y,
siche z.B. [SMPB16, Satz 1.8] oder Satz 3.4 und die Bemerkung direkt danach.

Tatsichlich gilt dieselbe Konvergenz (mit entsprechend angepasstem cy), sobald Var[ X;] < oo
erfillt ist, siehe [So3, Thm. 4 (a)].

Dies legt die Frage nahe, was passiert, wenn Var[ X | = oo gilt. Um ein solches Szenario méglichst
einfach darzustellen, treffen wir die folgende Annahme tiber die Verteilungsgewichte der X: Es gibt
l1<a<2und0<cx < oo, sodass

P(X,=k) ~cxak™™ firk - oo (3.9)

und P(X; = 0) = 0. Wegen @ > listdann 1 < E[X] < oo, wegen o < 2 ist aber E[X?] =
Y kPP(X) = k) = .

(Tatsichlich formuliert [So3] etwas allgemeinere Bedingungen: In [So3] wird P(X; = 0) > 0
zugelassen, so dass der — asymptotisch extrem unwahrscheinliche — Fall Sy < N jeweils separat
betrachtet werden muss. Weiter wird dort anstelle von (3.9) wird nur die schwichere Bedingung
P(X; > k) ~ cxk™ gefordert, siche [So3, Formel (11)]. Der Faktor o auf der rechten Seite in (3.9)
tithrt dazu, dass fir unsere X; auch [So3, Formel (11)] wortlich gilt (lese C' = cx dort), so dass die
folgenden Formeln mit denen aus [So3] ohne Umrechnungsfaktor verglichen werden kénnen.)

Wir zeigen: Die Bedingungen von Satz 3.4 sind erftllt mit
ey ~ exapT(2-a) ()N fir N - oo (3.10)

und
1

A(dlE) = 1(071)(1’)m$

el - ) e (3.11)

d.h. A = Beta(2 - a, a).

Beweis. Nach Voraussetzungist Sy = X +---+Xy > IV stets, wir kdnnen also /N-mal ohne Zurtickle-
gen aus den potentiellen Nachkommen ziehen. Nach Konstruktion ist VfN) dann hypergeometrisch
verteilt: Zieche N mal ohne Zurticklegen aus einer Urne, die Sy Kugeln enthilt, davon X viele, die

zu Individuum 1 gehéren. Somit ist

X1(X1 - 1)]

B[ (A" - D] =E[EDAY 01 - 11X, X)) =B[NV - DG

10



und daher fiir N — oo

1 Xi1(X;-1)
= — BN -1y = NE| SR
v = BV - 1] = NE[ e
X2 = P = 1 (kf(uN)e
~ NE ! ~Nexa Y k7% ——— =cxap N> ) —
[(X1+(N—1)M)2] * /; (v Npy2 ~ J;MN(Hk/(MN))Q
~ —apTl-a oo yl—a _ e _ l1-a
cxapu N ; (y+1)2dy—cxa,u I'2-a)l'(a)N

Im ersten Term in der zweiten Zeile haben wir hier X5 + X3 + --- + Xy angesichts des Gesetzes der
groflen Zahlen durch E[ X5 + X3 + -+ + X | = (/N — 1) ersetzt, was die Asymptotik nicht indert
(fiir eine prizise Rechtfertigung siche den Beweis von [So3, Lemma 13]). Fiir das Gleichheitszeichen
in der dritten Zeile beachte

fo‘” (yyi‘f)Z dy - fol ( ) _1 d = f01$1-a(1—x)“‘1 dp = L2 )T{a) _F(O;))F(a)

wobei wir y = /(1 —z) (somitx =1—1/(y + 1) und dy/dx = 1/(1 — )?) substituiert haben.
Weiter ist fiir € (0,1) und N — oo

P(ﬁ > :1:) ~ P(Xl)j—lNy > :1:) = IP’(Xl > N,u%) ~ > exakTte

SN z k>Npz/(1-z)
z - -\« 'l - a-
~cx(Nu1—) = cxp N f — oy (L-y)*dy
- X z Y
tiir die Gleichung in der zweiten Zeile beachte

d (1-z)* -a(l-z)*tz*-(1-2)*ar*!
de xo xl
=—a(l-x)* gt

=-a(l- $)°‘_1a:‘“(1 +(1- :B)x_l)

Wegen > 0 interessieren wir uns hier fiir die (unwahrscheinliche) Situation, dass X von der
Groflenordnung N ist (und es giltdann Sy ~ X +p/N in Wahrscheinlichkeit wegen des Gesetzes der
groflen Zahlen, angewendet auf die tibrigen Summanden Xy, . . ., X ). Wirziehen also ohne Zurtick-
legen aus einer Urne mit mindestens (z + ) N vielen Kugeln, in der der Anteil X; /Sy von Kugeln
der uns interessierenden ,Farbe” gleichmifig fiir gentigend grofle N mindestens z/(z + 1) > 0 ist.
Daher diirfen wir in der folgenden Rechung I/l(N) /N durch X/Sy ersetzen (siche z.B. [So3, Lem-
ma19] fiir die daftir verwendeten Konzentrationseigenschaften der hypergeometrischen Verteilungen
und den Beweis von [So3, Thm. 4] fiir die entsprechenden Detailrechnungen) und erhalten

Nexpu-eN-o fxl yiz oy (1 - y)e1dy _ [1 1 yte(d-y)!

N o, )
—P Nzx) ~ d
cN (7> Na) cxapl'(2-a)l(a)Ni-« y? I'(2-a)'(«a) Y
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Um schlieflich noch Voraussetzung 3) aus Satz 3.4 nachzupriifen: Es ist

E[VfN)(l/fN) - 1)1/2(N)(1/2(N) - 1)] = E[E[VI(N)(VI(N) - 1)V§N)(V2(N) -1) ‘Xl, o ,Xn]]
Xl(Xl - 1)X2(X2 - 1)]
(Sn)at

= (N)wE[

X2 X2 X2 ’
< N4E 1 2 — N4 E 1
N [maX{Xf,NQ}maX{XQQ,NQ}] ( [max{Xf,]\ﬂ}]

Weiter ist
E[—Xlz ]< ! E[X?1(X; < N)][+P(X; > N) ! % k170 4 e N0~ 29X prea
— ~— ) cxa c ~

max{XZ N2}1~ N2 P ' NG " 2-a

und damit fiir eine Konstante C' < oo
B ™ (™ _ 11,0 (M) _ 4
[ (v vy (1 )] < ON22aNo-1 _ ONla _,
N?cy N—oo
O

Bericht 3.8 (Die Familie der Beta(2 — «, ov)-Koaleszenten). Man kann die Randfille @« = 1 und
« = 2 in Beispiel 3.7 hinzunehmen, dies wird in [So3] auch betrachtet. Es gilt Beta(2 — a., o) =%
tir @ ~ 2, in diesem Sinne schliefft die Familie in ,stetiger Weise® den Kingman-Koaleszenten mit
ein. Fiir o > 2 in (3.9) ist Var[ X ] < oo und die Stichproben-Genealogien konvergieren gegen den
Kingman-Koaleszenten.

ImFall @« = List ey ~ ¢/log N und der zu A = Beta(1,1) = Unif([0, 1]) gehdrende Koales-
zent ist der sogenannte Bolthausen-Sznitman-Koaleszent [BS98]. Dieser wurde in [BS98] zur Un-
tersuchung von Fragen der statistischen Physik ungeordneter Systeme eingeftihrt, tritt aber auch in
gewissen Populationsmodellen mit gerichteter Selektion in ,natiirlicher Weise auf.

Wenn man in Beispiel 3.7 ein cv € (0, 1) wihlt, so ergibt sich kein A-Koaleszent als Limesobjekt
(obwohl man natiirlich in Definition 3.2 auch A = Beta(2 — a;, &) mit 0 < o < 1 einsetzen kann).
Tatsichlich ist dann E[ X ] = oo und es gibt in jeder Generation derart grofle Familien, dass ¢y 4 0
gilt. Daher kann Satz 3.4 nicht greifen, stattdessen gibt es eine zeitdiskrete Limesdynamik (bei der
auch mehrere disjunkte Gruppen von Ahnenlinien im selben Schritt verschmelzen kénnen).

Beobachtung 3.9 (Austauschbarkeit und Konsistenzeigenschaften der A-n-Koaleszenten). Ein A-
n-Koaleszent ist eine zeitkontinuierliche Markovkette (Rﬁ"))tzo auf &,, deren Sprungraten durch
die Ausdriicke in Definition 3.2 gegeben sind. Fiir eine Permutation o von {1,...,n} sei U(Rgn))

definiert durch

i~y d = o 1(4) R o 1(5)
(Rﬁ”) )0 ist austanschbar, d.h.

(RE) 0 2 (0(RE)) 1m0 fiir jede Permutation o von {1,...,n}

12



Man sieht dies anhand der Form der Sprungraten (diese hingen nur von der Anzahl der beteiligten
Klassen ab, vgl. dann auch Ubungsaufgabe 2.3 fiir Bedingungen, unter denen das Bild einer Markov-
kette wiederum eine Markovkette ist) oder auch anhand der Stichproben-Genealogie-Interpretation

aus Satz 3.4 (man kann eine zufillige Stichprobe umnummerieren, ohne ihre Verteilung zu 4dndern).

Weiterhin bilden die A-n-Koaleszenten eine konsistente Familie: Sei y, -1 : €, = E,-1 die Ein-

schrinkung aller Aquivalenzklassen auf {1, ..., n - 1}, so gilt
(R )iz0 £ (Mnn1(R{V))iz0 i jedesn € N

Dies folgt wiederum aus Satz 3.4 (wenn man aus einer zufillige Stichprobe der Grofie n z.B. die zuletzt
gezogene Stichprobe weglisst, erhilt man eine zufillige Stichprobe der GrofSe n—1) oder aus der Form
der Sprungraten aus Definition 3.2: Es ist

/\n—l,j = >\7"b7j + )\n,j+1 fiir 2 S] <n

(denn [ 2772(1-2)" 7 A(dz)+ [ 27 (1-2z)" 7 A(dz) = [ 29 2(1-2)" T (1-a+x) A(dx) =

[ 27-2(1-2)"1~7 A(dx)) und man kann dann wie in Ubungsaufgabe 2.3 priifen, dass (7, ,-1 (Rg”) )0
eine Markovkette mit den korrekten Sprungraten ist. Obige Gleichung fiir Stichproben ausgespro-
chen besagt: Eine Verschmelzung von j Klassen in der (n—1)-Stichprobe entsprichtentsprichtentwe-

der einer j-Verschmelzung in der n-Stichprobe (falls die n2-te Stichprobe nicht an der Verschmelzung
teilnimmt) oder einer (j + 1)-Verschmelzung in der n-Stichprobe (falls die n-te Stichprobe an der
Verschmelzung teilnimmt).

Wie im Fall des Kingman-Koaleszenten kann man mittels der Konsistenzeigenschaft einen A-
Koaleszenten auf ganz N, d.h. einen Markovprozess (R;);>o mit Werten in den Aquivalenzklassen
auf N definieren, so dass fiir jedes n € N dessen Einschrinkung auf {1,...,n} ein A-n-Koaleszent
ist. Man kann dazu entweder ,abstrakte Theorie®, basierend auf Kolmogorovs Erweiterungssatz, ver-
wenden oder z.B. die explizite Konstruktion aus Ubungsaufgabe 8.1 ausnutzen.

Bemerkung 3.10 (Pitmans Ansatz). J. Pitman [P99] hat gewissermaflen einen zu Satz 3.4 komple-
mentiren Ansatz zur Definition und Konstruktion der A-Koaleszenten gewihlt, der die Konsistenz-
eigenschaft aus Beobachtung 3.9 als Ausgangspunkt nimmt: Betrachte eine zeitkontinuierliche Mar-
kovkette auf U;2, €, die austauschbar und konsistent ist wie in Beob. 3.9 und zudem als Uberginge
nur Verschmelzungen einer Gruppe von Aquivalenzklassen pro Sprung zuldsst. Sei A ; die Rate, mit
der eine Teilmenge von j Aquivalenzklassen verschmilzt, wenn es aktuell b Aquivalenzklassen gibt
(wegen der Austauschbarkeit hingt dies nicht davon ab, welche j der b Aquivalenzklassen das sind).

Die Konsistenzeigenschaft erzwingt dann (wie oben)
Abj = Ape1j + Apr1jer, 02722

Um daraus das zugehérige endliche Maf§ A auf [0, 1] wie in Definition 3.2 zu gewinnen, geht
[P99, Section 3] folgenermafien vor: Setze

)\i+j+2,i+2

9 Zv.] € NO
>\2,2

Hij =

3



dann gilt f4; j = i1 j + i j+1 fiir 4, j € Ng mit Randbedingung 499 = 1 (insbesondere 14; ; < 1 fiir
alle 7, j) und man kann mittels Kolmogorovs Konsistenzsatz eine unendliche, austauschbare Familie
X = (X4, Xs,...) von {0, 1}-wertigen Zufallsvariablen definieren via

P(X1=21,..., X, = %) = g firzy,...,z, €{0,1} mit Y z; =k
j=1
(beachte: es giltdann P( X5 = 2q,..., X, = 2,) = P(Xy =21,..., X}, = 2, Xppi1 = 0) + P(X =
Z1, ..., Xp = Tpy, Xpe1 = 1) und da die Wahrscheinlichkeit oben nur von der Anzahl der 1er, nicht
aber von deren Position abhingt, gilt Austauschbarkeit).
Gemif dem Satz von de Finetti (z.B. [Kl, Satz 12.26] oder Ubungsaufgabe 8.2) gibt es dann eine
[0, 1]-wertige Zufallsvariable &, so dass

P(Xi=21,Xo0=29,..., X, =2,) = E[fk(l _g)n_k] mitk =) x;

j=1
und demnach leistet A = A9 5.2 (£) das Gewtinschte.

Bericht 3.1, 1. (R;);»0 A-Koaleszent auf N mit Ry = {{1}, {2}, {3}, ...} (vgl. Diskussion in
Beob. 3.9). Eintritt/Herunterkommen aus dem Unendlichen (d.h. #Rt < oo fiir alle t > 0)
gdw. Y725 1/7p < 0o mit 7y, := 2222 (7 - )( )/\b ; siche [Soob] und auch Bericht 3.18 unten.

2. “dust vs. no dust” (vgl. [P99], speziell Thm. 8 dort): (R¢)s0 A-Koaleszent auf N mit Ry =
{{1},{2},{3},...} (vgl. Diskussion in Beob. 3.9). Falls f 1 A(dz) = oo, so hat R, fiir

jedest > 0 “proper frequencies”, d.h. die asymptotischen Antelle der Aqulvalenzklassen (diese
existieren f.s. wegen Austauschbarkeit) addieren sich zu 1 und

P(jede Aquivalenzklasse von R; hat mehr als ein Element)

= P(jede Aquivalenzklasse von R, ist unendlich) = 1

Falls dagegen f 0.1] 1 A(dz) < oo, so addieren sich fiir jedes ¢ > 0 die asymptotischen An-
teile der Aqulvalenzklassen von R; zu < 1 und R; besitzt unendlich viele Aquivalenzklassen
der Grofie 1 (“singletons”). Man kann dies anhand der Poissonkonstruktion aus Aufgabe 8.1
einsehen.

3. Wenn man die Bedingung ®2(2, 2)/cy — 0in Satz 3.4 aufgibt (und geeignet ersetzt), so erhilt
man die Limesklasse der =-Koaleszenten (mit simultanen multiplen Verschmelzungen), siche
[MSori], [Soo].

3.1 Zur Asymptotik des Blockzihlprozesses von A-Koaleszenten

Sei A ein W’mafl auf [0, 1], (R+)+s0 ein A-Koaleszent wie in Definition 3.2 (mit einer gewissen Stich-
probengréfie n, die wir hier in der Notation nichtimmer explizit machen). Der zugeh6rige Blockzihl-
prozess

Nt:#Rt, tZO
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(wir schreiben auch N(™), wenn #Ro = n explizit gemacht werden soll) ist eine zeitkontinuierliche
Markovkette auf N mit Sprungrate von £ - m

l-m+1

Qem = ( ¢ ) / rm (1 - )™ A (dx), 1<m</

(vgl. auch Ubungsaufgabe 2.3 ,,Wann ist das Bild einer Markovkette wieder eine?*).
Die Leitfrage dieses Unterkapitels:

Verhalten bei Startin Ny =n > 1?

Wir wollen in hier, J. Berestycki, N. Berestycki und V. Limic [BBL1o, BBL14] folgend, eine gewisse
quantitative Antwort geben. Die Antwort ist mathematisch interessant und sie ist z.B. via die Ge-
samtlinge, etc. angesichts von Satz 3.4 auch fiir die (zumindest asymptotische) Untersuchung der
Verteilung der genetischen Variabilitit in einer (groffen) Stichprobe relevant, siche Satz 3.16 unten.

Die Sprungraten lassen sich mit B, ~ Bin(¢, ) folgendermaflen formulieren: von £ — ¢ - k

(Farl<k<l-1)
qoon =1(k = 1)A({0})(§) . f(m (g . (/i . 1))93*“1(1 - m)ﬁ-k-%/\(dx)
(k- 1)A({0})(§) . f(m P(Byy — 1(Bey > 0) = k)%/\(d:p),
(beachte: der Integrand ist beschrinke), also ist die Gesamesprungrate in £
= AAON(5) + ), TP (B 1B 0) =) )
_ A({O})(Q) «f WA(M) -/ 1-(- x)é;fx(l ~ )\ (dn)

Beobachtung 3.12. Erwartete infinitesimale (“abwiirts”—)Anderung von Ny, gegeben IV, = £
¢ 14
-3 DA = ACON(3) ¢ [, | BLB = 1(Be> 0] aGd)
j=2 (0,1]
—_ )\ _
“acop(y) [ )
2 (0,1]

T2

Esist E[ Nyos — Ne|Fi] = =0y, + 0(6) und N; + fot YN, ds, t > 0 ist ein Martingal.
Sei
1+qx 1+qx
v [ ) - Taqop + [ CE @), 20 ()

(esist1)(q) > 0 fiir ¢ > 0, denn strikte Konvexitit der Exponentialfunktion lieferc e¥ — 1 +y > O fiir
y > 0).
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Beobachtung 3.13. () ~ ~y, (fiir £ > 1), genauer:

|1/1(£)€— Ve A({O}) (€ 1) . el _&(;2 - x)EA(dx)
- —({20} ) . 0D )+ " U )
<AA((1/2,1])
< A({O})% " % e

denn (verwende log(1 —z) = - Y72, 2%/k)

—lx _ _ l —lx —Llx
e g(xlz l’) _ sz (1 _e€x+llog(1—m)) _ eg?( —exp( EZxk/k))

und 1 —exp(—ﬁZ,ﬁizxk/k) <1 —exp(—4€x2) <Clx?firx <1/2.

Bemerkung 3.14. Wenn A(dx) = f(z)dr und f(z) ~ Azt~ (z | 0) fiirein A > 0, v € (1,2) gilt
(,starke a-regulire Variation), so ist

re- a)
¥(q) ~ A( )¢ 4=

Annahme 3.15. Es gelte

/ U( Q)dq<oo

Notiere Nt(n) fiir den Blockzihlprozess mit Start in Né ™ =, Tk =inf{t: N, M <,

(n)

L, = f bON® g
0

(Gesamtlinge eines A-n-Koaleszenten),
Sy, = # Mutationen in n-Stichprobe an den Blittern eines A-n-Koaleszenten, lings dessen Asten

sich mit Rate /2 Mutationen ereignen

Satz 3.16 (Siche Theorem 3 in [BBL14]). Es gelte Annabme 3.15.

Ln
—_— 1 in Wkeit,
f 1 zb(q) dg

Sh 0
e o in Whkeit.
S gy da nmee 2



Belsplel 3.07. Im Fall A(dz) = f(z)dz mit f(x) ~ Azt~ (x | 0) wie in Berkung 3.14 ist ¢0(q) ~

AZEZ 74" also

f” q a(a-1) f afa-1) [ a]” ala-1) o
T P R TN OIS 7 TAT(2-a)l? 20, A2 -a)(2-a)
Im Fall A(dz) = &y ist ¥(q) = /2, [ w(qq) g =2/"q¢tdgq ~ 2logn und wir gewinnen

(erneut) die die Konsistenz des Watterson-Schitzers fyy := S,/ ¥ i1 fiir 6.

Bericht 3.08. Zum ,,Abstieg aus dem Unendlichen® (coming down from infinity):

1
Die Familie X(T ™), n e Niststraff <= Z — <o
=2

siche [Soob]. Diese Bedingung ist dquivalent zu Annahme 3.15 (vgl. Beobachtung 3.13).

Sei v(t) gegeben durch

v(t)::inf{szozfsw@dq<t}

(mit Interpretation inf @ = +o0, v(t) ist wegen Annahme 3.15 tatsichlich endlich fiir jedes ¢ > 0),
d.h. v(t) lost

o ]
f(t)w(Q) =t 120
oder Lv(t) = -y (v(t)), t > 0 mit v(0) = oo,

Heuristik: Es ist
“E[dNy|Fi] = —yn,dt » = (Ny)dt”

man ersetzt (IV;) durch diese Differentialgleichung (im Jargon ist dies ein ,hydrodynamischer Limes®
tiir eine (Schar von) Markovketten) und verwendet, dass die (divergente) Linge asymptotisch nur in
der Nihe der Blitter erzeugt wird.

Sei v(™) () Lésung von
d
—o () = =), v (0)=n

d.h. v™ () =v(t, +t) mitt, = [~ —“<dg=v1(n) =inf{t:v(t) <n},
n w(q)

ersetze [, N ds » [ o™ (s) ds,

‘/01 v (s)ds = /01 v(t, +t)ds = /;;itjl)) % dq ~ f(1) ¢(q) f w(q) (3.13)

[substituiere v(t,, +t) = g, also dg/dt = v'(t, +1t) = =(v(t, +1)) = =1(q), verwende t,, =00 0,
fabﬁdq<oo,[a°° ﬁdq:oofﬁr0<a<b< 0]

Das zentrale technische Ergebnis ist:
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Satz 3.19 (Vgl. Proposition 12 in [BBLio]). Es gelte Annabme 3.15. Fiir to < 1, a € (0,1/2) gibt es
¢,C € (0,00), ng € Nmit

N,
P, | sup |-+~ — 1| > ctd | < Cty~2 gleichmdifSig in n > ny.
t<to |0 (1)

Wir nehme von hier ab an:

A{0}) =0, A([1-2,1])=0 (3.14)

fir einn > 0.

Da f[l_ml 127 A(dz) < oostetsgileund daher ,z-Ereignisse” mit 2 € [1-7, 1] nur mit gleichmiRig
in n beschrinkter Rate geschehen, dndert diese Annahme nichts an der asymptotischen Aussage aus
Satz3.19, siche [BBL1o] fiir Details. Siche ebenso [BBLio] fiir die Behandlung des Falls mit ,,Kingman-
Atom“, d.h. A({0}) > 0.

Beweisskizze (fiir Satz 3.19). Mit Lf (¢) = ¥, q&m(f(m) - f(0) ), dem Generator von (V;), sei

-1 _ +
g(¢) = (L log)(¥) = Z1 q&m(logm - logﬁ) = f(o . E [log (g B, E(BM >0) )] %A(dm)

(3.15)

t
Mt:zlogNt—logNo—f g(N)ds, >0
0

ist Martingal (bei Start in Ny = n < 00) und

M7 = [[7(110g%())(N,) - 210g(N) (L Tos())(N,) ds

istebenfalls ein Martingal (I'( f, g) = L fg— f Lg—gL f ist der sogenannte opérateur carré du champ,
siche z.B. [KL99, Lemma s.1in Appendix 1], insbesondere fiir einen reinen Sprunggenerator L f (z) =
Syl f(0) - F@)] i L) (@) - 2F@LI@) = 5,0 [f2(0) - (@) - 20 f(0)] -
Y, Quy[f(y) = f(2)]? der erw. quadrierte Sprung.)

Somit

E,[M?] = /OtEn[’g(NS)]ds <C't

mit

. B - Bg’x + 1(Bg7x > O) 211
g(0) = '/(071] E [(log 7 ) ] PA(dx)

Wir benétigen fiir den Beweis von Satz 3.19 folgende technische Abschitzungen/Beobachtungen:

Lemma 3.20. Es gilt

7)
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E[Bry—1(By >0)] = bz -1+ (1-2)",
E[(Bis - 1(Bey > 0))?] = ~lx — 2® + P2 + 1 - (1 - 2)" < CP2*  fiirz e (0,1-n)

Fiir die 2. Zeile beachte:

Var(By, — 1(Be, > 0)) = Var(By,) + Var(1(Be, > 0)) - 2Cov( By, 1(Be, > 0))
=lx(l-2)+(1-(1-2))(1-2)" - 2(E[Bros1(Bes > 0)] -la(1- (1-2)"))

=‘€r:(3
=lrx(l-z)+(1-(1-2))(1-2) -2x(l-2) =lz(l-z)+ (1-2)(1- (1 -2)" - 20x),

also

E[(Brs-1(By, >0))2] = Var(Br, = 1(Bry > 0)) + (E[ By = 1(By > 0)] )
=lx(l-2)+(1-2)"(1-(1-2)" -20x) + (bx-1)*+2(lx - 1)(1 - 2)" + (1 - 2)*
=lr—Lx?+(1-2) = (1-2)* - 20x(l -2)" + P2? - 202+ 1+ 20x(1 - 2) - (1 - 2)" + (1 - 2)**

=Ax—lr*+ P2t +1- (1-2)"

und

cl?x?, xe(0,1/4],

1-lr-(1-2)'<
0, x> 1/L.

2) Figrz e (0,1-n]

| [ (12 By, + 1( ng>0))]_1—(1—$)€—

¢
‘]E[ g ng+1(ng>0)>+Bg,x—l(ng7x>O)‘H
EQ]E[(BM—l(BM >0))?] + (1 +1log O)P(|Beu/l - x| > n/2) < C'2?

(verwendelog(1l — x) — x < Cya? fiir x € [0,1 - ), Teil 1) und elementare Abschitzungen fiir grofse
Abweichungen fiir die Binomialverteilung)

3) Analog ist fiir x € (0,1 -]
-B 1(B 2
|E[(log€ et “>0))]

0
C
< SE[(Bra~1(Bes > 0))] + (log €)"P(|Bya/l - | 2 n/2) < C'

(verwende |log(1 — z)| < Cyyx fiir x € [0,1 — ) und groffe Abweichungen wie oben,).
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Nach obigem (Definition von g aus (3.15), Lemma 3.20, 2) und der Definition von 7y, aus Beob-
achtung 3.12) ist

g(l) = —% N —#, genauer |g(¢) +7,/¢| < C und mit h(¢) := g(¢) + () /¢ auch
()] = 1g(€) + () [E] < |g(£) + 7o/l + |ve = ()| /L < C

(verwende Beobachtung 3.13 fiir den zweiten Summanden auf der rechten Seite).

Es gilt
a 1 1 I11-2a
P (§g§|Mt| >t ) 2 —E [SE§M2] tann[Mtz] <4C"t?

(Markov-, dann Doobs L?-Ungleichung).
Sei v (t) Losung von v (0) = n, Lo (¢) = —p(v( (1)), d.h.

logv™(t) —logn = ]: %(logv(”))(s) ds = — fot ngé:;)(g)) ds
Starte in Ny = n (< 00). Es ist
N ' (™ (s))
log( (”)(t)) M + /(; g(N8)+U(T(S)dS

t (v (s t
:Mt+f0 wg}(n)(i)))—w%\f)d8+—/{; h(N,) ds

wegen SUpP;., |f0t h(Ny) ds| < C't und (Definition von M; sowie der DGL. fiir v(™)) also (¢y < 1 so
dass ¢y < t8 fiir 0 < @ < 1, zudem fot h(Ns) ds < C't)

Pn(ig}? g (Yo [ UN)_00O0)

v (t) N, v (s)
mit geeign. Konstanten C1, Cs € (0, o).

> Cltg) < Oyt 2e

Lemma 3.21 zeigt, dass log (U(i\)ft( t)) und w%\sfs w(iin)((‘;) ) dasselbe Vorzeichen haben, Lem-

ma 3.22 liefert dann (mit ¢1, ¢z, C' € (0, 00) geeignet)

IP’n( sup > cltg) < IP’n( sup
t<to t<to

-1

Ny a 1-2a
log(U(T(t)) 2 Czto) <Ot

Ny
v(™(t)

Lemma 3.21 (Sieche [BBL1o, Lemma 9]). ¢ — M ist nicht-fallend,

d (@ v(9g-v(g) 1 1= (gz+ e
dq( q )_ q? _q2/[:)1] 22 A(d)ZO

20



Denn mit f(x) := (qz + 1)e™%, also f'(z) = qe 9% — q(qx + 1)e 9 = —q?xe 9 < 0 ist

SUP,so f(2) = f(0) = 1; weiter ist lim, g Hqﬁ;# = ¢%/2.

Lemma 3.22 (Siche [BBL1o, Lemma 10]). Seien @1, 2 : [0,to] = R cadlig-Funktionen mit

)+ [ eas)ds

sup <c, pi(t) #0 = @i(t)pa(t) >0
0<t<to
dann gilt
¢
sup f wo(s)ds| < ¢ undinsbes.  sup |p1(t)] < 2¢
0<t<to 140 0<t<to

Beweis. ¢(t) := fot ©2(s) ist stetig, und 1 (t) > 0 (bzw. < 0) = wachsend an der Stelle ¢+ (bzw.
fallend). t. := min{t : |p(t)| > ¢} A to. Angenommen, ¢, < t(: Stetigkeit liefert [p(.)| = ¢, betr.
o.E.den Fall p(t.) = ¢, also

(t. +€)>c fiiralle e > 0und gen. klein.

Wenn ¢1(t) < 0 auf (t,,t, + €), so miisste dort auch 1 (¢) < 0 und somit ps(t. + €) < ¢ sein, ein
Widerspruch. Demnach existiert € (£, ¢, +¢) mit; (1) > 0, dann gilte allerdings @1 (£) + ¢ (£) > ¢
im Widerspruch zur Annahme. Also muss ¢, =, sein. [l

Beweis von Satz 3.16. Sei s > 0. Wir zeigen zunichst, dass fiir jedes € > 0

.

Es ist (vgl. (3.13) in der Heuristik vor Satz 3.16)

s s v(tn) n
) (¢ dt:f t+t, dt:f 1 _g :f g
fo vt 0 v(t+tn) v(ta+s) P(q) K v(ta+s) Y(q) I

(substituiere v(t,, +t) = g, also dg/dt = v'(t, +t) = =(v(t, +1)) = -1(q))
(3.12) zeigt 1(q) < C'¢? fiir eine Konstante C' < oo, somit gile /" ﬁ dg — oo (fiir beliebiges
a < o0) fiirn — o0. Dat,, | 0 (und somit v(t, + s) 7~ v(s) < o0) gilt, kann man d,, | 0 so wihlen,

Jy Nedt

— -1
Jo v () dt

> 5) — 0 (3.16)

gilt.

dass

[s vM(t)dt
S,
o oM (t)dt e
gile: Sei dazu f(z) := [ 26 4. [1,00) > z — f(x) ist stetig und streng monoton wachsend
(¢¥(q) > 0) mit lim, e f(z) = oo (denn (3.12) zeigt, dass 1(q) < Cq? fiir eine Konstante C' <

00). Daher existiert die Umkehrfunktion f=! : [0, 00) — [1, 00) (und ist ebenfalls stetig und strikt
wachsend).
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Wir wihlen eine Folge m(n) # oo so, dass

m(n) + f(m(n))
f(n) neo
gilt, beispielsweise m(n) := min {[\/f(n) |, | f"1(v/f(n))]}, und setzen
(Snztm(n)—tn
Damit ist
[ o= [ dg= )= fom(n) = Fn) (s o)
und
/Sv(")(t)dt—fm(n g =0(f(m(n))) = o(f(n))
on - v(s) 7vb() q
zudem gilt

m)

JRIQIOY A

Da 6,, — 0 liefert Satz 3.19

(insbesondere auch P,, (N5, > (1-¢/2)v((8,,)) = Py( N5, > (1-£/2)m(n)) —> o0 0), ztisam-
men mit obigem folgt (3.16).

Da Annahme 3.15 impliziert, dass der zugehorige A-Koaleszent aus dem Unendlichen absteigt
(anders gewendet: (V)10 besitzt ein Eintrittsgestz bei 00), vgl. Bericht 3.18, ist fiir jedes s > 0 die

(n)
Familie P,,(N; € -), n € N straff und daher auch die Familie Pn( /. O N,dte -), somit

()
p| e Nedt =)
" ,[On U(") (t) dt n—00

Zusammen mit (3.16) folgt die erste Aussage von Satz 3.16.

(n)
Dal, = 071 N, dt ~ fon v(™(t) dt in Wahrscheinlichkeit und S,,, gegeben L,, Pois(L,0/2)-
verteilt ist, gilt mit Chebychev-Ungleichung

6/2

Po(ISn - Lu8/2| > eL, | L,) < 2T,070

— 0 in Wahrscheinlichkeit

Zusammen mit der erste Aussage von Satz 3.16 impliziert dies die zweite.
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Frequenzspektrum unter A-Koaleszenten
Betrachte einen A-n-Koaleszenten, lings dessen Kanten (bis zum MRCA) sich mit Rate /2 Muta-
tionen (gemifl dem infinite sites-Modell) ereignen

S,, = Gesamtanzahl Mutationen

Frequenzspektrum:

fl-(n) = # Mutationen, die in ¢ der n Blitter sichtbarsind (i = 1,...,n - 1)
Fur A = Beta(2 — o, ) mit v € (1, 2) gile

Sh, fa(a-1)'(a)
n2- 2 2-«

fiirn - oo

(J. Berestycki, N. Berestycki, J. Schweinsberg, Beta-coalescents and continuous stable random trees, Ann.

Probab. 35, 1835-1887 (2007); dasselbe Resultat mit geinderten Konstanten, wenn nur A(dz) = f(z)dx und
f(x) ~ cx' ™ fiir v | 0 vorausgesetzt wird)

SR o ( _1)2p(i+a_2)/ga(a—l)l“(a)
Sn - Sn/n2—oc 20& @ 7! 2 2-«

fiir n > 1 also typischerweise

g @-ol(ira-2)
S,  ill(a-1) o

Verteilung und Momente von Sy, § Z-(") sind nicht explizit bekannt, aber man kann mittels einer
Rekursionsformel E[ S, ], E[ﬁz(n)] numerisch bestimmen und somit auch

E[¢™)]
E[S,]

. bz

(M.B., J. Blath, B. Eldon, Statistical properties of the site-frequency spectrum associated with
Lambda-coalescents, Genetics 195, no. 3 (2013), 1037-1053.

(Erinnerung: Fiir den Kingman-Koaleszenten gilt E[fz(n)] =0/i,E[S,] =0 1/i ~0logn)

Einar Arnason, Mitochondrial Cytochrome 4 DNA Variation in the High-Fecundity Atlantic
Cod: Trans-Atantic Clines and Shallow Gene Genealogy, Genetics 166, 1871-1885 (2004)

berichtet genetische Variabilitit an einem 250 Bp langen Stiick des mitochondrialen Genoms in
einer Stichprobe von n = 1278 atlantischen Kabeljaus:
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S = 39 segregierende Positionen

1 I 2 3 4 5 6 7 8 9 10 I+

& 17 4 4 2 4 1 o I o o 6
Km 50 2.5 L7 1.3 Lo 0.8 07 0.6 0.6 0.5 242

S b; 85 4.6 23 15 Lo 08 0.6 05 0.4 0.4 84

Sa; 203 49 24 15 1.0 08 06 05 04 03 5.8
Km.: Erwartung unter Kingman-Koaleszent,
Sb;: Erwartung unter Beta(2 — a, a)-Koaleszent (v = 1.48),
Sa;: Asymptotische Formel fiir Beta(2 — o, av)-Koaleszent (o = 1.48),

(Es gibt allerdings in den Daten Widerspriiche zum IMS-Modell.)
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