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Definition 2.26 (Infinitely-many-sites-Modell (IMS), Watterson
1975) Man nimmt an, dass jede Mutation eine neue, bisher noch
nie mutierte Position am betrachteten Lokus betrifft.

Mathematisch realisiert man dies z.B. folgendermaBen: Die
betrachtete Stelle im Genom (eine gewisse Abfolge von
Nukleotiden im DNS-Doppelstrang eines Chromosoms) entspricht
[0, 1], jede Mutation erhilt eine neue, uniform aus [0, 1] gewahlte
. Position”, der Typ eines Individuums ist ein (einfaches) ZahImaB
auf [0, 1] (bzw. alternativ eine Teilmenge von [0, 1]), der Typ eines
Individuums gibt an, wo dieses relativ zu einen ,, Referenztyp" (oder
» Wildtyp") mutiert ist.
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Bemerkung. Das IMS-Modell (in der Literatur auch
infinite-sites-Modell genannt) ist fiir viele praktische Zwecke eine
angemessene Approximation fiir die Beschreibung von Mutationen
auf dem Niveau der DNS-Sequenz : Wenn die Mutationsrate pro
Basenpaar sehr klein und die betrachtete Stelle im Genom (der
sog. Lokus) nicht ,,zu lang" ist, ist es plausibel, die Mdglichkeit der
Mehrfachmutation einer Stelle (und andere Effekte, die im
IMS-Modell nicht beriicksichtigt werden, etwa Rekombination oder
Insertionen/Deletionen langerer Stiicke im Genom) zu
vernachldssigen.

(Man denke an eine Abfolge von L >> 1 Basenpaaren, bei Mutation
wird eine der zufillig gewahlte der L Positionen zufillig
modifiziert.)
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Beispiel 2.27 John Parsch, Colin D. Meiklejohn, and Daniel L.
Hartl, Patterns of DNA sequence variation suggest the recent
action of positive selection in the janus-ocnus region of drosophila
simulans, Genetics 159:647-657, (2001) berichten genetische
Variabilitdt in einem ca. 1.700 Basenpaare langen Stiick des
Chromosoms 3 in einer (weltweiten) Stichprobe von 8 Drosophila
simulans und einer Stichprobe von Drosophila melanogaster, zwei
verwandten Arten von Taufliegen.

An insgesamt 31 Stellen sind Unterschiede zwischen den Individuen
sichtbar.
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Position

111111111111
2 2235556666 6 6 6 7 8112333466 66 6
389 49 96 3 48 4555516604339 023851782839
5336 1428954127 8577 3291021824312 4
sl ¢ g at ccaatataaagoctocgataagococagattc
s2 c . Lo . . g .
s3 a ¢ . c at gcccggegegatoctatocctctgttgoca
s4 .
sb g
s6
s7 g
s8 g
ml . . . catgcccag . . . . .t . . cc . . tg .t goca

Tabelle: Beobachtete genetische Variabilitdt in einer Region in
Chromosom 3 aus einer Stichprobe von 8 Drosophila simulans (Zeilen
s1-s8) und einer Stichprobe von Drosophila melanogaster (Zeile m1) aus
Parsch et al, Genetics 159:647-657, (2001). Siehe Figure 2 dort, wir
betrachten hier nur den Teil der Sequenz, der die Gene janA und janB
umfasst.

Aber: Parallelmutation an Position 6447
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Modellvorstellung: n-Stichprobe entsteht aus n-Koaleszent, langs
dessen Asten sich mit Rate g Mutationen ereignen (und jede trifft
eine vollig neue Position)
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Die Anzahl segregierender Stellen ist
S, = # verschiedene Mutationen, die in n-Stichprobe vorkommen

(im Sinne von: Positionen, an denen sich mindestens zwei
Stichproben unterscheiden).

Wenn S, = s, so entsprechen die Beobachtungen einer
n x s-Datenmatrix (Dik)i=1,... nk=1,..s

Djx = 1(Stichprobe i ist an k-ter segregierender Stelle mutiert).
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Die Beobachtungen aus Parsch et al als 0-1-Matrix

11111111111

222355566666667 811233346¢6©6F©6

389499634845555660 4339028517838

533614289541278577 329102824312

001100110111

s1000111111111000001
s2001111111111000001
s3110000000000111110

001100100111

110011001000
001100110111

s4000111111111000001
s5000111111111000001
s6000111111111000001
s7000111111111000001
s8000111111111000001

001100100111

001100110111

001100100111

001100100111
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Bemerkung (Unbekannter Wildtyp) Wenn man , nur® die
Stichprobe sieht und keine externen Zusatzinformationen (z.B. eine
,outgroup" durch inter-Spezies-Vergleich wie in obigem Bsp.)
besitzt, kann man an den segregierenden Stellen nicht entscheiden,
welcher Typ der Wildtyp und welcher die Mutante ist (im
Genetik-Jargon: die Mutationen sind ,,unpolarisiert").

In dieser Situation ist obige Datenmatrix nur bis auf ,,Umklappen*
von Spalten definiert, d.h. die eigentliche Information ist

Sp,die Anzahl Mutationen (,segregierende Stellen*)

1, Stichproben i und j an k-ter segr. Stelle verschieden,
Aijk) = 0, sonst
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Die Anzahl segregierender Stellen
Sn = # verschiedene Mutationen, die in n-Stichprobe vorkommen

Erinnerung: %(S,) = * geom(9+,11)

(schreibe S, = S, n + 5,,,,,,1 + A+ Spomit Sy = #
Mutationen, wahrend Genealogie aus j Linien besteht)

Beobachtung 2.29.

1
g [Sa] = 0 hn,  Varg (Sp) =0 hn + 6> >

mit h, = >0 L.
Ow =

= F

ist ein erwartungtreuer Schétzer fiir 6 (“Watterson-Schatzer”),

Varg <9W> ~ % ~ fiir n —» oo

Iog n

(und By ist asymptotisch normal)
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Bemerkung 2.30 (Alternativer Zugang zu Beob. 2.29).

Wir kénnten Erwartungswert und Varianz von S, auch
folgendermaBen berechnen: Gegeben die Gesamtlange Lges des
Koaleszenten ist S, Poi((0/2)Lges)-verteilt.

n
Lees 23 4T;,
j=2
mit Tp, To_t,- .., T2 u.a.,, Z(T;) = Exp((})), somit

0 n _] n—1 1

EglSa] = 5 j<2) =0 =
j=2 i

Varg[S,] = Eg [Varg[Sn | Lges]] -+ Vary [Eg[S \ Lges]]

9 1 n—1 1
= [y [2 ges] + Val"g ges = Z Z 172
=1 i=1
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Satz 2.31 Eine untere Schranke fiir die Varianz von Schatzern fiir

6 (Fu & Li, 1993):

Jeder erwartungstreue Schatzer fiir 8 im IMS-Modell hat unter Py

Varianz > G/Zk 1 6+k (~ 0/ log n fiir n — o0)

Nehmen wir an, wir kénnten S, 2 = s52,...,5p.n = Sn2
beobachten (was anhand von Sequenzdaten an den Blittern des
Koaleszenten nicht mdglich ist)

Likelihoodfunktion

L - 0) = j—1 i "
n(sn,27""5”v"’ )_H9+j_1 0+j—1
j=2

j=2
mit s, = Sp2 + -+ Spp
0 Sni+1
log Ln(Sno2,...,S J
89 g ( n,2 » Sn,ni Z 9+j 1
~ . .. s,,J+1
d.h. O pyp ist Lésung von s, = 0377, 52—
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(benutze Cramér-Rao-Ungleichung: Varg(T (X)) > (ZEo[T(X ) /1(0)
)

H? Sn d Snj+1
52 108 La(sn2, - Snnib) = =55 + J; O+j-1¢

Die Fisher-Information ist hier

62
1(0) = [5‘92 log L, (snz,...,sn7n;9)}
IS ] L Switl 1 Sk & 0+j—1
‘E"[W]‘;E@[(eﬂ—nz}‘ M R Y
_Zl;il/k_z”: 1 _1”1(1_ o )_1"2% 1
-0 SG-DO+i-1) 05 \k kO+k)) 040+
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Definition 2.32: Frequenzspektrum (der segregrierenden Stellen)

§f") = # Mutationen, die in genau i der n Stichproben vorkommen
(i=1,....,n—=1)

(Wir nehmen fiir den Moment an, dass an jeder Position der
“Wildtyp” bekannt ist, z.B. durch Interspezies-Vergleich.)

Satz 2.33 (Y.-X. Fu, 1995)
E [E(n)} :Q Cov (§§n) E(n)) =1; '€+92U“ 1<i<j<n
0 |Si i’ 0 ISy ’:JI' i — —J —

wobei mit hy, := 272_11 :,l Bn(i) == #ﬂ)(n_,) (hnt1 — hi) — %

5(""1) /311() ,+ [
) ) ) J <n,
Bn(/+1), i<z, h,,—h, hn—h
ii n=i , 2 PR iy 5n()+5n()_l i+j=n
Bali) =, >3, sty 10
%—ﬁ, I+ >n

(s.a. Fu, loc. cit., Fig. 2, p. 188 und Fig. 3, p. 189)
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Betrachte n-Stichprobe (im IMS-Modell)

Sei Ajj = # Anzahl Mutationen, an denen sich Stichproben i und
J unterscheiden (1 < i< j <n)

0, = é S 1<icjen By (“Tajimas 0,")

Beob. 2.34 Es gebe s segregierende Stellen. §,r =
ﬁ d1<i<j<n > _; 1(Stichpr. i und j unterschiedl. an m-ter segr. Stelle
R <i<j<

LS L)y k) (mit € = # Mut., die in k Stichpr.

()

vorkommen), d.h. @r ist eine Funktion des Frequenzspektrums.
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Proposition 2.35 Es gilt Ey [aﬂ] — 9,
Varg <§ﬂ> = 3(’7n‘t11)9 4 Arani3) go

9n(n—1)
(Insbesondere: 6 ist erwartungstreuer Schatzer fiir 6, allerdings
nicht konsistent: lim,_,o Varyg (@T) = %0 + %92 > 0.)

Bem. ﬁ > 1<icj<nDij wird in der Literatur auch mit 7
n) 2e1<i<j<

bezeichnet und die (empirische) “Nukleotid-Diversitat”
(“nucleotide diversity”) genannt.

(Eg[w] = 0 ist einer der Griinde fiir die Parametrisierung, dass
Mutationen mit Rate 0/2 lings der Genealogie erscheinen.)
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Modell: Beobachtungen entsprechen Typen an den Blattern eines
n-Koaleszenten im IMS-Modell

(biologische Interpretation: panmiktische, Population konstanter
GroBe, genetische Variabilitat ist “neutral” (und es gibt keine
Rekombination am betrachteten Lokus))

Frage: Passen beobachtete Sequenzdaten zum Modell?

Idee (F. Tajima, 1989): By und B, sind beides erwartungstreue
Schatzer fiir 6, d.h. wenn das Modell zutrifft, sollte

é\w—/@\W%O

bis auf “zufillige Fluktuationen”.

Wie groB sind typische Fluktuationen, d.h. Varg (@ — §W> =7
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Varg <§W - @\W> =7

Bericht 2.36. Es gilt Covg (Sn,0:) =0+ (3 + 1) 62 also
Covy (é\W,é\ﬂ) = hin + (% + l) %

o 5 50) - sy 2)0+ (32 5)
und V := a1Sp + @25,(S, — 1)

(mit a3 = (3(1n+_11) B hin) Jhn,

o= (e - mi2 4 &) (2 4 1))

ist erwartungstreuer Schatzer fiir Vary (HW — 67W>
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Tajimas D (F. Tajima, Statistical Method for Testing the Neutral

Mutation Hypothesis by DNA Polymorphism. Genetics (1989) 123:

585-595)

(\7 = 1Sy + a25,(S, — 1) mit a; = (3(71+—11) - h%) /i,
o= (Ao — B2 4 &) /(B2 + g,) )
erfiillt Ey[D] ~ 0, Vary(D) ~ 1.

Kritische Werte?
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0. — Oy
V'V

(\7 =1 S, + 0125n(5n - 1) mit a; = (3('11+—11) B hin) /hn’

o= (A - B2 4 &) /(B2 +g,) )
Betrachte Ereignis {S, = s} (somit Oy = s/hn,
V = ais+ azs(s — 1)).

Kleinster moglicher Wert von 0 ist (—%)s(n —1) =2s/n (wenn
2

D =

f;(ln) + 5,(,"_)1 =n, 55") =0 fir 2 <i < n-—2), also kleinster mogl.

Wert von D

2s/n—s/hn 2fn=1/he _
\/als—i—azs(s_]_) s;)o \/072 .dmm ( dmln( ))

(und dies ist in einer “sternférmigen” Genealogie typisch)
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~

Or —

)

D= w

S

(\7 =S, + a25n(5n - 1) mit a; = (3(7::11) B hln) /hn'

oo = () - =2 8 /(124 g) )

Betrachte Ereignis {S, = s} (somit By = s/hp,

V = ais + azs(s — 1)).

GroBter moglicher Wert von @r ist

(ysn/211n/2) = 2s[n/2]n/2] /(n(n 1)) (wenn ey =n,
ff") =0 fiir i # [n/2]), also groBter mogl. Wert von D

e s/ ML - U
— =! dmax ( = dmax(n))
Vais + azs(s — 1) 5= NG

(und dies ist in einer “Hiihnerbein”-Genealogie typisch)
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Die exakte Verteilung von D unter der Nullhypothese

“Beobachtungen entstehen durch die Typen an den Blattern eines
n-Koaleszenten, langs dessen Kanten sich mit Rate 6/2
Mutationen gemaB IMS-Modell ereignen”

ist nicht bekannt (und hingt von 6 ab).

Tajimas pragmatisch-heuristische Losung: Approximiere die Vert.
von D durch eine skalierte Beta-Verteilung, so dass der Trager =
[dmin, dmax], EW=0 und Var=1 :

_ (4 v)(d = doin)* (e — )
o) = ) () (e — )T

mit

(]- + dmaxdmin)dmin V= (1 + dmaxdmin)dmax
dmax - drnin ’ B dmax - drnin ‘

d.h. wir betrachten den Ansatz D = (dmnax — dmin)B + dmin mit

B ~ Beta(u, v).

(Siehe z.B. F. Tajima, Genetics 123, Table 2, p. 592 fiir darauf fuBende
Konfidenzbereiche) 25/29
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Abbildung: Simulation der Verteilung von D fiir n =25 und 8 = 10
(links) bzw. 8 = 2 (rechts) unter dem Kingman-Koaleszenten mit
IMS-Mutationen sowie angepasste skalierte Beta-Dichte. Histogramm
jeweils basierend auf 100.000 simulierten Datensatzen.
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Fiir die Daten aus Parsch et al (nur janA—janB) ergibt sich:
n=28s=31¢&9=13 & =1 ¥ =17

0, =7.93 Oy =11.96, D = —1.79

Tajimas Approximation liefert ein 95%-Konfidenzintervall fiir D

unter dem Standard-Kingman-Koaleszenten von [—1.663,1.975] (s.
Tajima, Genetics 123:585-595, (1989), Table 2),

d.h. die Abweichung von 0 ist auf dem 5%-Niveau signifikant.

Allerdings: Simonsen et als Ansatz (Genetics 141:413-429, (1995), Table
3 liefert (fuer n =10, S € [27,41]) ein 95%-Konfidenzintervall fir D
unter dem Standard-Kingman-Koaleszenten von [—1.80, 1.83].
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Explizite Verteilung von S,
Lemma 2.39 Es gilt

n—1
n—1 n—2 0 m+1
Py (Sp = m) = (-1)“( ) (7) . me N,

-1 0 s+1
Py(S, <s)=1-S (=1)<1(" 7 .
509 =130 (") () T e

Sn=Snn+ Snn—1+ -+ Spo mit Sy ~ geom(ﬁ) u.a.
Sei u € [0, 1]:

Snjl — ¢ j—1 0\t _ 1 1 1
E[u>i] =3 u aij—l(a+j—1) = Qj—j—l P A = 119(1 mE
£=0 Yori—1

[s]_an [ ] Hk 1k+01u)
n—1 n—1 a, .
und [[,— 1k+z = -1 s (z€C\ —N) mit
n—1
ank = H'S 10) ) = (- 1) (”_1)( )
also By [u™] = 3270 o u™Py (Sp = m) = 3~ 1ankzm o(ei)m“m:
o U™ okt an k(5%
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