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Ein Beispiel zum Preis einer Option

@ Ein Beispiel zum Preis einer Option
@ Hedge und risikoneutrales Maf3
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Eine Aktie habe heute den Wert S, = 400 €, zu einem
zukinftigen Zeitpunkt T gelte

_ |500€  mit Wahrscheinlichkeit p = 3,
~ 1350€ mit Wahrscheinlichkeit 1 — p = 1.

2

T
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Eine Aktie habe heute den Wert S, = 400 €, zu einem
zukinftigen Zeitpunkt T gelte
_ |500€  mit Wahrscheinlichkeit p = 3,
| 350€  mit Wahrscheinlichkeit 1 — p = 1.
Eine (europaische) Kaufoption (,Call-Option“) auf die Aktie (mit
Falligkeit (,maturity“) T und Ausibungspreis (,strike®) K):
Das Recht (aber nicht die Pflicht), zum Zeitpunkt T eine Aktie
zum Preis K zu kaufen.
Wert des Calls zum Zeitpunkt T:

Cr = (St —K)+

T
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Eine Aktie habe heute den Wert S, = 400 €, zu einem
zukinftigen Zeitpunkt T gelte
_ |500€  mit Wahrscheinlichkeit p = 3,
| 350€  mit Wahrscheinlichkeit 1 — p = 1.
Eine (europaische) Kaufoption (,Call-Option“) auf die Aktie (mit
Falligkeit (,maturity“) T und Ausibungspreis (,strike®) K):
Das Recht (aber nicht die Pflicht), zum Zeitpunkt T eine Aktie
zum Preis K zu kaufen.

Wert des Calls zum Zeitpunkt T:
Cr = (St —K)+

Analog: (Europaische) Verkaufsoption (,Put-Option“), das
Recht, die Aktie zum Zeitpunkt T zum Preis K zu verkaufen.
Wert des Put zur Zeit T:

Pr=(K=Sr).

T
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Fairer Preis einer Option?

Kurs heute Sy = 400<€, zum Zeitpunkt T St = 500 <€ oder
Sr = 350€, jew. mit Wkeit 1/2.
Wert des Call zur Zeit T: Cr = (St — K)+

Frage: 7(C), Wert des Call heute (z.B. fir K = 440€)?
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Fairer Preis einer Option?

Kurs heute Sy = 400<€, zum Zeitpunkt T St = 500 <€ oder
Sr = 350€, jew. mit Wkeit 1/2.

Wert des Call zur Zeit T: Cr = (St — K)+
Frage: 7(C), Wert des Call heute (z.B. fir K = 440€)?

,Naiver Ansatz“:

—

7(C) L E[Cr] = =(500 — 440), € + %(350 — 440), €

2

1 1
= — — = 77
560€ + 50€=30€7]
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Fairer Preis einer Option via Hedging

Kurs heute Sy = 400<€, zum Zeitpunkt T St = 500 <€ oder
St =350€, jew. mit Wkeit 1/2.

Wert des Call zur Zeit T: Cr = (St — K) 4,

Wert heute (fir K = 440€)?

Beobachtung: (,Hedging-Strategie“, ,Sicherungsgeschaft)
Mit einem Startkapital von 20 € kann man das
Auszahlungsprofil der Call-Option replizieren.
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Fairer Preis einer Option via Hedging

Kurs heute Sy = 400<€, zum Zeitpunkt T St = 500 <€ oder
St =350€, jew. mit Wkeit 1/2.

Wert des Call zur Zeit T: Cr = (St — K) 4,

Wert heute (fir K = 440€)?

Beobachtung: (,Hedging-Strategie“, ,Sicherungsgeschaft)
Mit einem Startkapital von 20 € kann man das
Auszahlungsprofil der Call-Option replizieren.

Zeit 0: Leihe 140 €, kaufe 0,4 Aktien (zahle daftr
0,4-400€ =160€ =20€ + 140€)
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Fairer Preis einer Option via Hedging

Kurs heute Sy = 400<€, zum Zeitpunkt T St = 500 <€ oder
St =350€, jew. mit Wkeit 1/2.

Wert des Call zur Zeit T: Cr = (St — K) 4,

Wert heute (fir K = 440€)?

Beobachtung: (,Hedging-Strategie“, ,Sicherungsgeschaft)
Mit einem Startkapital von 20 € kann man das
Auszahlungsprofil der Call-Option replizieren.

Zeit 0: Leihe 140 €, kaufe 0,4 Aktien (zahle daftr
0,4-400€ =160€ =20€ + 140€)

Zeit T:
Wenn S; = 500 €:
Wert des Portfolios: 0,4 - 500€ — 140€ = 60€ = Cr
Wenn Sy = 350 €:
Wert des Portfolios: 0,4 - 350€ — 140€ = 0€ = Cr
5/35



Fairer Preis einer Option bei Arbitragefreiheit

Kurs heute Sy = 400 €, zum Zeitpunkt T: St = 500 € oder

Sr = 350€, jew. mit Wkeit 1/2.

Fairer Preis 7(C) des Call mit strike K = 440€?

Wir haben gesehen: Mit einem Startkapital von 20 € kann man
das Auszahlungsprofil der Call-Option replizieren.

(Wir nehmen in unserem Modell (zunéachst) an, dass beliebige
(positive wie negative) Stiickelungen gehandelt werden kénnen und
dass es weder Transaktionskosten noch Zinsen/Dividenden gibt.)
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Fairer Preis einer Option bei Arbitragefreiheit

Kurs heute Sy = 400 €, zum Zeitpunkt T: St = 500 € oder

Sr = 350€, jew. mit Wkeit 1/2.

Fairer Preis 7(C) des Call mit strike K = 440€?

Wir haben gesehen: Mit einem Startkapital von 20 € kann man
das Auszahlungsprofil der Call-Option replizieren.

(Wir nehmen in unserem Modell (zunéachst) an, dass beliebige
(positive wie negative) Stiickelungen gehandelt werden kénnen und
dass es weder Transaktionskosten noch Zinsen/Dividenden gibt.)

Demnach ist der faire Preis 7(C) = 20 €, sonst gabe es in
diesem Markt(modell) die Mdglichkeit eines risikolosen Gewinns
(eine ,Arbitrage”).
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Fairer Preis einer Option bei Arbitragefreiheit

Kurs heute Sy = 400 €, zum Zeitpunkt T: St = 500 € oder

Sr = 350€, jew. mit Wkeit 1/2.

Fairer Preis 7(C) des Call mit strike K = 440€?

Wir haben gesehen: Mit einem Startkapital von 20 € kann man
das Auszahlungsprofil der Call-Option replizieren.

(Wir nehmen in unserem Modell (zunéachst) an, dass beliebige
(positive wie negative) Stiickelungen gehandelt werden kénnen und
dass es weder Transaktionskosten noch Zinsen/Dividenden gibt.)

Demnach ist der faire Preis 7(C) = 20 €, sonst gabe es in
diesem Markt(modell) die Mdglichkeit eines risikolosen Gewinns
(eine ,Arbitrage”).

Beispiel: Wenn ich einen Kaufer fande, der mir heute die
Call-Option mit strike 440€ zum Preis von 30 € abkaufte, so
kdnnte ich aus diesem Geschaft mit Sicherheit 10 € Gewinn

machen, indem ich die Option einfach repliziere. 635



Ein Beispiel zum Preis einer Option

Definition: Eine Arbitrage ist eine Handelsstrategie, die mit
Startkapital 0 stets einen nicht-negativen Endwert liefert und mit
strikt positiver Wahrscheinlichkeit einen strikt positiven.

Eine Arbitrage ist also die Mdglichkeit eines risikolosen
Gewinns.
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Ein Beispiel zum Preis einer Option

Definition: Eine Arbitrage ist eine Handelsstrategie, die mit
Startkapital 0 stets einen nicht-negativen Endwert liefert und mit
strikt positiver Wahrscheinlichkeit einen strikt positiven.

Eine Arbitrage ist also die Mdglichkeit eines risikolosen
Gewinns.

Annahme: Wir nehmen stets an, dass die Preise in unserem
Marktmodellen derart sind, dass es keine Arbitrage gibt.
(Dies ist die Grundlage des sog. ,arbitrage pricing“.)
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Ein Beispiel zum Preis einer Option

Definition: Eine Arbitrage ist eine Handelsstrategie, die mit
Startkapital 0 stets einen nicht-negativen Endwert liefert und mit
strikt positiver Wahrscheinlichkeit einen strikt positiven.

Eine Arbitrage ist also die Mdglichkeit eines risikolosen
Gewinns.

Annahme: Wir nehmen stets an, dass die Preise in unserem
Marktmodellen derart sind, dass es keine Arbitrage gibt.
(Dies ist die Grundlage des sog. ,arbitrage pricing“.)

Okonomische Interpretation: In einem ,effizienten Markt*
sollten Arbitragegelegenheiten ,sehr schnell verschwinden®.
Vorstellung: Nehmen wir an, der Preis eines Guts erlaubt
Arbitrage. Da offenbar jeder Marktteilnehmer gerne ein fir ihn
gunstiges Arbitragegeschaft eingeht, wird die steigende
Nachfrage nach diesem Gut die Preise so verschieben, dass die
Arbitragegelegenheit verschwindet.
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Ein Beispiel zum Preis einer Option Hedge und risikoneutrales MaB

@ Ein Beispiel zum Preis einer Option
@ Hedge und risikoneutrales Maf3
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Hedge und risikoneutrales Mafi
Kurs heute Sy = 400<€, zum Zeitpunkt T: St = 500 <€ oder
Sr = 350€, jew. mit Wkeit 1/2.
7(C) = heutiger Preis des Calls
(mit Wert Cr = (St —440), zur Zeit T)

Wir haben gesehen:

7(C) = 20€ +£ 30€ = E[C7]
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Hedge und risikoneutrales Mafi
Kurs heute Sy = 400<€, zum Zeitpunkt T: St = 500 <€ oder
Sr = 350€, jew. mit Wkeit 1/2.
7(C) = heutiger Preis des Calls
(mit Wert Cr = (St —440), zur Zeit T)

Wir haben gesehen:

7(C) = 20€ # 30€ = E[Cr]
aber es qilt

7(C) = %(500 — 440). + 2(350 — 440),,

d.h. 7(C) = Ep-[Cr] wo p* = 1/3 und
Py (St =500) = p* =1 — P, (St = 350)
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Hedge und risikoneutrales Mafi
Kurs heute Sy = 400<€, zum Zeitpunkt T: St = 500 <€ oder
Sr = 350€, jew. mit Wkeit 1/2.
7(C) = heutiger Preis des Calls
(mit Wert Cr = (St —440), zur Zeit T)

Wir haben gesehen:

7(C) = 20€ # 30€ = E[Cr]
aber es qilt
1 2
m(C) = 5(500 —440); + §(350 —440),,

d.h. 7(C) = Ep«[Cr] wo p* = 1/3 und

Py- (St = 500) = p* =1 — P,-(S7 = 350),

d.h. wir kénnen 7(C) als Erwartungswert der Auszahlung unter
einem neuen Wahrscheinlichkeitsmaf3 darstellen.
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Hedge und risikoneutrales Mafi
Kurs heute Sy = 400<€, zum Zeitpunkt T: St = 500 <€ oder
Sr = 350€, jew. mit Wkeit 1/2.
7(C) = heutiger Preis des Calls
(mit Wert Cr = (St —440), zur Zeit T)

Wir haben gesehen:

7(C) = 20€ # 30€ = E[Cr]
aber es qilt

m(C) = %(500 —440), + 2(350 —440),,
d.h. 7(C) = Ep«[Cr] wo p* = 1/3 und
Py (St =500) = p* =1 — P, (St = 350),
d.h. wir kénnen 7(C) als Erwartungswert der Auszahlung unter
einem neuen Wahrscheinlichkeitsmaf3 darstellen.

Das ist kein Zufall ...
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Ein Beispiel zum Preis einer Option Hedge und risikoneutrales MaB

Betrache eine allgemeine Eventualforderung (,contingent
claim®) H mit Falligkeit T (in unserem Mini-Marktmodell),

o H® wenn Sy = 500<€,
"7 1H2 wenn Sy =350€.
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Ein Beispiel zum Preis einer Option Hedge und risikoneutrales MaB

Betrache eine allgemeine Eventualforderung (,contingent
claim®) H mit Falligkeit T (in unserem Mini-Marktmodell),

o H® wenn Sy = 500<€,
"7 1H2 wenn Sy =350€.

Dann gilt 7(H) = Ep-[Hr] = p*HP + (1 — p*)H?
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Ein Beispiel zum Preis einer Option Hedge und risikoneutrales MaB

Betrache eine allgemeine Eventualforderung (,contingent
claim®) H mit Falligkeit T (in unserem Mini-Marktmodell),

o H® wenn Sy = 500<€,
"7 1H2 wenn Sy =350€.

Dann gilt 7(H) = Ep-[Hr] = p*HP + (1 — p*)H?,
denn betrachte folgende Handelsstrategie:

Zur Zeit 0 kaufe
Hb — Ha

T50e Aktien

o' =
und verleihe
HP — Ha

50e °00€

eOZHb_
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Hedge und risikoneutrales Mafi
Contingent claim H, Hr = H?1(Sr = 500€) + H#1(S7 = 350 €)

Hb H?
H . 1.
Zeit 0: Kaufe ©' : 150€H;Akt|::
0 _ b
verleihe @° = H° — 150€ 500€
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Hedge und risikoneutrales Mafi
Contingent claim H, Hr = H?1(Sr = 500€) + H#1(S7 = 350 €)

b _ Ja
. . 1 o .
Zeit 0: Kaufe ©' = 50€ €H;Akt|::,
: 0_ gb — .
verleine ©¥ = H 150E 500€

Wert des Portfolios zur Zeit T:

(Wir lassen im Folgenden aus Platzgriinden die Einheit € weg.)

@1 ST—|—90 _ %500 + Hb — %500 — Hb, wenn ST — 500
H=H350 + HP — H.21£500 = H2, wenn Sy = 350
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Hedge und risikoneutrales Mafi
Contingent claim H, Hr = H?1(Sr = 500€) + H#1(S7 = 350 €)

b _ Ja
. . 1 o .
Zeit 0: Kaufe ©' = 50€ €H;Akt|::,
: 0_ gb — .
verleine ©¥ = H 150E 500€

Wert des Portfolios zur Zeit T:

(Wir lassen im Folgenden aus Platzgriinden die Einheit € weg.)

0'S;+0° = {H?Syasoo +H° — %500 — H® wenn Sy = 500

H_H350  HP — H-H500 = H2, wenn Sy = 350

Dieses Portfolio repliziert H, demnach muss 7(H) gleich dem
Wert des Portfolios zur Zeit 0 sein (Arbitragefreiheit!):

Hb_Ha Hb_Ha
© -400+0© 150 400+ H 150 500
1 b 2 a
= gH® + 3H = Ep[Hr] = =(H)
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Ein Beispiel zum Preis einer Option Hedge und risikoneutrales MaB

Bemerkung. Es gilt in diesem Modell

Ep*[%] = %500 + 2350 — 400 = %

Das Wahrscheinlichkeitsmaf3 P, heif3t im Jargon der
Finanzmathematik ,risikoneutrales Maf3“ oder ,aquivalentes
Martingalmaf3® (der Aktienkurs ist unter P, ein sog. Martingal:
er andert sich im Mittel nicht).
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Inhalt

e Binomialmodell
@ Eine Periode
@ Mehrere Perioden: CRR-Modell
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Binomialmodell Eine Periode

e Binomialmodell
@ Eine Periode
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Marktmodell:

Handelszeitpunkte T = {0, 1},
es gebe zwei Wertpapiere:
@ Bankkonto mit Zinssatz r > 0 (,bond"):

S=1,8=1+r)
@ risikobehaftetes Wertpapler (Aktie, ,stock®):

Sifest, /__,\_ —_——
s1 ZVmitP(S] = Si(1+ b)) =p=1-P(S! =S}(1+a))

Wir nehmen an, dass a < r < b, denn wenn r < min{a, b} oder
r > max{a, b}, so gibt es im Modell Arbitrage.

Sa
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Marktmodell:

Handelszeitpunkte T = {0, 1},
es gebe zwei Wertpapiere:
@ Bankkonto mit Zinssatz r > 0 (,bond"):

S$=1,8=1+r)
@ risikobehaftetes Wertpapler (Aktie, ,stock®):
Sifest, /__,\H —_—
S1 ZVmitP(S] =8j(1+b)) =p=1-P(S] =Si(1+a))
Wir nehmen an, dass a < r < b, denn wenn r < min{a, b} oder
r > max{a, b}, so gibt es im Modell Arbitrage.

Portfolio:
©? := Einheiten des bond im Intervall (t — 1, {]
©] := Einheiten der Aktie im Intervall (f — 1, {]

(Momentan ist nur t = 1 relevant, wir notieren hier mit allg. t ,auf Vorrat*.)
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Binomialmodell Eine Periode

S)=1,8)=(1+r)(Bond), S} = S{(1 + b) oder = S{(1 + a)

mit W’keit p bzw. 1 — p (Aktie)

Portfolio (69,0]): Wert zur Zeit 0: Vo, = 69 - S3 + ©18},
Wert zur Zeit t (= 1): V; = @982+ 0] S,

16/35



Binomialmodell Eine Periode

S)=1,8)=(1+r)(Bond), S} = S{(1 + b) oder = S{(1 + a)

mit W’keit p bzw. 1 — p (Aktie)

Portfolio (69,0]): Wert zur Zeit 0: Vo, = 69 - S3 + ©18},
Wert zur Zeit t (= 1): V; = 6980 + 0! S,

Gegeben: contingent claim H mit

H& wenn S! = S{(1 + a),

Hy = .
"7 \H® wenn S! = Si(1+b)
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Binomialmodell Eine Periode

S)=1,8)=(1+r)(Bond), S} = S{(1 + b) oder = S{(1 + a)

mit W’keit p bzw. 1 — p (Aktie)

Portfolio (69,0]): Wert zur Zeit 0: Vo, = 69 - S3 + ©18},
Wert zur Zeit t (= 1): V; = 6980 + 0! S,

Gegeben: contingent claim H mit

H& wenn S! = S{(1 + a),

H®  wenn S! = S}(1+b)

Gesucht: Hedging-Strategie (Portfolio, dessen Wert am Ende

gleich H, ist) und fairer Preis =(H) := V, (Wert zur Zeit t =0

dieses replizierenden Portfolios).

Hy, =
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Eine Periode
Sei ©] Anzahl Aktien (liber Handelsperiode (0, 1]) im
replizierenden Portfolio, V, sein Startwert. Dann muss gelten

H? = (14 1)V +0}((1 +2)S) — (1+ NS
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Eine Periode
Sei ©] Anzahl Aktien (liber Handelsperiode (0, 1]) im
replizierenden Portfolio, V, sein Startwert. Dann muss gelten

HP = (1 +nVo+01((1+b)S) — (1+7r)Sp),
H=(14+rVW+0}((1+a)S)—(1+r)S),
Hb — Ha

also ©] = b_as (das sog. ,Delta“).
0
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Eine Perlods

Sei ©] Anzahl Aktien (liber Handelsperiode (0, 1]) im

replizierenden Portfolio, V, sein Startwert. Dann muss gelten
HP = (1 +nVo+01((1+b)S) — (1+7r)Sp),
H=(14+rVW+0}((1+a)S)—(1+r)S),

,  HP—HE
also ©; = m (das sog. ,Delta”).
Einsetzen ergibt (denn Vo, = 09 -1 + 01 - S)):

Hb — Ha
0
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Eine Perlods
Sei ©] Anzahl Aktien (liber Handelsperiode (0, 1]) im
replizierenden Portfolio, V, sein Startwert. Dann muss gelten
H=(1+nNVo+0l((1+b)S)—(1+1)S)),
HE=(1+rNV+0l((1+a)sS)—(1+nSy),
,  HP—HE
also ©; = m (das sog. ,Delta”).
Einsetzen ergibt (denn Vo, = 09 -1 + 01 - S)):
H? = (1 4+ r)@? + um + b)S]
- " b-a)s] 0
1 (1+b)HE— (1 + a)H>
14r b—a
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Eine Perlods
Sei ©] Anzahl Aktien (liber Handelsperiode (0, 1]) im
replizierenden Portfolio, V, sein Startwert. Dann muss gelten
H=(1+nNVo+0l((1+b)S)—(1+1)S)),
HE=(1+rNV+0l((1+a)sS)—(1+nSy),
,  HP—HE
also ©; = m (das sog. ,Delta”).
Einsetzen ergibt (denn Vo, = 09 -1 + 01 - S)):
H? = (1 4+ r)@? + um + b)S]
- " b-a)s] 0
1 (1+b)HE— (1 + a)H>
14r b—a

= 09 = , sowie

1 b— _ 1 H
Vo G T imp. ! a): By [H1] = Epe [ ]

:1+r b—a b—a
\T,_/ N——
7p>k ::p*
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Binomialmodell Eine Periode

Wir halten fest:

Wert eines contingent claim H im ein-Perioden-Binomialmodell

r—a
b—a’

Ho H;
= — = ]E w | ——

88 P [S?] )
das replizierende Portfolio lautet

H—He o 1 (1+b)H—(1+a)H>

1_— p—
G)1_(b—a)Sg’ ©i 177 b—a

7(H) wobei p* =

Bemerkung: In obiger Formel wird S° als sog. Numéraire
benutzt — die griffige Beobachtung ist, dass Preise (in Einheiten
von S° gemessen) unter P,. konstante Erwartungswerte haben.
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Binomialmodell Mehrere Perioden: CRR-Modell

e Binomialmodell

@ Mehrere Perioden: CRR-Modell
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Binomialmodell Mehrere Perioden: CRR-Modell

Cox-Ross-Rubinstein-Modell
Nach John Cox, Stephen Ross, Mark Rubinstein; 1979

Handelszeitpunkte: T = {0,1,..., T}, zwei Wertpapiere:

Q@ S =(1+r)"(Bond)

Q@ S =S - Xi--- X;,wo Xi,..., Xr unabhangig mit
PXi=1+bl=p=1-PXi=1+g mt-1<a<r<b
und 0 < p < 1 (Aktie)

(Bem.: log(S}) ist eine Irrfahrt.)
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Mehrere Perioden: CRR-Modell
S=01+n,8 =8 XX
Beobachtung. (risikoneutrales Maf3)
Sei p* = =2, unter P,,- seien Xj, ..., X7 unabh. mit
Pp(Xi=1+b)=p*=1—-Py(Xi=1+a).
Ft'Jrjede Wahl xq, ..., x;,€ {1+ a,1+ b} qilt

E, [ t+1
1‘+1
S xi < Xe X1

—E..| =0
P [ SP(1 +r)

_X1,...7Xt:Xt]

’X1 :x1,...,Xt:x,]

_SSX1 e Xt Xy .
— S? Ep*|:1+r}x = X1, .,Xt—Xt:|
SoXi - X Xit1 SiXt - X 1+b 1+a
— . — * 1_ *
S? Ep [1+r} SP ( 1+r+( p)1+r>1
]
Si

—S?
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Binomialmodell Mehrere Perioden: CRR-Modell

Wir haben gesehen:
Fir jede Wahl xy, ..., x, € {1+ a,1 + b} qilt

Sl ]
Ep*[i‘)(‘] :X1,...,Xt:Xt] :S_?

auf dem Ereignis {X; = xy,..., X; = x;}
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Binomialmodell Mehrere Perioden: CRR-Modell

Wir haben gesehen:
Fir jede Wahl xy, ..., x, € {1+ a,1 + b} qilt

1

S S

E f+1 X1:X1,...,Xt:Xt :—t

5 |- %
auf dem Ereignis {X; = xy,..., X; = x;}

Diese Tatsache schreibt man oft verk(irzt als

|-Z

]E |: f—‘r1
T—H

wobei F; = ,bis zur Zeit t im Markt verfigbare Information®

(Im Jargon der fortgeschrittenen Stochastik und der
1
Finanzmathematik heif3t %) ein ,Martingal“ bzgl. Pp-.)
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Mehrere Perioden: CRR-Modell
CRR-Modell und (europaische) Optionen

Gegeben: Eine europaische Option H mit Falligkeit T und
Basiswertpapier S', d.h. Hr = f(S1).

Gesucht: Fairer Preis, zugehorige selbstfinanzierende
Replikationsstrategie.
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Mehrere Perioden: CRR-Modell
CRR-Modell und (europaische) Optionen

Gegeben: Eine europaische Option H mit Falligkeit T und
Basiswertpapier S', d.h. Hr = f(S1).

Gesucht: Fairer Preis, zugehorige selbstfinanzierende
Replikationsstrategie.
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Mehrere Perioden: CRR-Modell
CRR-Modell und (europaische) Optionen, Il

Erlaubte Handelsstrategie(n):
O} ... Anzahl S', die im Intervall (t — 1, {] gehalten werden,
©9%... Anzahl S°, die im Intervall (t — 1, {] gehalten werden.
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Mehrere Perioden: CRR-Modell
CRR-Modell und (europaische) Optionen, Il
Erlaubte Handelsstrategie(n):

O} ... Anzahl S', die im Intervall (t — 1, {] gehalten werden,
©9%... Anzahl S°, die im Intervall (t — 1, {] gehalten werden.

Wert des Portfolios zur Zeit t:
V,=0!8! +0%S? (notiere Vo =0]S] +09S))

24/35



Mehrere Perioden: CRR-Modell
CRR-Modell und (europaische) Optionen, Il

Erlaubte Handelsstrategie(n):
O} ... Anzahl S', die im Intervall (t — 1, {] gehalten werden,
©9%... Anzahl S°, die im Intervall (t — 1, {] gehalten werden.

Wert des Portfolios zur Zeit t:
V,=0!8! +0%S? (notiere Vo =0]S] +09S))
~Selbstfinanzierungsbedingung® muss gelten:
0,15 +60,8) =V, =05 +08), t=1,..., T -1,

d.h. wahrend der Laufzeit der Option wird dem Portfolio weder
Kapital entnommen noch zugefihrt.
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Mehrere Perioden: CRR-Modell
CRR-Modell und (europaische) Optionen, Il

Erlaubte Handelsstrategie(n):
O} ... Anzahl S', die im Intervall (t — 1, {] gehalten werden,
©9%... Anzahl S°, die im Intervall (t — 1, {] gehalten werden.

Wert des Portfolios zur Zeit t:
V,=0!8! +0%S? (notiere Vo =0]S] +09S))
1. ,Selbstfinanzierungsbedingung” muss gelten:

01,15 +0%,8=V,=0]S] +098, t=1,...,T -1,
d.h. wahrend der Laufzeit der Option wird dem Portfolio weder
Kapital entnommen noch zugefihrt.

2. 09,0} sind Funktionenvon (S},...,S] ,): die
Investitionsentscheidungen Gber das Zeitintervall (f — 1, t]
mussen zum Zeitpunkt t — 1 getroffen werden, ohne ,Blick in die

Zukunft* (Im Jargon: ©9, 0] sind ,previsibel*.)
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Mehrere Perioden: CRR-Modell
Satz. Im CRR-Modell gilt

Hr
SO = EP* {SO

die zugehorige (selbstfinanzierende) duplizierende
Handelsstrategie hat folgende Form (auf dem Ereignis
{Xi=x1,..., Xi—1 = X1 }):

ft}, (t=0,...,T),

X15eeXt—1,1+D X15eXt—1,1+a
Ht B Ht

1 _
S = b-as,

o_ 1 (b (g g

1 4r (b—a)s?

(Details siehe folgende Folie)
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Binomialmodell Mehrere Perioden: CRR-Modell

Beweis des Satzes liber das CRR-Modell: Wir benutzen Riickwértsinduktion:

Zum Zeitpunkt T — 1, auf dem Ereignis {X; = X1, ..., X7_1 = x7_1 } handelt es sich um ein 1-Perioden-Modell (schlage
Formeln dort nach).
Angenommen die Behauptung gilt fir ¢, t +1, ..., T — 1:

Fasse H; = H; als Claim in einem 1-Perioden-Modell (von t — 1 nach t) auf. Wir schreiben H,y1 = fiir den Wert des Claims
zum Zeitpunkt t auf dem Ereignis {Xy = y1,..., Xt = 1}

Auf {Xy = X1,...,X;—1 = X;—1 }: Kaufe
HX1 X 1+b HX1 s Xp_q,1+a
o] = L Einheiten S' und
(b— a)SL1
Xy, Xp_q,1+a X, Xp_q,1+b
e? = v+ b)Ht 0+ a)Ht Einheiten von SO.
r+1 (b—a)s?_,

Wert dieses Portfolios zur Zeit t:
1. Falls S] = S}_; - (1 + b):

Xiroo Xp_q 4D X{,... X_q,1+a

1 t Hy
Vi = S8 ,01+b) ]
(b-a)s]_,
Xiro Xy _ 1,142 Xir.o s Xp_1,14b
L (1+r)(1+b)Ht1 R
t—1
(b—a)s?_,
Xiyoos Xy _1,14b Xyyoo o Xp_q,1+a Xy, Xp_ 1,142 Xiyos Xy 1,14b
(14 b)H,! =1 — (1 + b)H," e LA =1 —(1+a)H," =1
B b—a
Xi,...\ X¢_1,1+b
= H
Xis--Xp_q1,1+a
2. Ebensofalls S = §_, - (1 +a): V; = H, t .
Xy 0o Xy )
Aus den Ergebnissen des Ein-Perioden-Modells folgt dartiberhinaus, dass H[l1 t-l= Epx [Hi| Fr—] gilt
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Binomialmodell Mehrere Perioden: CRR-Modell

Beweis des Satzes liber das CRR-Modell (Forts.):
Zur Selbstfinanzierungs-Bedingung: Wir missen zeigen, dass

1 0 0 ! 1l 0 0
01,15 +00,,80 = v, =o]s] + ).

Rechte Seite =H; (denn das Portfolio repliziert die Option H).
Die linke Seite ist

Xq oo Xp—q Xp, 14D Xqyeo o X1 Xp, 142
1+’Hr1 t—1:%t *Hr1 t—1:%t o
14r (b—a)s] t
X{yeo 0 Xp_ 1, Xp, 1+a Xq,eo 0 X1, Xp, 14D
1 (1+b)Ht1 t—1:Xt —(1+a)Hr1 t—1:%t o
14r (b— a)s? t
X Xp— 1, Xg,1+b Xiseo o Xp— 1, Xp, 1+a
1 (r—a)H,1 t—1:Xt +(b—r)Ht1 t—1:Xt
T+ b—a
1
= ——Ep [Het| 7]
s o+ [Hes1 | Ft]
was nach Induktionsvoraussetzung = H; ist. O
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Mehrere Perioden: CRR-Modell
Beispiel: Europaische Call-Option

Cr = (St — K)4, St =§(1+b)"(1 +a)™ " wo
N=|{i <T:Xi =1+ b}|, unter P, ist N Bin(T, p*)-verteilt.
SeiA=min{neZ: S{(1+b)"(1+a)" "> K}.

1

(e
= G 2 ()@ - pTIS b 2 - k)
— SBIN(T.p)({AA+1,.... T}

_ “:_r)TK. Bin(T,p")({A..... T}

Ep- [(S(1 +0)"(1+a) N — K),]
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Mehrere Perioden: CRR-Modell
Bemerkung: Call-Put-Paritat

Cr = (S} —K)y, Pr=(K - S})+, also Cr — Py = S1T — K, d.h.
fairer Preis ist

W(CT—PT):W(CT)—W(PT) :W(S;-—K): 8(1) —(1 —i—l’)_TK.

Der Vertrag mit Auszahlungsprofil ST — K ist ein sog.
Termingeschatt (,Forward®).

Demnach bestimmt der Preis des europaischen Calls den des
Puts mit demselben Austbungspreis und umgekehrt.
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Black-Scholes-(Merton-)Modell

Fisher Black, Myron Scholes 1973, Robert Merton 1973; Merton und
Scholes haben fir diese Arbeiten 1997 den Nobelpreis flr
Wirtschaftswissenschaften erhalten.

Wir betrachten eine (mit N € N parametrisierte) Schar von
CRR-Modellen.

T Zeithorizont, NT (strenggen. [NT]) die Anzahl der
Handelsperioden (i-te Periode entspricht ,Realzeitintervall

(U= 1), im N-ten Modell sei

v ‘= NsaN = _\/LﬁabN = NapN 2+20f!
wo r die instantane Zinsrate > 0, ¢ > 0 die ,Volatilitat*, . € R
der ,Renditeparameter’, S sei fest gegebener Wert.
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Black-Scholes-Formel

Konvergenz der Preise einer europaischen Option

Satz 1. f: R — R stetiges (beschranktes) Auszahlungsprofil
einer Option, Hrn = f(S\r )-
Die Folge mn(Hr n) der fairen Preise konvergiert gegen

[e.9]

1 y2
erT_/f S1eaﬁy+r7—f%a2T ez d
( 0 ) V/or y

—00

( =e "E[f(S] exp(oVTZ + (r — %02)7—))]>
mit Z ~ N(0,1)

(Beweis siehe folgende Folie)
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Black-Scholes-Formel

Beweis des Satzes liber die Konvergenz der Preisformeln:

f(Shr )
Wir benutzen die Preisformel fiir das CRR-Model, im N-ten Approximationsschritt also 7n(Hr n) = Ho,n = ]Ep;, [%}
NT,N
Fir den Wert des Bonds zum Falligkeitszeitpunkt ergibt sich
r\NT
S n=0+mN = (1+7) p—— )
’ N N— oo
Unter P, " ist SNT N Vverteilt wie
+ b
831+ an)NT =N (1 + by) "N = ] exp [NTlog(1 + ay) + Y Iog 2] @
1+ay

mit Bin(NT, py)-verteiltem Yy (wo py, = (ry — an)/(by — an) = % + m), d.h. es gilt
o

NT r 11 r\ 1 NT 2
E «[Yn] = NTpY = — +VNT—,  Var,«[Yy] = NTo(1—p) = NT (=4 — — ) (= — — — _— T
oYMl = NTew = =5 20 oy [YM) = NTen (1 =Pi) (3 \an) 2 \F2a) 4 452

Taylorentwicklung um x = 0 zeigt log(1 — x) = —x — 1x% + O(x®), log 1% = 2x + O(x®), demnach gilt (setze x = o/ VN
ein):
1+ by o
NT log(1 + a, 70Tf7 aT+F( , lo =2— + R,
9( N) = 1N ch T an 7n Fhew

wobei die Restterme die Abschétzung |Ry y|, |Rz n| < Ct N~3/2 fur eine Konstante Cy < oo erfiillen. Der Ausdruck im
Exponenten in (2) ist also gleich

1 20 YN—M—\/NTL o2
—oTVN = —?T4+ Yy 4R y=oVT 2 Y "% ,74_2y1R
7 27 VN NTTRNZC NT/4 (r=3)+Fon
Yn — Eg = [Yn] 2
P, o
=oVT——— +T(r— —) +Rsn
Var e [Va] 2

mit Resttermen A3y, Ry, n, die A3 n|, [As Nl < Co N=1/2 fir ein Cor < oo erfilllen. GemaB dem zentralen Grenzwertsatz

2
konvergiert die Zufallsvariable in (2) also in Verteilung gegen ov/T Z + T(r — %), wo Z ~ N(0, 1).
Dies zusammen mit (1) und der Preisformel im CRR-Modell beweist die Behauptung (denn Konvergenz in Verteilung zieht

Konvergenz der Erwartung von stetigen, beschrankten Testfunktionen nach sich). Q
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Black-Scholes-Formel

Black-Scholes-Formel fir den Preis eines europaischen Calls

Korollar. Mit f(s) = (s — K),. gilt fir den heutigen Wert v(x, T)
eines europaischen Calls bei aktuellem Kurs x und Laufzeit T
(unter instantaner Zinsrate r und Volatilitat o)

(e e}

2
v(x,T) = e / (xeffﬁy+fT—éff2T—/<)+-—j2 e 7 dy
vV &Tr

= x0(d, (x, T)) — & TKo(d_(x, T))
log £ + (r — 30%)T

O'\/T- ’
d,(x, T) = oL (x, T) 4 o/ T — 9K L 20T,

ovV'T
¢ die Verteilungsfunktion von A/(0, 1).

mit d_(x, T) =

(Beweis siehe folgende Folie)
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Black-Scholes-Formel

Beweis des Korollars liber den Preis einer europaischen Call-Option:
Die Gleichung

°0 2
. 1,2 1 y
vix, T _e T / Xeo\/?yﬁ»rszo T _ k.. e g
(x:T) ( )+ Ton y
—oo
folgt aus der Preisformel aus Satz 1 (die Tatsache, dass die Funktion s — (s — K) nicht beschrénkt ist, kann man durch die
Call-Put-Paritat umgehen: (K — s) ist beschrankt, da der Aktienkurs stets > 0 ist, und der Preis des Forward mit
Auszahlungsprofil s — K = (s — K)+ — (K — s)4 ist stets x — e~ "TK, wobei x der aktuelle Kurs ist).
Der Integrand ist = O fir

1.2
<7Iog§+(r7§o )T

=—d_(x,T),
v= ovT ( )
also ist oo 1 2
1,2 Y
vix, T _e T XeoﬁerrT—éa T Ko T 4
(x, T) ( )\/27 ly
—d_(x,T)
o] oo 2
1 2 1 Y
_ —(y—oVT)?/2 —T / -
=X e dy +e K ——e 2 d
Ve / Y V2 Y
—d_(x,T) —d_(x,T)
7 ! *g dy+e K ! *éd
=x —ce e —e
V2 Y Ven Y
—d_(x,T)—=oVT —d_(x,T)
d_(x,T)+o VT 5 d_(x,T) 5
=x / ! e 7 g +e Tk / ! e 7 4
B 27 Y V2r Y
— oo — oo

35/35



	Ein Beispiel zum Preis einer Option
	Hedge und risikoneutrales Maß

	Binomialmodell
	Eine Periode
	Mehrere Perioden: CRR-Modell

	Black-Scholes-Formel

