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Kapitel 1

Wright-Fisher-Modell und
Kingman-Koaleszent

1.1 Wright-Fisher-Modell: Fundamentalmodell fiir genetische
Drift

Das klassische Wright-Fisher-Modell"* ist ein grundlegendes Modell der mathematischen Populati-
onsgenetik zur Beschreibung des Phinomens der sogenannten Gendrift: genetische Typenhiufigkei-
ten in Populationen verindern sich im Lauf der Zeit aufgrund von Zufilligkeiten im Reproduktions-
erfolg, auch wenn keine systematischen Unterschiede der Typen oder dufere Einflisse einwirken. Es

ist ein (sehr) idealisiertes Populationsmodell, wir treffen folgende Annahmen:
¢ feste Populationsgrofie: N € N Individuen in jeder Generation
* die Population entwickelt sich in diskreten, nicht-iiberlappenden Generationen
* jedes Individuum hat nur ein ,Elter

* es gibt Zufilligkeit beziiglich der Anzahl der Nachkommen, dabei aber keine systematischen
Vorteile einzelner Individuen: die (gemeinsame) Kinderzahlverteilung ist ,,symmetrisch®
* es gibt verschiedene genetische Typen, die von Elter zu Kind vererbt werden

Der Einfachheit halber nehmen wir hier (zunichst) an, dass es nur zwei verschiedene Typen,
bezeichnet @ und A gibt (zudem: keine ,,Kopierfehler”, sog. Mutationen#, bei der Vererbung).

'Sewall Green Wright, 1889 — 1988, amerikanischer Genetiker

*Ronald Aylmer Fisher, 1890 — 1962, britischer Statistiker und Genetiker.

3Im Jargon der Genetik sind die Individuen ,haploid* — wortlich angemessen z.B. fiir Bakterien, mitochondriale ge-
netische Typen, Y-Chromosom. Viele Spezies sind ,diploid“, besitzen also zwei Kopien jedes Chromosoms [ggfs. mit
Ausnahme der Geschlechtschromosomen], manche Pflanzen sind ,,polyploid“. Asymptotisch, mit Ersetzung N ~ 2N,
ist das Modell aber auch fiir Gene in diploiden Populationen passend.

*Eine sehr schéne Einfihrung in die Grundlagen der Genetik findet sich beispielsweise auf der Webseite DNA from
the beginning https://www.dnaftb.org/ des Cold Spring Harbor Laboratory.


https://www.dnaftb.org/

Nehmen wir an, jedes Individuum einer gegebenen Generation hat (unabhingig) eine zufilli-
ge, Poisson-verteilte Anzahl Nachkommen mit Mittelwert 1, sei M; = Anzahl Nachkommen von
Individuum ¢, 1 < ¢ < Nj; angesichts der konstanten Gesamtpopulationsgréfle missen wir auf
{My + My + -+ My = N} bedingen. Fiir my,...,my € Ny (mit my + - + my = N) ist dann
(beachte: die Faltungeigenschaft der Poissonverteilung liefert My + My + --- + My =1 Pois(N))

N [T et N! L\N
]P’(Mlzml,...,MN:mN‘;Mi:N): elNNT],V ' :m1!m2!~~~mN!<N)

Somit: die gemeinsame Verteilung der Nachkommenszahlen der Individuen einer gegebenen Gene-
1

s N

denen Generationen an.)

ration ist Multinom (N, -, -+, 7 )-verteilt. (Wir nehmen zudem Unabhingigkeit iiber die verschie-

Alternative Interpretation: jedem Individuum in Generation 7 wird unabhingig ein uniform aus
allen Individuen der Generation r — 1 gewihltes Individuum als Elter zugeordnet.

Wir kénnen daraus die Dynamik des Typenzihlprozesses (XﬁN) )rsro ablesen: Sei
XfN) = Anzahl Typ A-Individuen in Generation r

(demnach: N - XM Typ a-Individuen in Generation 7).
Firz,y € {0,1,..., N} gilt somit

N\, x T \N-
P(XY =y X =) = () (- )

d.h. gegeben XM = gist Xﬁﬁ) ~ Bin(N, z/N). Insbesondere gilt

E[X§ﬁ>]X£N):x]:x, var[XﬁmxﬁN):x]:N%@—%), 2=0,1,....,N (1)

Abkiirzend werden wir die folgende Notation verwenden: PP, fiir das W’maf3 in der Situation, dass
XSN) = 1.

Sei Ty := inf{r € Ny : XM 2 0oder XNV = N } Zeitpunkt, zu dem einer der beiden Typen
verloren geht (angesichts min;<,<n—1 ]P)x(Xﬁﬁ) € {0, N}) > 0 ist offenbar P, (7§ < o0) = 1 fiir
jedesz =0,1,...,N).

Wie wahrscheinlich ist es, dass sich Typ A durchsetzt?
h(z)=P,(XY) =N), 2=01,...,N
ist die eindeutige Losung des Gleichungssystems

h(z) = io(]yv)(%)y@ - %)N_yh(y), ve{l,2,. . N-1},

h(0)=0,  h(N)=1



(Dies ist eine Instanz der allgemeinen Beziehung zwischen Auftreffwahrscheinlichkeiten von Mar-
kovketten und diskreten Dirichlet-Problemen, siche beispielsweise [Geors, Kap. 6.2], [Bir24, Kap. 7.1].)
Da der Erwartungswert einer Bin(N, x/N)-verteilten Zufallsvariable gerade N %+ =  ist, sicht

man, dass der Ansatz h(z) = z/N die eindeutige Losung liefert, d.h.
(N) _ _ 7
P (X7 =N)= N

Die Fixationswahrscheinlichkeit entspricht also genau dem Startanteil.

Wie lange wird es typischerweise dauern, bis einer der beiden Typen verschwunden ist? Da-
zu betrachten wir (zunichst) die erwartete Stichprobenbeterozygotie

X7(=N) X(N)
(-]

1_ T
N N

Ez[Q
Dies die Wahrscheinlichkeit, in einer zufilligen Stichprobe der Grofle zwei (mit Zurtcklegen) zwei
unterschiedliche genetischen Typen vorzufinden.

Nach (rr)istfiirz € {0,1,..., N}

XﬁN) XﬁN)
E[Q 5 (1— 5 )

X ]

_ %E[Xﬁm |Xﬁv1) _ x] _ %E[(XﬁN))Z |X1§£V1) - x]
2 (s | o]« (2 ) - o))

-5 #) 05505

somit

Ex[2X’gN) (1 X )] = Ex[ExlzxﬁN) (1 X ) ‘ X(N)H

N N N N -l
_ (1 B %)E$[2X§) (1 XJEVJIV) >‘|
und iterativ
B[ (1- X)) (- &) 25 (- 2) 02

Wir sehen: um bei grofSem N eine substantielle Anderung iiber r Generationen zu sehen, muss 7 o<
N sein, denn fiir 7 = [t N | und & = (") = |y N | mit ¢ € (0,00) und y € (0, 1) ergibt sich

E— _t p—
e 2y(1-y) (13)

) )
e[y A
[yN] N N



Populationen nach Anzahl bw™-Allelen
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Abbildung 1.1: Beobachtungen aus 105 Drosophila melanogaster-Populationsexperimenten (aus P. Bu-
ri, Joc. cit., Table 14, S. 387). Fiir die Generationen 0,2, 4, ..., 18,19 ist jeweils die empirische Vertei-
lung der bw™-Anteile tiber die 105 Populationen als Histogramm aufgetragen.

Das Buri-Beispiel

Peter Buri, Gene frequency in small populations of mutant Drosophila, Evolution 10, 367-402 (1956)
berichtet ein Experiment in ,kiinstlicher Evolution®:

* 105 Populationen von jeweils konstant’ 16 Taufliegen (8 weibl., 8 minnl.) wurden fiir 19 Gene-
rationen (1 Gen. ~ 14d) unter konstanten Bedingungen gehalten.

* 2 Allele: bw und bw, die 3 Genotypen bw/bw, bw [bw™, bw™ [bw™ sind anhand der Augen-
farbe unterscheidbar

* Vorexperimente legten nahe, dass diese Genotypen keinen Einfluss auf den erwarteten Repro-

duktionserfolg haben.

* Die Anzahl bw™-Chromosomen in jeder Population und Generation wurde beobachtet, s.a.

Abb. 1.1.

In dieser Laborsituation kann man die Wirkung der Gendrift direkt beobachten, siche auch Ab-
bildung 1.1. Beispielsweise passt der beobachtete Abfall der (empirischen) Heterozygotie, gemittelt
tiber die 105 Populationen, recht gut zum mittels (1.2) theoretisch vorhergesagten geometrischen Ab-
fallen der erwartete Stichprobenheterozygotie, allerdings muss der ,reale“ Populationsgrofienpara-
meter 2N = 32 durch die ,effektive” Populationsgrofie 2/V = 23 ersetzt werden, siche Abb. 1.2.

SDie konstante Populationsgrofle wurde jeweils ,von Hand“ beim Umsetzen der nichsten Generation in ein neues
Glas erzwungen, zwischenzeitlich waren die Populationen natirlich angewachsen.
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Abbildung 1.2: Beobachtete empirische Heterozygotie und nach (1.2) angepasste Kurven fur die

(theoretische) erwartete Stichprobenheterozygotie fiir zwei Parameterwahlen (2N = 32 und 2N =
23)



Erwartete Zeit bis zur Fixierung Anhand der Rechnung rund um die erwartete Stichproben-
heterozygotie haben wir in (1.3) bereits gesehen, dass fiir das Modell mit Populationsgrofie N die
Zeitskala N relevant ist.

Es gilt

N
E,[Thx] =1+ E)Px(Xl =y)E,[Thx], x=1,2,...,N-1 (r.4)

fym
mit Randwerten Eg[ 75y | = En[Thx ] = 0 (dies verwendet Zerlegung nach dem ersten Schritt und die
Markoveigenschaft, siehe z.B. [Bir24, Kap. 7.1]). Allerdings ist das resultierende lineare Gleichungs-

system in /N — 1 Unbekannten voll besetzt und nicht explizit 16sbar.

Ein prinzipiell gangbarer Weg liegt in der Heuristik, dass E, [ Ty | fiir grofles N in ,gentigend glat-
ter Weise von p :=  abhingen sollte, und dann eine Taylorenwicklung von £,y [ T§y] als Funktion

von p anzusetzen.

Satz r.x. Seixy € Nmitxy [N — pe[0,1] fiir N — oo. Dann gilt

i o B [T
]él_fgo CNT = H(p) (s)

mit H(p) = -plog(p) - (1 - p)log(1 - p).
Wir betrachten hier nur eine Beweisheuristik, siche Abschnitt A.4 fiir das volle Argument.

Beweisskizze. Nehmen wir an, es gibt eine geniigend glatte Funktion fy : [0,1] - R, mit

fN( ) = E[TV],

so gilt gemifs (1.4) mit Taylor-Entwicklung von fx um %

() -1+ SR =) (L)
<1+ SR = [Anl) + () + (5 ()] ROv.o)
=1+fN(%)+lf]’V(£)E (X, — 2]+ ;;2 N(N)Varx[Xl— 2]+ R(N, z)
=1+fN(x) 2?\[%1(]‘\][\[2%) N(N)+R(N l’)

mit Restterm

R(N.2) = 3 B (X, = ) (%)3 (EERD)

y=0

(C(4 %) ist eine Zahl zwischen § und %).

Nun ist
N 1

> B = () - 5 (Y=




mit Yy ,/n ~ Bin(V, 2/N) und es gilt

max E|[Vyyn —af | < N2

(siche z.B. Lemma A.7 in Anhang A.4). Daher ist
R(N,z)=0(1/N)
zumindest plausibel.

Schreibe % = p, also erfiillt f niherungsweise

1
fjl\,[(p) = —2Nm, 0< p < 1 (16)

mit den Randbedingungen fx(0) = fx (1) = 0. Man sicht nun leicht, dass eine explizite Losung von
(.6) fiir p € (0, 1) gegeben ist durch

fn(p) =-2N(plog(p) + (1 -p)log(1-p)),

denn

fxn(p) = 2N (log(p) + 1 -log(1~p) - 1) = ——(log(p) ~log(1 - p)),

2
und ’ 1 1
¥(p) = (- 2N (log(p) - log(1-p))) = —2N(]; . Tp)'

0

Der Satz zeigt insbesondere, dass fir X = IN/2 die erwartete Zeit bis zur Absorption von entwe-

der a oder A gegeben ist durch
Eny2[Tix] » —2N(1/21og(1/2) + 1/210g(1/2)) = 2log(2) - N ~ 1,39 - N

Generationen.

1.2 Genealogien und Kingmans Koaleszent

Genealogischer Blickpunkt Das Wright-Fisher-Modell genealogisch ausgesprochen: Wir num-
merieren die Individuen jeder Generation 7 € Z mit7 = 1,2,..., N durch. Sei

Afng) := Nr. des Vorfahren (in Gen. r — 1) von Ind. Nr. ¢ in Generation r, (1.7)

aus der Modellannahme: die Aiy), r€Z,ie€[N]sind uiv. uniformauf [N]:={1,2,...,N}.



Ahnenverhiltnisse  Sei Aii\-[) [k] die Nummer des Ahnen vor k& Generationen von Individuum
Nr. ¢ in Generation r [dieser Ahne lebte in Generation r — k], aus (1.7) ist diese

rekursiv bestimmt durch Agj)[l] = quf;[) und Agj) [k+1] = A(]_Vk) es fiir k € N,

Wir betrachte eine Stichprobe von n verschiedenen (zufillig gezogenen) Individuen aus Genera-
tion 7 = 0, sagen wir die Individuen Nr. Jy, ..., J, mit P(Jy = j1,...,J, = jn) = 1/(IN),, fiir
paarweise verschiedene j1, . . ., j, € [V ]. (Wir notieren fallende Faktorielle als (), = z(z-1)(z -
2)-(x—k+1)fiirr e R, k e Nmit Setzung (z)o, = 1.)

Die Verwandtschaftsverhiltnisse innerhalb der Stichprobe kodieren wir durch
R,(CN’n), eine (zufillige) Aquivalenzrelation,

gegeben durch ¢ ~;, j (i,j € [n], k= 0,1,...), wenn A(()]Y]l)[k] = A(()JY]J)[/{] gilt, d.h. Stichproben i
und j haben denselben Ahnen vor k Generationen.
Sei
&, = {Aquivalenzrelationen auf [n]}
wir notieren € € &, etwa durch eine (ungeordnete) Liste der Aquivalenzklassen (z.B.€ = {{1},{2,3}} €
Es bedeutet 2 ~¢ 3,1 4¢ 2,1 4¢ 3).

Wir schreiben £ < 0, falls
ivej = i~yj  git,

d.h. 1) entsteht aus £ durch Vereinigung einiger Klassen, ggfs. in mehreren Gruppen (beispielsweise
ist {{1},{2},{3,4},{5},{6, 7}, {8}} = {{1,2,6,7},{3,4,5}, {8}}).

Offensichtlichisti ~¢ j <= i =j,d.h. R(()N’") ={{1},{2},...,{n}} undesgiltstets R](CN’") <

(Nn)
sz+1 .

Betrachten wir zunichst den Fall n = 2: Fiir eine Stichprobe der GrofSe n = 2 ist die ,korrekte®
Zeitskala der Genealogie [Vielfache von] V, denn die Paarverschmelzungsw’keit ist

A1), 421, 11,2}) =

und somit die Zeit

V2 = inf {keN: RO, 24}

bis die Stichprobe ihren ersten gemeinsamen Vorfahren findet (gemessen in Generationen), ~ geom(1/N),

dh. P(r™? > 0) = (1 - 1/N)k.. Somit fiir t € R,

P ) ()" e

d.h. fir grofSe NNV ist Tl(N’Q) /N ungefihr Exp(1)-verteilt. (Das passt auch zur Beobachtung aus (1.3),
dass die ,relevante” Zeitskala IV ist.)



Fiir n = 3 sieht die Ubergangsmatrix p(¥:3) (-, -) von R(V:3) folgendermafen aus:

425 {330 | 111,25, 37 | L3523 | {{11,42,3}) | {{1,2,3})

{13,213 | 1-33+2% | (-5 | v(0-%) | 5(0-%) i
{1,2}, {3} 0 1-% 0 0 ¥
{1,3},{2}} 0 0 1-% 0 ¥
{1},{2,3}} 0 0 0 I-% ~
{{1,2,3}} 0 0 0 0 1
d.h.

N3) 1 0 -1 0 o0 1 1 0 0 0 0 0} 1 1

S | B O )

Lemma 1.2. Fiir festes N > n ist (R,E;N’n))keNo cine Markovkette mit Werten in E,,. Die Ubergangs-
wahrscheinlichkeiten sind gegeben durch

n . Nmn Nmn (N)ai
P Em) = B(RLY = R =€) = 25

sofern & < m, wobei 1) aus |n| = a Klassen bestebt, § aus b = |§| = by + -+ + b, Klassen besteht und
0 aus & durch Verschmelzen von a Gruppen von Klassen in GruppengrifSen by, ..., b, entstebt (d.b.
n={C1,...,Catund & ={Cop:1<a<a,1<B<by} mitCo=up,Copfiira=1,....a).

Beweis. RIEN’n) = £ bedeutet, dass es (K Generationen vor der Gegenwart) b verschiedene ,aktive
Ahnenlinien” geben muss, d.h. es gibt b paarweise verschiedene Zahlen in g € [N], 5 = 1,...,bq,
a=1,...,a,s0dass

A K] = iapfirie Cog, B=1,....b0 a=1,...,a
gilt. Gegeben dies tritt das Ereignis {Rl(gl’n) =n} genau dann ein, wenn es paarweise verschiedene
J1,72, - Ja € [N] gibt mit
A(N)

~kyia,g

Nach Konstruktion des Wright-Fisher-Modells gilt fiir jede solche Wahl

=jofurf=1,...,by, a=1,... a. (1.8)

P AW o a bo 1 1
(A_,m-aﬁ=Jafur5=1,...,ba,oz=1,...,a)=HHN=m

a=1 =1
undesgibt N- (N -1)- (N -2)---(N—-a+1)=(N), viele mogliche Wahlen. [

Beobachtung 1.3. Fiir{,n € &, mit& <n, wobei|n| =a,|{| =b=by +by+--+b, mithy,... b, > 1
zeigt Lemma 1.2

b-1 ; -
I'p(N’n)(f’g):%:H 1_%):1_1+2+ +(b 1)+o(i)
1

N N?

10



2. Fallsa = b -1, d.h. ) entsteht aus § durch Verschmelzung genau eines Paars von Klassen,

PN (€ ) = M_ 1 Iﬁ( ) ;{+O(%)

3. Fallsa <0~ 2, d.h. mehr als zwei Klassen sind an Verschmelzung(en) beteiligt,
1
pm(E,m) = O(m)

Dies legt nahe, den zeitreskalierten Prozess der Ahnenverhiltnisse (RE N tT) )=0 zu betrachten. Es
stellt sich heraus, dass dieser gegen eine zeitkontinuierliche Markovkette konvergiert. Fiir dazu not-
wendige Techniken siehe den Exkurs in Abschnitt A.1.

Die allgemeine Struktur des Grenzwerts (fiir beliebige Stichprobengrofle 1) ist folgende:

Definition 1.4. Die zeitkontinuierliche Markovkette (Rt(”) )i0 auf &, mit Sprungratenmatrix

1 falls 7 aus  durch Verschmelzung von genau zwei Klassen entsteht,

gen =4 -(5) fallsn=¢, (1.9)

0 sonst

heif$t Kingmans® (n-)Koaleszent.

Zumeist betrachten wir den Startzustand R(n) {{1},{2},...,{n}}. Wir knnen den Pfad

( R(n) )10 als Baum interpretieren, dessen Blitter mit 1, . .., n markiert sind:

(n) o (’fi< <72( )<7'1( ),Wo

Zu den Zeitpunkten 0 = 7,
™= inf{t > 0:|R™| < k}

verschmelzen jeweils zwei Zweige. Fiir Stichproben i, j € [n] kdnnen wir den genealogischen Ab-
stand von i und j, inf{t > 0: @ ~ ) j} aus dem Baum ablesen.

(vgl. Bild an der Tafel|

Satz r.s. Es gilt
(BN )0 — (B),,, fir N = oo.

Wir beweisen die in Satz 1.5 formulierte Konvergenz im Sinne der endlich-dimensionalen Vertei-
lungen; tatsichlich gilt auch Konvergenz in Verteilung auf dem Pfadraum D([0, ), &,).

Beweis von Satz 1.5. Fixiere n. Gemifd Lemma A.2 miissen wir zeigen, dass fiir £, 1 € &, gilt

n 1 1
P(N’ )(5: n) = g + Nﬁkn + O(N) (r.10)

[da|€,| < ooistdann der Fehler gleichmifig klein, d.h. wir zeigen, dass lim y .o maxe yeg, N|pN™ (€,1)-

O = (1/N)ggy| = 0 gilt].
Dies folgt aus Beobachtung 1.3 und der Form der Sprungraten aus (1.9). O

¢].F.C. Kingman, The coalescent, Stochastic Process. Appl. 13 (1982), no. 3, 235-248.

II



Beobachtung 1.6. 1. (Die Zeit bis zum jiingsten gemeinsamen Vorfahren) Aus der Struktur der Sprun-
gratenmatrix (1.9) folgt

<n> (<n> 7(Ln)) ((n) n@) ((n) T§">)g8n+5n_1+~'+82, n>?2,

wobei die S, unabhingige exponentialverteilte Zufallsvariablen mit Parameter (’;) sind, somit

SO noo9 nooo1 1 1
2 oy () =2(1-=
1= 2 Bls= 2y =22 (=g ) =21 -5)
und 1 = E[77] < E[7{™] < limy-e0 E[7{™] = 2.
Fiir ein Populationsmodell (aus der von uns betrachteten Schar) mit Populationsgréfie N bedeu-
tet dies, das der jiingste gemeinsame Vorfahre der heute lebenden Population im Mittel vor etwa 2N
Generationen gelebt hat.

Weiter ist
-2
(M7 _ ¥ IR VLA O SR o U ST S LI
Var[7! ]‘Z;VM[S’“]_;;(?) -3 e G ) G )
nl | 4 8 nl | 1 1
={8k=1ﬁ}—4+ﬁ+ﬁ—8={Sk;ﬁ}—zx(pﬁ)(mﬁ),
insbesondere
2
1 = Var[r{*] < Var[r{")] < lim Var[{")] = s - —125 116,

Der wesentliche Beitrag zur Gesamtvarianz kommt also von der letzten Verschmelzungszeit Ss.
2. (Teilstichproben-Konsistenz) Sei 7, -1 : €, = &,-1 die Einschrinkung aller Aquivalenzklassen
auf [n — 1], so gilt
(n) d ( p(n-1)
(ann_l(Rt ))tzo - (Rt )tzo'

Dies folgt aus der Form der Sprungraten oder auch aus der Tatsache, dass fiir die Approximanten (wie
in Satz 1.5) nach Konstruktion 7, ;1 (RIEN’")) = RIEN’"_I) (realisierungsweise) gilt.

3. (Invarianz der Verteilung unter Permutation der Stichprobennummern) Fiir eine Permutation o

von [n]und ¢ = {C,...,C,} € &, sei 0(&) = {o(C1),...,0(C,)} die Aquivalenzrelation, die

man erhilt, indem man die Elemente der Blocke von £ gemifl 0 umnummeriert. Es gilt

(o)) = (B

Dies folgt aus der Symmetrie der Sprungraten oder auch aus der Tatsache, dass fiir die Approximanten

(wie in Satz 1.5) nach Konstruktion (O’( R,(CN’”) ) )kGNO :( I(CN )

eine austauschbare zufillige Aquivalenzrelation ist.]

) keNo gilt. [Man sagt auch, dass Rgn)

Bericht. Mit Beob. 1.6, 2. und Kolmogorovs Erweiterungssatzist es moglich, den Kingman-Koaleszenten
(Ry;)s0 mit StichprobengréBe n = 0o als Markovprozess auf € := { Aquivalenzrelationen auf N} mit
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Abbildung 1.3: Zwei Realisierungen des Kingman-100-Koaleszenten (wobei die Blitter jeweils so sortiert

wurden, dass der Baum iiberschneidungsfrei zu zeichnen ist)

Startwert Ry = {{1}, {2}, ...} zu definieren mit der Eigenschaft (Wm7n(Rt))t>Og(U(R§n) ))t>0 fiir
jedesn € N.
Siehe auch Konstruktion 1.9 unten fiir eine explizite Kopplung aller (Kingman-)n-Koaleszenten

via “look down”, die dies ohne (allzugrofien) Theorie-Aufwand leistet.

Beob. 1.6, 1. zeigt, dass E[TI(OO)] = 2 < 00, d.h. auch eine ,unendlich grofie Stichprobe® findet f.s.
in endlicher Zeit ihren ersten gemeinsamen Vorfahren. Obwohl | Ry| = oo ist, gilt | R;| < oo fiir jedes
t > 0 fast sicher. Man sagt auch, dass der Kingman-Koaleszent ,aus dem Unendlichen herabsteigt.
Siehe auch die Simulationsbilder in Abbildung 1.3 fiir einen Eindruck dieses Phinomens.

1.3 Moran-Modell

Das Moran-Modell ist gewissermaflen das ,zeitkontinuierliche Analogon® zum Wright-Fisher-Modell,
es ist (ebenfalls) eines der fundamentalen Modelle der mathematischen Populationsgenetik.

Definition 1.7 ((Neutrales 2 Typ-)Moran-Modell”). Man betrachtet eine Population von konstant
N (haploiden) Individuen, jedes Individuum besitzt eine unabhingige, Exp(1)-verteilte Lebenszeit
und wird am Ende seiner Lebenszeit durch den Nachkommen eines rein zufillig aus der Population
gezogenen Individuums ersetzt (es gibt nur ein Elter und, sagen wir, man kann durch sein eigenes
Kind ersetzt werden).

Wir nehmen zusitzlich an, dass es zwei Typen A und a gibt, die ohne Mutation vererbt werden.
Sei
Xt(N) = Anzahl Typ A-Ind. zur Zeit t.

7Nach Patrick Alfred Pierce Moran, 1917-1988 benannt
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Angesichts der Gedichtnislosigkeit der Exponentialverteilung ist (X t(N) )0 eine zeitkontinuierliche
Markovkette mit Werten in {0, 1, ..., N} und Sprungraten
(N 1)

i
1,7 = = N_‘ =qii-1, ii — —
Qi = 1" ( Z)N Gi-1, G,

RIGED)
N

(die tibrigen Eintrige der Sprungratenmatrix () = (¢; ;) sind = 0).

Graphische Konstruktion

Fiir jedes geordnete Paar (7,7),4,5 € {1,..., N}, i # j sei (Nt(i’j))tzo ein Poissonprozess auf R, mit
Rate %, u.a. fiir verschiedene Paare. Zu den Sprungzeiten von (Nt(w ) )0 stirbt Individuum j und

wird durch einen Nachkommen von Individuum i ersetzt (s.a. Abb. 1.4).

[Bild an der Tafel]

Abbildung 1.4: Im Bild: IV Kopien der Zeitachse, gerichtete Pfeile zwischen ihnen zu den Sprungzeit-
punkten von u.a. Poissonprozessen; das Individuum an der Pfeilspitze stirbt jeweils und wird durch
einen Nachkommen des Individuums am Pfeilschaft ersetzt.

Sei
X:(7) = Typ von Individuum i zur Zeit ¢.

Die Dynamik des Prozesses (Xt(l), X:(2),... ’Xt(N))t>0’
der Population Buch fihrt (und nicht nur tber die Anzahlen) ist somit folgende:

der tiber die Typen der Individuen in

Ersetze zu jedem Sprungzeitpunkt ¢ von N7) den Typ X;_(j) durch X;(j) = X3 (7).

Dies ist wohldefiniert, da unabhingige Poissonprozesse f.s. keine gemeinsamen Sprungzeitpunkte
besitzen. Diese Konstruktion ist ein Spezialfall einer sogenannten Harris-Konstruktion?, ein in der

Theorie der interagierenden Teilchensysteme tibliches (und nitzliches) Werkzeug.

1.4 Dualitit

Bemerkung 1.8 (Ablesen der Genealogie und der Typen aus der graphischen Konstruktion). Fiir
t>0,i€[N]sei

AS’” = Nr. des Ahnenindividuums zur Zeit t — s von Ind. ¢ zur Zeit t (fir
0<s<t, Wertein [N])

Zur Konstruktion von A = ( Agz ))Ogsgt verfolgen wir die derzeitige ,,Zeitachse® riickwirts und

folgen den Pfeilen jeweils in entgegengesetzter Richtung, vgl. auch Abb. 1.4.

8nach Theodore Edward Harris, 1919—2005 benannt
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In Formeln kénnen wir den Pfad von A(:!) beispielsweise folgendermafien fassen (wir schreiben
NG9 ([a, b)) fiir die Anzahl Spriinge des Poissonprozesses N U+) im Zeitintervall [a, b)):
Sei Téz’t) =0, Aém 1= Aéz’t) := i, fiir k € N setzen wir

Tk(i’t) :=inf {u > T,ﬁ’? tes gibtein j # 4 mit N(j’giiitl))([t -u,t - Tk(if))) = 1}

bzw. Tk(i’t) := 1, falls es kein solches u gibt. Falls Tk(i’t) = t gilt, so setzen wir M) := k und wir

brechen die Konstruktion hier ab, andernfalls sei
Av,gi’t) das (f.s.) eindeutig bestimmte j mit [V GAD) ( [t - Téi’t), t- Tk(i?)) =1

und wir setzen die Konstruktion fort. Da die endlich vielen Poissonprozesse N (9 £.5. keine Hiufungs-
punktein [0, ¢] besitzen, bricht die Konstruktion mit Wahrscheinlichkeit 1 nach endlich vielen Schrit-
ten ab und wir setzen dann fiir 0 < s < ¢

AP = A0 falls TS < s < TP Fiar 0 < £ < MGD

baw. A" = Zg\i;ﬁz,t)—l.

(AS ))Ogsgt ist eine zeitkontinuierliche Markovkette mit (vollkommen symmetrischen) Sprun-

graten
N k + jv
qjk = {NN_l , (rax)

man nennt eine solche Kette auch eine (zeitkontinuierliche) ,Irrfahrt auf dem vollstindigen Graphen

Vi der Ordnung N¢.

Fiir i1 # i bewegen sich A1) und AC2:t) unabhingig bis zum ,,Verschmelzungszeitpunkt
Tivip = 1nf{s €[0,¢]: Al = (2D

ab dann, d.h. fiir u > 73, 4, gilt AS" = AG>D,

Fiir paarweise verschiedene 71, 12, . . . %, (< IV) bilden
A A ein System verschmelzender Irrfahrten auf V,

und mit

kmgn £ o= AT =AU 1<k r<n

ist
Rﬁ"’N) = Aquivalenzklassen beztiglich ~; n, s €[0,1]
(n,N)
RNS/Z
wir die Zeitachsen in der graphischen Konstruktion ,bis —oo fortsetzten.“)

ein (zeittransformierter) Kingman-n-Koaleszent. (( )ss0 wire wortlich ein Koaleszent, wenn

Aus der Konstruktion ergibt sich folgende (realisierungsweise Form) der ,,Dualitit*:

X, (i) = Xo(A"))  farl<i< N, t>0. (1.12)
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Beweisskizze. Die Tatsache, dass A(%!) eine zeitkontinuierliche Markovkette ist, folgt anschaulich ge-
sehen aus der Unabhingigkeit der Zuwichse der ,treibenden® Poissonprozesse [N (k) die symmetri-
sche Form der Sprungratenmatrix (r.11) stammt daher, dass alle Poissonprozesse dieselbe Rate 1/N
haben. Wenn aktuell A% = J»>so gibtes fiir 0 < h << 1 und jedes j’ # j mit Wahrscheinlichkeit
~ I/ N einen Sprung von NU"J) im Zeitintervall [¢ — s — h, t — s) und dann springt A®!) von j nach

!

]

Etwas formaler: Sei
F=o(NUM([a,b)):j+kt-u<a<b<t)

die o-Algebra, die di¢ Informationen tiber alle Spriinge der N (k) zwischen t — v und t enthilt. Of-
fenbar kgnn man Agz’t) fiir s < v anhand der Pfade der NU*) zwischen t — u und ¢ rekqnstruieren
(dh. A% st Fl-messbar fiir s < w) und fiir s < t, j # j' € [ N] ist auf dem Ereignis {Aﬁ”t) =j}

1 i )
SB(AGY =i F)
1 i’ 5 N 1
:ﬁP(N(J :J)([t—s—h,t—s))zl’]\[(ﬂ :J)([t_s_h’t_s)):Oﬁirj//ij/)_'_ERh
1 nhIN L aN-2 1
:5'€h/NT'(€h/N) +Rh:N+O(1)

fiir h | 0, wobei der Resterm
IRy < IP’( S UNEO([t—s—h,t-s))> 2) = O(h?)
erfullt. O

Wir kénnen die Formel (1.12) und den dazugehérigen Gedankengang verwenden, um (faktoriel-
le) Momente des Typenanteilsprozesses im Moran-Modell zu berechnen: Betrachten wir ein Moran-
Modell mit Populationsgréfle N und Startanzahl XéN) = x(()N) von Typ A-Individuen. Fir ¢ > 0

und n € N ist

XXM - 1) (X —n+ 1)
E (N)
25 N(N-1)-(N-n+1)

die Wahrscheinlichkeit, bei n Ziigen ohne Zurticklegen aus der Population zur Zeit ¢ jedesmal Typ
A zu ziehen. Andererseits seien Jy, ..., J, mit P(Jy = j1,...,Jy = Jn) = 1/(IN),, fiir paarweise

verschiedene ji, ..., j, € [IN] die Nummern der n zur Zeit ¢ gezogenen Individuen. Obige Wahr-
scheinlichkeit ist

PméN)(Xt(Jl) = Xi(Jo) == X (Jn) = A)

=P o (Xp(APY) = Xo(AV2D) = oo = Xo(AV2Y) = 4)

Zo
(J1,t) (Jn,t)
i E[#{At ﬁ,A/ e iy 1]
- i1 N-i+1
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wobei wir fiir die erste Gleichung (1.12) verwenden und fiir die zweite Gleichung beobachten, dass die
Nummern Ang’t), ey AgJ”’t) der Ahnenindividuen der Stichprobe (es kann in dieser Liste Mehr-
facheintrige geben) gerade #{AE"““, e AEJ”’t)} Zugen ohne Zuriicklegen aus [ V] entsprechen.
Da #{Ag‘h’t), ey Ag‘]"’t)} =d #Rgn’N) gilt, folgt die ,Stichprobendualititsformel”

N N N RN (N .
XM (XM~ 1) (X )—n+1)] e )_”1] (13)

Exf)N)[ N(N-1)-+(N-n+1) =]E[ [1 N-i+1

i=1

Die Beobachtung, dass R%Lt/]g) =d Rgn), der Kingman n-Koaleszent zur Zeit ¢, liefert damit fiir
z€[0,1]undn e Ny
. N n
lim By [(XGL/N)"] = B, [#7] (114)

Dies ist zumindest ein Indiz, dass der reskalierte Typenanteilsprozess (X ](V]Z/)z [N )t> , €in Limes-
objekt besitzt (die Wright-Fisher-Diftusion).

Bemerkung. Eine analoge Uberlegung greift fiir das Wright-Fisher-Modell aus Abschnitt .1 unter
Verwendung der Ahneninformationen aus Abschnitt 1.2. Man findet fiir das Wright-Fisher-Modell

: (V) nl_ Ry
dim By [(XR/N)"] = Ea[2#7]
Der Limesprozess ist tatsichlich derselbe wie beim Moran-Modell.

Konstruktion 1.9 (eine explizite Kopplung aller (Kingman-)n-Koaleszenten via “look down”). Fiir
1 <@ < jseien (Lj;(t))>0 unabhingige Poissonprozesse auf R, mit Rate 1. Fiir k € Nsei (A (%) )20
gegeben als die Losung von

A=k & [0 ) =) Lyslds). 120

(wobei wir L, ; als die Verteilungsfunktion des — zufilligen — Zihlmafles auffassen, das jeweils an den
Sprungstellen von L ; Atome der Masse 1 besitzt). Zur Veranschaulichung des Systems der Lésungen
Ay, folgendes Bild: Fiir jedes & = 1,2, ... betrachte eine Kopie der Zeitachse auf Niveau k, fiir i < j
zeichne zu den Sprungzeitpunkten des Prozesses L ; einen Pfeil von Niveau j nach Niveau ¢.

k
6
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Weiter sei () = (em ) e,men mit

1, 1<m</
QE,m= —(€—1)7 m:€7
0, sonst

Dann gilt:
a) Fiir k € Nist Ay, = (Ax(t))i0 Markovkette auf [k] = {1,...,k}, deren Sprungratenmatrix
durch die Einschrinkung von @) auf [ k] gegeben ist.

b) Die Prozesse Ay, k € N bilden ein System verschmelzender Markovketten, d.h. fiir k # {und ¢ > 0
gilt
Ak(t) ZAg(t) - Ak(t+s) ZAg(t-i-S) firall s >0

¢) Fiirn € Nund ¢ > 0 definieren wir eine Aquivalenzrelation R,En) of [n] via
k NRSn) ! < Ak(t) = Ag(t)

(RE”) )is0 ist verteilt wie Kingmans-n-Koaleszent.

d) PHE”) entsteht aus R§n+1) durch Einschrinkung der Klassen von Rt(n+1) auf [n] (eine etwaige leere
Klasse @ = {n + 1} n [n] wird stillschweigend entfernt).
Insbesondere ist fiir t > 0 die zufillige Aquivalenzrelation R; of N via

k~p, U e k~po £ fiirn > max{k, (}

wohldefiniert. Der Prozess (R, )0 beschreibt den Kingman-Koaleszenten, der mit unendlich vielen
Blittern startet.

1.5 Beispiel: Die Beobachtungen von Dorit et al, 1995

Robert L. Dorit, Hiroshi Akashi und Walter Gilbert berichten in Absence of Polymorphism at the
ZFY Locus on the Human Y Chromosome, Science 268, 1183-1185 (1995) die Ergebnisse einer geneti-

schen Studie:
¢ Weltweite® Stichprobe von 38 Minnern (homo sapiens)

* Ein 729 Basenpaare langes, nicht-kodierendes Stiick des Y-Chromosoms (das 3. Intron des ZFY-
Gens) wurde fir jede Stichprobe sequenziert

* Es wurden keinerlei Mutationen gefunden: Alle 38 Stichproben identisch

* Inter-spezies-Vergleich mit Schimpanse, Gorilla, Orang-Utan (und Pavian als “outgroup”) zeigt,

dass am betrachteten Lokus Mutationen vorkommen kénnen

2 Loc. cit., S. 184: “Human DNA samples were obtained from male volunteers who donated hair follicle samples or from cell lines provided by L. L. Cavalli-Sforza and K. K. Kidd. Geographic origins
were determined by interview. Whenever possible, geographic origins of parents and grandparents were also ascertained. The samples are grouped by continent of origin, and the number of individuals
is given in parentheses. Africa: Nigeria* (1), Ivory Coast (1), Tanzania (1), Southern Africa (2), Algeria (1), Central African Republic* (2), African American (2); Americas: Mexico (2), Guatemala (1), Peru*
(1), Argentina (1), Native American (2); Asia: China* (2), Korea (1), Japan* (2), Taiwan (2), Indonesia (1), India (1); Europe/Middle East: Ireland* (x), Belgium (1), Italy* (x), Spain (1), Russia* (2), Poland*
(1), Saudi Arabia® (r), Turkey (1); South Pacific: Melanesia (1), New Guinea* (1), Australia® (1). (*) Indicates samples where the 3-most zinc-finger exon was also sequenced.”
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* Molekulare Uhr-Annahme und auf Fossilien beruhende Annahmen tiber die Zeit seit der Auf-
spaltung von der Vorfahren von Mensch und Schimpanse bzw. Orang-Utan ergeben geschitzte
Rate von (fixierten) Mutationen

1,35 x 103 Mutationen pro Basenpaar pro Million Jahre

Was kénnen wir angesichts dieser Beobachtungen tiber die Zeit bis zum jiingsten gemeinsamen Vor-
fahren der gezogenen 38 Y-Chromosomen (und damit implizit auch iiber den jgV aller heute lebenden
Minner) sagen?

Wir verwenden den Kingman-Koaleszenten als Modell der Genealogie.
A-priori-Verteilung  Ohne Berticksichtigung der Beobachtungen wiirden wir annehmen, dass

d
Tigv =538 + S37+ -+ + 5o

wo Ty die Zeit (in Koaleszenten-Zeiteinheiten) bis zum jiingsten gemeinsamen Vorfahren der 38
gezogenen Minner, die Sy, unabhingig mit S, ~ Exp((g)),

1 Koaleszenten-Zeiteinheit = Ng x g Jahre

mit Neg. .. effektive Populationsgréfe (fiir Minner), g . .. Generationslinge (in Jahren), also

38
a-priori-Verteilung: £ (Tigv) = » Exp( (g) ), d.h. mit Lemma A.6 ist die Dichte
k=2

b= (o) (00 I 2

1=2

J=2,7%#1 “\2
und s
2 37 .
E|T . v|= — = =9(1-L)="=21947
[Tiev] kz:;k(k—l) (1) 19 0

5%—Quantil von jjng: 40,05 = 0,744, 95%—Quantil: q0,95 = 4,041

Mit Annahmen Ngg = 5.000, g = 20 Jahre tGbersetzt sich dies zu MW = 195.000 Jahre, go 05 =
74.000 Jahre, go 95 = 404.000 Jahre.
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Dichte von Tjgy (Koal.-Zeiteinh.) Dichte von Ty (Realzeit)
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A-posteriori-Verteilung  Sei S}, die Linge des Zeitintervalls (in Koaleszenten-Zeiteinheiten) wihrend
dessen die Genealogie der Stichprobe aus £ Linien bestand, M}, die Anzahl Mutationen, die wihrend

dieses Intervalls in der Genealogie auftreten.

Gegeben
. . g 0
S}, = t ist M}, Poisson-verteilt mit Parameter tk:§, d.h. (r1s)
0. (tk2)™"
P(My=m|Si=t) =eXp(—t/€§)( 2‘) wobei 0 =2N.gxgxpu
m!

mit N effektive Populationsgrofie, g Generationslinge (in Jahren), 1t Mutationsrate der betrachte-
ten Region im Genom (pro Jahr) (und gegeben Sa, . .., Sy, sind My, . .., M, unabhingig).

Eine heuristische Begriindung fiir (1.15) ist folgende (wir werden dies im weiteren Verlauf der Vor-
lesung noch genauer betrachten): Angesichts Satz 1.5 entsprechen ¢ Koaleszenten-Zeiteinheiten im
Populationsmodell mit Populationsgréfle N etwat/cy Generationen und somitetwatg/cy = tgNeg
Jahren. Wenn wir annehmen, dass pro Jahr (unabhingig von allem anderen) eine Mutation mit der
(sehr kleinen) Wahrscheinlichkeit 1 auftritt, so ist die Verteilung der Anzahl Mutationen, die wir auf
einem Stiick der Genealogie dieser Linge sehen,

Bin(tgNeg, i) » Poi(tgNegp) = Poi(t6/2).

Da gegeben Sj, = t der Teil der Genealogie, wihrenddessen & Linien existieren, aus k Stiicken von je
t Koaleszenten-Zeiteinheiten besteht, ist

P(My, =m|Sy =t) = Poi(t0/2) * --- x Poi(t0/2) = Poi(tkf/2).

k mal
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(Die Normierung des Mutationsparameters als ¢/2 hat historische Griinde und sorgt auch dafiir, dass

manche Formeln ,schoner” aussehen.)

Frage: Wieist S3g+---+5; verteilt, gegeben dass Msg+---+ My = 02 .S), ~ Exp((g)),g(]\/[k | Sk =
t) = Poi(tk0/2), dann ist

B(Me=m) = [ (5)exn (- ()R g

m!
:(2)L7%9_QL tresp (= (6) +hor2)t) = 5 (=)

(wir substituieren u = ((§) + k6/2)t und nutzen [;° ume *du = I'(m + 1) = m!) dh. L (My) =
Geom( k’jﬁe ) — man konnte dies alternativ auch tiber ein ,konkurrierende Raten-Argument ein-

sehen. Weiter ist damit

RS <t Me=0) = T [ () e (- (E)s)e s

X(SHMk = 0) = EXp(M).

Bedingt auf My = --- = Msg = 0sind S5, . . ., S3g (weiterhin) unabhingig.
Demnach: Verteilung der Zeit bis zum jlingsten gemeinsamen Vorfahren (in Koaleszenten-Zeiteinheiten),

bedingt auf M = My + --- + Msg = O ist

d
Tov| =0y = Sz + Sz7 + -+ Sy

38

mit S} wa, S ~ Exp(EEED) dh 2(Te |M = 0) =+ Exp(2%19) Die Dichte von
k=2

Z(Tiev| M = 0) (and damit auch den Erwartungswert und die Verteilungsfunktion) kénnen wir

wiederum mit Lemma A.6 bestimmen.

Wir fixieren g = 20a, pu = 729 x 1,35 - 107%a~! = 0,98 - 10752~ (aus Dorit et al (1995), diese Werte
waren auch in der Literatur unstrittig), so hingt die bedingte Verteilung von Tipy (und nicht nur ihre
,,Ubersetzung in Realzeit“) vom Parameter N.¢ ab.

Neg EW 0,05 0,95
2.500 91.519 35.851 187.369
5.000 | 173.007 | 69.263 | 349.909
10.000 || 313.234 | 130.095 | 620.279

20.000 || §32.785 | 233.853 | 1.020.819
Dichte von Tjpy (Realzeit)
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Wir sehen insbesondere: Die Verteilung von T,y hingt in nicht-linearer Weise von Neg ab.

Literaturbericht Die urspriingliche Studie erschien in Robert L. Dorit, Hiroshi Akashi und Wal-
ter Gilbert, Absence of Polymorphism at the ZFY Locus on the Human Y Chromosome, Science 268,
1183-1185 (1995), siche auch die Diskussionsbeitrige (“technical comments”) dazu in Science 272, 1356 -
1362 (1996) von Y.-X. Fu und W.-H. Li, von P. Donnelly, S. Tavaré, D.J. Balding und R.C. Griffiths,
von G. Weiss und A. von Haeseler und von J. Rogers, P.B. Samollow und A.G. Comuzzie, die insbe-
sondere eine etwas unprizise Anwendung der Koaleszenten-Theorie von Dorit et al korrigierten. Die
Darstellung fuf$t in weiten Teilen auf Wakeley [Wakog, Ch. 8.1]
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Kapitel 2

Mutationen und der markierte Koaleszent

Wir betrachten in diesem Kapitel die Situation, dass die Individuen der Population verschiedene gen-
tische Typen (abstrakt: aus einer Menge F2 moglicher Typen) haben und dass — im Gegensatz zur
Situation in Kapitel 1 — Kinder mit einer gewissen (typischerweise kleinen) Wahrscheinlichkeit einen
anderen Typ als ihr Elter haben (sogenannte ,Mutationen®). Konkret stellen wir uns das Wright-
Fisher-Modell aus Abschnitt 1.1 mit Populationsgrofe NV durch folgenden Mechanismus erginzt vor:
Jedes Kind ist unabhingig mit Wahrscheinlichkeit

0

= IN (2.1)

HN

ein ,mutiertes Kind, wobei 6 € (0, 00 ). (Welche Anderung des Typs diese Mutation bewirkt, bleibt
noch zu spezifizieren, wir betrachten in den folgenden Abschnitten konkrete Wahlen.)

Annahme (2.1) fithrt dazu, dass fiir ¢ € (0, 00) auf einer einzelnen Ahnenlinie iiber | Nt | Genera-
tionen Bin(| Nt|,0/2N') ~ Pois(t0/2) viele Mutationen auftreten. In der Skalierung der Genealo-
gie einer n-Stichprobe wie in Satz 1.5 bedeutet dies: Das Limesobjekt ist ein Kingman-Koaleszent mit

n Blittern, lings dessen Asten Mutationen gemif§ einem Poissonprozess mit Rate 6/2 auftreten (vgl.
auch die Diskussion in Abschnitt A.1).

Bemerkung. Die Annahme (2.1), die Populationsgréfie und Mutationswahrscheinlichkeiten anein-
ander koppelt, mag auf den ersten Blick unnatiirlich erscheinen: Warum sollte die Mutationswahr-
scheinlichkeit, die sich aus der Effektivitit der biochemischen Kopier- und Reparaturmechanismen
innerhalb der Zellen eines Individuums, ggfs. im Zusammenspiel mit diversen Umwelteinfliissen, er-

gibt, irgend etwas mit der Populationsgréfie zu tun haben?

Annahme (2.1) bedeutet, dass Mutation und Gendrift ,auf derselben Zeitskala“ wirken. Wenn
pn << 1/N, so wirkt die Gendrift (wie wir wissen, tiber Zeiten der Grofenordnung O(V)), bevor
Mutationen irgendeinen merklichen Einfluss auf die Zusammensetzung der Population haben, wenn
pn > 1/ N, so stellt sich ,reines Mutationsgleichgewicht” ein, an dem Gendrift nichts dndert.

Anders gewendet: Fiir eine gegebene Population (mit endlichem, aber sehr groffem V) ist
2N UN = 0

der ,entscheidende® Parameter, um die Zeitentwicklung des Typenanteils zu beschreiben.
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2.1 Infinitely-many-alleles-Modell (IMA)

Definition 2.1 (Infinitely-many-alleles-Mutationsmechanismus). Wir treften die Modellannahme,
dass jede Mutation einen vo6llig neuen Typ erzeugt (und die Mutationen sind ,neutral, d.h. sie be-
einflussen den Fortpflanzungserfolg nicht). In der Literatur ist auch der Name “infinite alleles model”

iiblich.

Mathematisch realisieren wir dies durch die Wahl £ = [0, 1] als Typenmenge, bei jedem Mutati-
onsereignis wird (unabhingig) der neue Typ uniform([0, 1])-verteilt gewihlt.

Wenn Mutationen sich mit Rate #/2 > 0 ereignen, ist die Vorwirtsentwicklung des Typs lings
einer Abstammungslinie demnach beschrieben durch den Markov-Prozess mit Generator

BI@) =5 [ 1) - @) du, wefo,1]

fiir f : [0,1] - R beschrinkt und messbar.

Betrachte Stichprobe der Grof3e n: Beobachtete genetische Variabilitit modelliert durch n-Koaleszent,
lings dessen Kanten sich mit Rate g Mutationen gem. IMA-Modell ereignen.

[Bild an der Tafel]

Offenbar ist nur der Teil der Genealogie jeweils ,,oberhalb der jiingsten Mutation relevant, fiir die
Beobachtungen an den Blittern kénnen wir also folgende dquivalente Dynamik betrachten:

Definition 2.2 (,,Getoteter n-Koaleszent®). * Beginne mit {{1},{2},...,{n}} (alle aktiv).
* Jedes Paar von aktiven Klassen verschmilzt mit Rate 1.

* Jede Klasse wird mit Rate £ getotet/inaktiviert: allen Elementen wird derselbe, unif([0, 1])-
verteilte Typ zugeordnet und die Klasse wird inaktiviert

(sie hat ihre ,definierende Mutation® getroffen).

* Ende, wenn keine aktiven Klassen mehr tibrig.
Analog zu Def. 1.4 (Kingman-Koaleszent) kann man dies formal als zeitkontinuierliche Markov-
kette auf

&, = {Aquivalenzrelationen auf [n], deren Klassen als aktiv/inaktiv markiert sind}

ausformulieren (Ubung: man stelle die Sprungratenmatrix auf).

Bemerkung 2.3. Angesichts der Symmetrien des Koaleszenten ist die eigentlich relevante Informa-
tion das Typenbinfigkeitsspektrum (B, . . ., By,), wobei

B; = #Typen, die i-mal in der Stichprobe vorkommen, ¢=1,...,n

(offenbarist Y7, i B; = n).
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Gegeben (By, ..., B,) = (b, ...,b,) mit Y1, ib; = nund

Zn:blzk

i=1

sind die beobachteten Typen in der Stichprobe folgendermaflen verteilt: Zerlege {1, ..., n} uniform
in k Teilmengen der Grof8en

ordne jeder Teilmenge u.a. einen unif([0, 1])-verteilten Typ zu.

Seien E,, ..., F1 ZVn mit Werten in {koal, mut},

E}, = Typ des Ereignisses, das die Anz. aktiver Klassen von k auf & — 1 reduziert.

Es gilt
)
( k-1
]P) E = 1 = 2 =
O RREE
ke 0
IPJ E = = 2 =
R N R
und E,, .. ., F; sind unabingig (verwende ,konkurrierende-Raten-Argument und Symmetrien der
Sprungraten). Also gilt fiir €,,, €,,-1, . . ., €1 € {coal, mut}

ﬁ (Gl(ek =mut) + (k-1)1(e;, = coal))
P(E, =en,...,Er=e) =" _ | (o)
[[(k-1+96)

k=1

Definition 2.4 (Hoppe'-Urne). Urne enthilt eine schwarze Kugel (“Mutationskugel”) mit Masse 0,
farbige Kugeln jew. mit Masse 1.

* Zu Beginn: Urne enthilt nur die schwarze Kugel .
* Injedem Schritt: Ziehe eine Kugel mit W’keit proportional zu ihrer Masse.
¢ Falls farbige Kugel gezogen: Lege zurtick zusammen mit einer weiteren Kugel derselben Farbe.

¢ Falls schwarze Kugel gezogen: Lege zuriick zusammen mit einer weiteren Kugel einer véllig
neuen Farbe.

Lemma 2.5. Dievon denn nicht-schwarzen Kugeln erzeugte Verteilung der Familiengrifsen (Typenhdufig-
keitsspektrum) nach n Ziigen der Hoppe-Urne entspricht der des getoteten n-Koaleszenten (aus Def. 2.2).

'Fred M. Hoppe, Pdlya-like urns and the Ewens’ sampling formula, /. Math. Biol. 20, no. 1, 91-94, (1984).
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Beweisskizze. Lese (2.2) ,riickwirts: n

Sei
K,, = #verschiedene Typen in n-Stichprobe.

Satz 2.6. Im IMA-Modell (0 > 0 fest) gilt fiir n — oo

S nop i-1
E[K,] = ~0logn, Var[K,] = .~ .flogn,
£ ;9+2’—1 ogn,  Var[K] ;Qw%—l Gri1 = 0B"
und M_d,/\[(o,l)
Var(K,)

Beweis. Verwende Hoppe-Urne, schreibe
Kn = Al + .- +An7
mit
A; = 1(im i-ten Zug wurde die schwarze Kugel gezogen).

Nach Konstruktion sind A1, ..., A, u.a. mit
P(A;=1)=0/(0+i-1).

Fir die Asymptotik vergleiche mit Riemann-Integral, fiir asymptotische Normalitit bilde ein (un-
abingiges, zentriertes, normiertes) Dreiecksschema

Ai- 72

v oA wmi
VVar[K,]’

dies erfiillt (trivialerweise) die Lindeberg-Bedingung: Es gilt fiir
Sp=Xn1++ X

Var[S,,] = 1, fiirjedes € > 0 gilt wegen Var[ K, ] — oo, dass E[ X2.1(X?2, > ¢)] = 0 fiir n geniigend

grof3, insbesondere
n

La(e) = Y E[X21(XE > £)] - 0.

i=1

O

Bemerkung 2.7 (Hoppes Urne und zufillige Permutationen?). n Ziige aus der Hoppe-Urne gene-

rieren sukzessive eine zufillige Permutation IT,, von {1, .. ., n} (in Zyklen-Darstellung) folgenderma-
Ben:

Nummeriere die farbigen Kugeln in der Reihenfolge des Erscheinens, wenn im k-ten Zug

*Eine Beobachtung aus Paul Joyce, Simon Tavaré, Cycles, permutations and the structure of the Yule process with
immigration, Stochastic Process. Appl. 25, no. 2, 309-314, (1987).
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* schwarze Kugel gezogen : fiige neuen Zyklus (k) hinzu,
(insbesondere: nach dem ersten Zug entsteht die Identitit (1))
e farbige Kugel j, gezogen : fiige im Zyklus, der jj, enthil, links von jj, ein.
Fiir jede Permutation 7 mit £ Zyklen gilt dann

gk
T00+1)(0+n-1)

P(I1,, = )

denn 7 legt die Reihenfolge der Ereignisse i.d. Urne fest, wenn im k-ten Zug schwarze Kugel gezogen:

1
0+k-1"

Faktor ﬁ, wenn farbige gezogen: Faktor

Man kann dies als eine Version des sogenannten China-Restaurant-Prozesses auffassen, siche z.B.
[Kle2o], Kap. 24.3 (und speziell S. 523f dort).

Satz 2.8 (Ewens’sche Stichprobenformel’). Sezen by, . .., b, € Ny mit

zn:bj:k:én %}’ld ijb]:n
j=1

=1

gegeben. Die Wabrscheinlichkert, in einer n-Stichprobe (im IMA-Modell) jeweils b; Typen mit genau j

Reprisentanten (fiir j = 1,. .., n) zu beobachten, ist
n! 1 ok (2.3
11202 bn bylbylbyl 00+ 1)(0+n—1) =3
Man kann (2.3) auch schreiben als
n )b
C(n,0) x[] e_G/jM (2.4)

j-1 b;!

mit
C(n,0) =nlexp (0> 1/5)/(0(0 +1)-++(0 +n -1)),
j=1
d.h. die Verteilung des Typenhiufigkeitsspektrums ( By, . . ., B,) in einer n-Stichprobe ist ®’7_, Poi(0/7),
bedingt auf Y7, jB; = n.

Bewerds. Man kann dies per Induktion beweisen, indem man nach dem ,jiingsten Ereignis im mar-
kierten Koaleszenten zerlegt. Wir betrachten hier ein direktes, kombinatorisches Argument aus dem
Artikel Robert C. Griffiths, Sabin Lessard, Ewens’ sampling formula and related formulae: combi-
natorial proofs, extensions to variable population size and applications to ages of alleles, Theoretical

Population Biology 68, no. 3,167-177, (2005).

Seien E,,, B, 1, ... Iy die ,Elementartiberginge® in der Historie des getéteten Koaleszenten aus
Def. 2.2 (vgl. (2.2) und Diskussion vor der Hoppe-Urne, Def. 2.4),

E,,, beschreibt das Ereignis, das die Anzahl aktiver Linien von m auf m — 1 reduziert.

*Warren J. Ewens, The sampling theory of selectively neutral alleles, Theoretical Population Biology 3, 87-112, (1972)
und S. Karlin, . McGregor, Addendum to a paper of W. Ewens, Theoretical Population Biology 3, 113-116, (1972).
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Wir nummerieren die Linien mit 1, ..., 7 und fihren (genauer) Buch, welche Linie von einer Mu-
tation getroffen wird bzw. welche Linie mit welcher Linie verschmilzt, mégliche Werte der Elemen-

tariiberginge sind also
mut(7), Linie trifft eine Mutation, und
koal(i — j), Linie verschmilzt in Linie j (# 7).

Wir denken bei den Verschmelzungereignissen an ,gerichtete” Verschmelzungen, d.h. fiir jedes aktu-
ell noch aktive Paar von Linien ¢ und j

verschmilzt Linie ¢ in Linie 7 mit Rate 5

Eine Liste €, €,,-1, . . ., €1 solcher moglicher Elementariiberginge nennen wir ein Feznprotokoll.
Sei furm > 2
1/2 1
: / 7 = , wenn e,, eine Verschmelzung,
sm(m-1)+%m m(m-1+0)
Pm(em) = 0/2 0

= wenn e,,, eine Mutation
Im(m-1)+%m m(m-1+0) " ’

p1(e1) = 1, wenn e; eine Mutation ist, und py (e1) = O fiir eine (dann unmégliche) Verschmelzung.

Fiir ein gegebenes maogliches Feinprotokoll €,,, €1, . . . , €2, €1 mit kK Mutationsereignissen (und
somit k Typen) ist
ok ok
P(E, = n7-~7E: = Pn\En)Pn-1\En-1)" = T = .
( € 1=¢€1) = Pu(en)Pn-1(en-1)-p1(er) T m(m—-1+0) nl(0)n (2.5)

(Produkt der Ubergangswahrscheinlichkeiten der Skelettkette des getdteten Kingman-n-Koaleszenten).

Fiirby, ..., b, € Nomit 37, b; = k (und 37, jb; = n) gibtees
[T5-1(b;!5%)

mdgliche Feinprotokolle, die auf dieses Typenhiufigkeitsspektrum (b1, . . ., b, ) fithren. Das Produkt

von (2.5) und (2.6) liefert (2.3).

Zu (2.6): Stellen wir uns fiir den Moment die £ Typen (,kiinstlich“) nummeriert vor, mit
Typenhidufigkeitsvektor (nq,ng, . .., 1% ),
d.h. ny Stichproben sind vom ¢-ten Typ, und es gilt
{C:ne=j}=b;, j=12,....n
Es gibt
~(n!)? (n!)?

= n °h. (2"7)
Mioine I g™

mx( n )x@h_1ﬂmo%-1ﬂ

ny...ng

verschiedene Feinprotokolle mit K nummerierten Typen, die auf diesen Typenhdufigkeitsvektor (11, no, . . .

fithren:

2.8

>nk)



1. n! Moglichkeiten fiir die Reihenfolge, in der die Linien inaktiv werden,

2. ( " ) Moglichkeiten, die n Linien auf die k Typen aufzuteilen
ny...ng
(n nummerierte Kugeln in k& Schachteln legen),

3. fir ¢ = 1,..., k gibtes (n, — 1)! viele Arten, innerhalb von Typ ¢ die ,,Verschmelzungsziele*

festzulegen.
(Nehmen wir an, wir haben in Schritt 1 und 2 festgelegt, dass Linien ¢1, @2, . . ., %, vom Typ £
sind und dass diese in der Reihenfolge 71, 79, . . . inaktiviert werden. Dann gibt es 1y — 1 viele
Wahlen fiir das Verschmelzungsziel von @1, 1, — 2 viele Wahlen fiir das Verschmelzungsziel von
19, U.S.W.)

Schliefilich fithren

byl Dol - e by (2.8)

verschiedene Feinprotokolle mit nummerierten Typen auf dasselbe Feinprotokoll ohne Typennum-

merierung:
Typen ¢ und ¢ kdnnen vertauscht werden, sofern n; = ng. (2.9)

Der Quotient von (2.7) und (2.8) liefert (2.6). [

Bemerkung 2.9. Nach Satz 2.6 ist
—~ K,

naiv *—

logn

ein (schwach) konsistenter Schitzer fiir die Mutationsrate ¢, d.h. fiir jedes 8 € (0, o) gilt

Onsiv — 0 stochastisch bzw. in Verteilung.
n—oo

Satz 2.6 liefert auch asymptotische Normalitit von ’G\Daiv. Allerdings ist

0
logn

Var@ [é\naiv] ~
(Diesistallerdings ,,deprimierend langsam®: z.B. miisste n = €!% ~ 2.7-10%3 sein, damit die Streuung
~ 0.1v/0 ist.)

Beobachtung 2.10. Im IMA-Modellist K, suffizient ftir 0, d.h. gegeben K, = k hingt die Verteilung
der beobachteten Typen nicht von 6 ab.
Beweis. Sei

n!

Cn,k = Z(bl ~~~~~ bn)m’
(X' bezeichnet die Summe tber (b, . .., by,) € Ng mit 32 b; = k, 32 ib; = n).
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Satz 2.8 (Ewens-Formel) liefert

Qk

Py(K, = k) =
o(Fn = ) g+ @rn=1)’

fur by, ..., b, mitby + -+ b, = k (und Y ib; = n) also

1 n! 1

P@(Bl =by,...,By = bn|Kn = k) = Ch.n 1612b2...1ybn ) blleIbnl

]

Sei K,, = k beobachtet. Der Maximum-Likelihood-Schitzer ﬁML ist dasjenige 0 > 0, das die Like-

lihood
ok

00 +1)--(0+n-1)

L,(0,k)=Py(K, =k)=Chn

(als Funktion von #) maximiert.

Es ist
0 0 kool 1 nlog
—log L,(0,k)=—|klogh- ) log(f - —=—|k-)> —
gg 108 La(0:F) ( °8 Zog( ”)) 6 Z0+i 0( i=09+i)’
also ist @\ML Lésung von
n-1 7
k= AML »=Eg [ Kn]*
; Oair + i ( 9ML[ ] )

(d.h. derjenige 6-Wert, unter dem erwartet=beobachtet).

Die Fisher-Information ist

1(0) = E9[<%logLn(0,Kn)) ]—H—ZEgl(Kn

(~ % log n nach Satz 2.6).

2.1 Die GEM-Verteilung

Betrachte die Hoppe-Urne (fiir festes n alternativ: den Koaleszent mit Mutationen gemifd IMA-
Modell), die Typen/Familien seien in Reihenfolge des Erscheinens nummeriert (“age order”)

Xi(n) = Grofle der k-ten Familie nach dem n-ten Zug aus der Hoppe-Urne,

(offenbar X (1) = 1, Xx(n) = 0 fir k > n).
Frage:
1 1 1
(5X1(n), = Xa(n), = Xs(n), . ) —? (2.10)
n n n

n—oo
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Beobachtung: (n +6)1X;(n),n =2,3,...,istein (beschrinktes) Martingal:

_Xl(n)+1X1(n)+ Xi(n) 0+n-Xi(n) Xi(n)
S n+1+460 n+0 n+1+6 n+0 C n+6

E[le(n+ 1|7

(mit F,, = o (Beobachtungen bis einschliefllich n-tem Zug)), konvergiert also f.s. Analogist fiir k > 2
mit oy, = Zeitpunkt des ersten Auftretens von Typ k

(n+ap+0)'Xp(n+ay), n=12,...

ein (beschr.) Martingal.

Demnach: (2.10) konvergiert f.s. (zumindest koordinaten-weise).

Satz 2.1 (GEM-Verteilung*). Seien By, Bo, ... w.iv. Beta(1,0), d.b. sie besitzen die Dichte 6(1 —
b)Y auf [0, 1]. Die Verteilung des Grenzwerts in (2.10) ist gegeben durch

(Bi, (1= B1) By, (1= By)(1 - Ba)Bs, (1= By)(1 - Bo)(1 - By)Ba, .. )

Definition 2.12 (Yules-Prozess). Ein zeitkontinuierlicher reiner Geburtsprozess (jedes Individuum

erzeugt u.a. mit Rate 1 ein neues Individuum) heif$t ein Yule-Prozess.

Es handelt sich also um eine zeitkontinuierliche Markovkette auf N mit Sprungraten
Gnns1 =N =~un, N€N  (gum=0firmn,n+1).
Es ist [auch] ein Spezialfall eines zeitkont. (Galton-Watson-) Verzweigungsprozesses.

Lemma 2.13. Sez (Y})150 ein Yule-Prozess (mit Geburtsrate 1 pro Individuum) und Startwert Yy = 1.
Es gilt £ (Y:) = geom(e™?) und (e7Y}) 150 ist ein L2-beschrinktes Martingal mit

tlirn e 'Y, £Exp(1).
Beweis. Sei
T; := |{t : Y, = i}| die Linge des Zeitintervalls, in dem ¢ Ind. leben.

Die Form der Raten zeigt:
Ty, T, ... sindua., T; ~ Exp(1).

Somit

P(Y;>n) = P(T1+-~‘+Tn<t):IP’( IIllaXTi<t)=(1—6_t)n, n=0,1,2,...

i=1,...,

mit 7; uiv. Exp(1), d.h. Z(Y;) = Geom(e™?).

(Alternativ beachte, dass die Losung der Vorwirtsgleichung

0

EIP’l(Yt =n)=(n-1D)P(Yi=n-1)-nP(Y;=n), P1(Yo=n) =1,
#Nach Bob Griffiths, Steinar Engen und John William Thomas Mccloskey benannt

Snach George Udny Yule, 1871-1951
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gegeben ist durch Py (Y; =n) = e7*(1 - e7*)"1)

Zusammen mit der Verzweigungseigenschaft
LYo = k+j) = LY = k) = L (VilY = j)
folgt: B[V, |Y:] = €Y}, d.h. (e71Y}) 150 ist Martingal.

Weiter folgt leicht: sup,, E[(¢7*Y;)?] < oo und e~*Y; >? Exp(1). O
Lemma 2.14. Seien Gy und Gy n.a., G; ~ Gammal(0;) (d.h. Dichte (I'(6;)) g% te 9 auf R.).
Dann ist G

X(Gl + GQ, Gl +1G2) = Gamma(@l + 82) ® Beta(@l, 82)

Beweis. G =Gy + Gy (G ~ Gamma(6; + 65)). Die gemeinsame Dichte von (G, G) ist
fie1.6)(91:9) = L0 < g1 < g) g7 e (g=91)" ™09 = ce™IL(0 < g1 < g) gy (9-90) "7,
demnach ist die bedingte Dichte von Gy, gegeben G = ¢

ferio=9(91) = c(9)1(0 < g1 < 9)g1" (g~ 90)" 7,
und somit die bedingte Dichte von G /G, gegeben G = g

ficijayia=a(b) = &(g)1(0 <D< 1)H" 71 (1 - b)%71,
Da [, f(c1/o)ic=g(b) db = 1 gilt, muss

(g) =T(01 +02)/(T(61)I(62))

fiir jedes g > 0 gelten. O

Beweis von Satz 2.11. Darstellung via Yule-Prozess mit Immigration:
Seien 0 < Ty < T} < --- die Sprungzeitpunkte eines Poissonprozesses auf [0, co) mit Rate 6.

Der i-te Immigrant erscheint zum Zeitpunkt 73, grindet i-te Familie, diese wichst ab dann als
Yule-Prozess (vgl. Def. 2.12) unabhingig von allen anderen.

[Bild an der Tafel]

Seien
Z;(t) := Grofle der i-ten Familie zur Zeit ¢ (wir setzen Z;(t) = 0 fiir t < T;, Z;(T;) = 1),

S(t):=> Z(t) die Gesamtgréfe der Population zur Zeit ¢,
i1

T, :=min{t: S(t) =n} der Zeitpunkt, zu dem die Population auf n anwichst.

Es gilt
1 1 1 d (1 1 1
(EZI(TR), R ACHRACHRS ) - (ﬁXl(n), ~Xa(n), - Xs(n),... )m (2.11)
Dazu Vergleich der Sprungraten: Es gebe aktuell
k Familien d. Groflen j1, J2, . . ., Jk mit j1 + == + jp = n.
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* S(t) springt nach n + 1 mit Rate n + 6,
* der Zuwachs

— betrifft i-te Familie mit Wkeit j;/(n + 0),

— erzeugt neue Familie mit Wkeit 0/(n + 0).

Also: Skelettkette des Yule-Prozesses mit Immigration = Hoppe-Urne.

Lemma 2.13 zeigt:
(e 20(t), e Za(t), € Za (1), .. ) > (T A e P Ag e T Ay, ) £, (an2)

(koordinaten-weise) mit Ay, As, ... u.iv. Exp(1).

Daraus folgt
e 'S(t) - Z e A, fs. (2.13)
n=1

(Zur Rechtfertigung der Grenzwertvertauschung beachte, dass M; := sup;so e *Z;(T; + t) u.iv. sind mit
EM; < oo, also lim sup Mn/n 0 gemif Borel-Cantelli-Lemma (352 P(M; > en) < oo fiir jedes € > 0).
Weiterhin gilt 7, /n — 071 fs. gem. dem starken Gesetz der grofien Zahlen, somit ist fiir m > Ny

sup ». e et 7 (1) < > e n M, < > ne 2%, )
t20 n=m n=m n=m
Weiterhin ist

.,%( Ze‘T"An) = Gamma(6), (2.14)

denn }7; 04, 7,) ist ein Poissonscher Punktprozess auf R, x R, mit Intensititsmaf$ 0dt ® e *dx
(und dies ist das Lévy-Maf$ des Gamma-Prozess/der Gamma-Verteilung, siehe z.B. Klenke [Kle2o0],
Bsp. 16.15)

Fiir die Form des Intensititsmafles: sei i : (0, 00) — R, sagen wir, stetig mit kompaktem Triger, so ist

/oofooh(e_ta)Gdte_“da:/oofah(r)ﬁﬁe_“da:/ 7“)/ ¢ da 9—=/°°h(r)ee—’“@.
0 0 0 0 r 0 r

(Die allgemeine Beobachtung dahinter ist folgende: Wenn II = 3 d,, ein PPP auf ' mit Intensititsmafl v ist
und f: F —» E’,dannist I = 3 0§ (a;) €in PPP auf E’ mit Intensititsmafl 7 = v o L)

Das Argument fur (2.14) zeigt auch
Z(G,T) = Gamma(l +0) ® Exp(1) = Z(e”7°G) = Gammal(6), (2.15)

denn Y2 e Tn A, =e (A1 +3, e‘(T"‘Tl)An) :

(Alternativ beachte man, dass e™7/? ~ Beta(#, 1) gilt und verwende Lemma 2.14.)
Somit gilt
Zl(t) _ eTl‘tZl(t) Al

= - = B; fs.
S(t)  entZy(t)+ X2 el tZ(t) A+ Y2y e(Ti-T) A, LS
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und .Z(B;) = Beta(1,0), wobei B; und A; + ¥ ios e~ (1i-T1) A; u.a. (Lemma 2.14).
Sei

Coi=Ap+ Y et A, By, = ﬁ
i=n+1 Cn
Zeige induktiv:
g(cl, B, B, ..., Bn) = Gamma(1 + ) ® Beta(1,0)®" fiirn e N. (2.16)

Der Fall n = 1 stimmt nach obigem.

Fir den Schluss von n — n + 1: LV. und Stationaritit sowie Unabhingigkeit der Poisson-Zuwichse

liefern
Z(Cy, By, Bs, ..., B,1) = Gamma(1l + 0) ® Beta(1,60)%";
zudem sind (02, BQ, Bg, ceey Bn+1> und (Al, T2 - Tl) unabhingig.
Nach Def. ist

Ay Ay

= _(TQ_Tl) = — =
Cl Al + e CQ, B1 Cl Al N e_(T2_T1)C2 .

Esist e~ (72-T1) 'y ~ Gamma(6) nach (2.15) und A; ~ Exp(1) w.a. von e~ (72T (5, d.h.
(C1, By) ~ Gamma(#) ® Beta(1,6)

nach Lemma 2.14, dies liefert den Induktionssschluss.

Schlief3lich gilt
et Z,(1) e Tn A, Y, e i A Yo e hiA; e Tn A,
N = X eee X x
e tS(t) e A YR e A, Yn € A YR e A,

An
A+ Y2 e TizTa) A,
= (1—B1)X-~-X(1—Bn_1)Bn.

= (1-Bp)x-x(1-B,)x

O

Beobachtung 2.15 (Poisson-Dirichlet-Verteilung). Seien 1 > Vi > V5 > --- die (der Grof3e) nach
sortierten Eintrige (=Typenhiufigkeiten) aus GEM-verteiltem

(Bi, (1= B1)Ba, (1= By)(1- By) By, (1= By)(1 - Bo)(1- B) By, . ).

Sei Il = Y, 0x, PPP auf R, mit Intensititsmafl (6/z)e *dx (II beschreibt die Spriinge eines
Standard-Gamma-Subordinators bis zur Zeit 6) und S = 3 X, seien X[1] > X[ > -+ die Ord-
nungsstatistik der X;s. Dann ist

(X()/S, X(/S, .. )2 (Wi, Va, .. ).

Dies folgt aus dem Beweis von Satz 2.11. Diese Verteilung (ein W’mafd auf {(xy,z,...) € [0,1]V :

T + Xy + -+ = 1}), heifdt die Poisson-Dirichlet-Verteilung (mit Parameter 6).
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Bericht 2.16 (Endlich viele Typen mit elternunabhingiger Mutation). Betrachte Mutationsmodell
mit d neutralen Typen (Typenmenge E' = {1,...,d}), jede Linie mutiert mit Rate /2, Typ nach

Mutation ist j mit Wkeit 7; (> 0) ((71,...,7q) Ws-Gewichte auf {1,...,d}), u.a. vom vorigen
Typ.
Die Typenverteilung in einer unendlichen Population im Gleichgewicht ist dann
z(zl(oo),...,zd(oo)) = Dirichlet(fi, ...,0m), (2.17)
d.h. die Dichte ist r(6)
Omi-1_ . Omg—1
F(97r1)--~F(07rd)$1 Tk

beziiglich dem Lebesgue-Ma8 auf {(z1,...,24) :0<z; < 1,2y + -+ 24 = 1}.

Man kann den allgemeinen Fall aus Beob. 2.15 herleiten: Wenn man jeden Sprung des Gamma-
Subordinators unabhingig gemif§ 7 mit einer ,Farbe“ aus {1, .. ., d} einfirbt, so bilden die Spriinge
jeder Farbe fiir sich jeweils unabhingige Gamma-Subordinatoren (mit entsprechend verkleinerter In-
tensitit), somit: Y; ~ Gamma(67;) und Y1, ..., Yy unabhingig, so ist

Yy Y, )

Z . Z 4
( 1(00)7 ) d(oo)) (}/1+"'+Yk’ ’Y'1+...+Y}€

und die rechte Seite ist Dirichlet (67, . . ., 67m4)-verteilt (dies ist eine multivariate Verallgemeinerung
von Lemma 2.14, siche z.B. Ch. 40.5 in Norman L. Johnson, Samuel Kotz, Distributions in statistics:
continuous multivariate distributions, Wiley, 1972).

2.2 Infinitely-many-sites-Modell (IMS)

Definition 2.r7 (Infinitely-many-sites-Modell®). Man nimmt an, dass jede Mutation eine neue, bis-
her noch nie mutierte Position am betrachteten Lokus betrifft.

Mathematisch realisiert man dies z.B. folgendermaflen: Die betrachtete Stelle im Genom (eine
gewisse Abfolge von Nukleotiden im DNS-Doppelstrang eines Chromosoms) entspricht [0, 1], jede
Mutation erhilt eine neue, uniform aus [0, 1] gewihlte ,,Position, der Typ eines Individuums ist ein
(einfaches) Zdhlmaf auf [0, 1] (bzw. alternativ eine Teilmenge von [0, 1]), der Typ eines Individuums
gibt an, wo dieses relativ zu einen ,,Referenztyp” (oder ,Wildtyp®) mutiert ist.

Das infinitely-many-sites-Modell (IMS-Modell, in der Literatur auch infinite-sites-Modell genannt)
ist fiir viele praktische Zwecke eine angemessene Approximation fiir die Beschreibung von Mutatio-
nen auf dem Niveau der DNS-Sequenz : Wenn die Mutationsrate pro Basenpaar sehr klein und die
betrachtete Stelle im Genom (der sog. Lokus) nicht ,,zu lang® ist, ist es plausibel, die Moglichkeit der
Mehrfachmutation einer Stelle (und andere Effekte, die im IMS-Modell nicht berticksichtigt werden,
etwa Rekombination oder Insertionen/Deletionen lingerer Stiicke im Genom) zu vernachlissigen.
(Man denke an eine Abfolge von L >> 1 Basenpaaren, bei Mutation wird eine der zufillig gewihlte
der L Positionen zufillig modifiziert.)

6 Eingefithrtin G. A. Watterson, On the number of segregating sites in genetical models without recombination, Theo-
retical Population Biology 7 (2), 256-276, (1975).
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Beispiel 2.18. John Parsch, Colin D. Meiklejohn, and Daniel L. Hartl, Patterns of DNA sequence
variation suggest the recent action of positive selection in the janus-ocnus region of drosophila simu-
lans, Genetics 159:647-657, (2001) berichten (u.a.) genetische Variabilitit in einem ca. 1.700 Basen-
paare langen Stiick des Chromosom:s 3 in einer (weltweiten) Stichprobe von 8 Drosophila simulans
und einer Stichprobe von Drosophila melanogaster, zwei verwandten Arten von Taufliegen. An ins-
gesamt 31 Stellen sind Unterschiede zwischen den Individuen sichtbar (siehe Tabelle 2.1, es sind nur
die sogenannten variablen oder segregierenden Positionen aufgefiihrt).
Die Sequenzinformation von Drosophila melanogaster — diese Stichprobe bildet beziiglich der 8
Stichproben von Drosophila simulans eine ,outgroup” — gestattet (zusammen mit den IMS-Modellannahmen)

an jeder Position zu entscheiden, welche Base die anzestrale und welche die mutierte ist.

Position
1 1 1 1 1 1 1 I I 1 I I
2 2 3 5 5 5§ 6 6 6 6 6 6 7 1 1 2 3 3 3 4 6 6 6 6 6
3 8 9 4 9 9 6 3 4 5 5 6 o 4 3 3 9 o2 8 5 1 7 8 8 9
5 3 6 1 8 9 5 4 1 2 7 8 35 2 9 1 o 2 8 2 4 3 1 2 4
ST ¢ g a t c ¢ a a t a t a a a g c t c g at a a g c c g at t c
s2 . . ¢ g
$3 a ¢ . c a t g c c c g g g g a t c t a t c c t ct gt t g c a
s4
s6
mi1 c a t g ccc ag t c c t g t g c a

Tabelle 2.1: Beobachtete genetische Variabilitit in einer Region in Chromosom 3 aus einer Stichprobe
von 8 Drosophila simulans (Zeilen s1—s8) und einer Stichprobe von Drosophila melanogaster (Zeile
mi) aus Parsch et al, Genetics 159:647-657, (2001). Siche Figure 2 dort, wir betrachten hier nur den
Teil der Sequenz, der die Gene jand und janB umfasst.

Zur Beschreibung von beobachteten Sequenzdaten in einer Stichprobe der Gréfie n im Kontext
des IMS-Modells betrachten wir folgende Modellvorstellung: Die n-Stichprobe entsteht aus einem
n-Koaleszent, lings dessen Asten sich mit Rate g Mutationen ereignen (und jede trifft eine vollig neue
Position).

Die Anzahl segregierender Stellen ist
Sy, = # verschiedene Mutationen, die in n-Stichprobe vorkommen

(im Sinne von: Positionen, an denen sich mindestens zwei Stichproben unterscheiden). Wenn S, = s,
so entsprechen die Beobachtungen einer n x s-Datenmatrix (Djx )izt nk=1,..s

Dy, = 1(Stichprobe ¢ ist an k-ter segregierender Stelle mutiert).

Beispielsweise schen wir in Abbildung 2.1 eine Realisierung mit Sy = 3.
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Abbildung 2.1: Ein 4-Koaleszent, lings dessen Kanten Mutationen gemif§ IMS-Modell auftreten. Wir
registrieren fiir jede Mutation die mutierte Position (in [0, 1]) und an den Blittern (den Stichproben)
simtliche Mutationen, die sich auf dem kiirzesten Weg vom jeweiligen Blatt zur Wurzel befinden.

Bemerkung 2.19 (Unbekannter Wildtyp). Wenn man ,nur” die Stichprobe sieht und keine externen
Zusatzinformationen (z.B. eine ,outgroup” durch inter-Spezies-Vergleich wie in Bsp. 2.18) besitzt,
kann man an den segregierenden Stellen nicht entscheiden, welcher Typ der Wildtyp und welcher die
Mutante ist (im Genetik-Jargon: die Mutationen sind ,unpolarisiert®). In dieser Situation ist obige
Datenmatrix nur bis auf ,,Umklappen® von Spalten definiert, d.h. die eigentliche Information ist .S,
und

1, Stichproben ¢ und j an k-ter segregierender Stelle verschieden,

A (k) = {

furk=1,...,5,.

0, sonst

Beobachtung 2.20. Esgilt

n—-1 1
E@ [Sn] = Ghn, Varg [Sn] = th + 92 Z =
i=1
n-1
mit h, = >, %
=1
—~ S,
O = —
W
ist ein erwartungstreuer Schitzer fir ¢ (der sogenannte Watterson-Schitzer) mit
. 0 O -0
Val"g [QW:I ~ 1 und W—A dN(O,l) fiirn — oo.
ogn Varg [0 ]
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Beweis. Schreibe
Sn = Snm, + Sn,n—l +-+ Sn,2
mit
Sy,; = # Mutationen, wihrend die Genealogie aus j Linien besteht.
Wir hatten in der Diskussion in Kapitel 1.5 gesehen, dass S, ; ~ geom( %) (denn gegeben T3, die
Zeit, wihrend der j Linien in der Genealogie existieren, ist Sy, ; ~ Pois(577})) und Sy 5, ..., Sn2
sind unabhingig. Somit

i : 12 6(0+5-1) 6 E
Ee[Sw]:ejfll—lze/(]—l)a Var@[smj]:(9+§—1)/(91ji1) = G-1)? :j—1+(j—1)2’

was die Formeln fiir Erwartungswert und Varianz von S, beweist.

Zur asymptotischen Normalitit von 6y : Schreibe

Sn;—0/(1-1 4
X, ;= —2 /(jA ), Jj=2,3,...,n.
Vary Oy ]
Die X, ; bilden ein unabhingiges, zentriertes und normiertes Dreiecksschema (fiir festesnsind X, o, ..., X, ,

unabhingig mit Eg[ X, ;] = Ound 3%, Varg[ X, ;] = 1), fiire > Ound nso groff, dass e Vary [@\W] >
62 gilt, ist

E[X2,1(X2, > e)] - V;A]E[(sw =0~ D) 1(S0 > 6/( - 1) +\/eVar [Bu]) ]

arg [Ow
< mlﬁz[s};,ﬂ(% > 0/(j~ 1) +\/=Varg [Bw]) |
Demnach erfiillt das Schema die Lindeberg-Bedingung
lim E[X7,1(X7;>¢)]=0 (2.18)

und daher ist das renormierte Oy asymptotisch normalverteilt (siche z.B. [Kle20, Satz 15.43]).
(beachte: Fiir X ~ geom(p) gilt

%) 0o 0o 2
E[X*1(X 2m)]= 3 K*p(1-p) < 37 (k+Dkp(1-p)* " =p 3 [d—2 1-gy)F]
k=m k=m k=m dy y=p
B d2 ) il B d? (1 _y)m+1
g 200l L,
_p)ym-1 _ )2
:p—(l ) ((m-i—1)m—i—2(m+1)1 p+2(1 2p) )
p p p
_ . \ym-1
<((m+1)(m+2) +2)%,
demnach fiir X = S), j mitp = p; = 9{;_'11 undz.B.m =/ %50 log n ist
1 2 /1 0 \/lsﬁlogn
mE[SnJI(SnJ > 560 logn)] < 09(9+j—1) 2
fiir ein Cy < o0, d.h (2.18) gilt.) ]

38



Bemerkung 2.21 (Alternativer Zugang zu Beob. 2.20). Wir kénnten Erwartungswert und Varianz
von S, auch folgendermaflen berechnen: Gegeben die Gesamtlinge L,es des Koaleszenten ist S,

Poi( (6/2) Lges)—verteilt.
ges g Z

mit T, Tpy, ..., To ua, £(T;) = Exp((3)), somit

Eo[S,] - g i ( ) Z % (2.19)
Varg[Sn] = [ S | Lges ] + var@ [E9[S | Lges]]
= [g ges] + Vare[e ges] enz; % + 92”2; 212 (2-20)

Die Konvergenzordnung O(1/log(n)) der Varianz des Watterson-Schitzers ist zwar von Stand-
punkt der Statistik gesehen ,frustrierend langsam® (zumal im Vergleich zur klassischen Situation, in
der man einen Parameter basierend auf n unabhingigen Beobachtungen schitzt, dort hat man ty-
pischerweise Abfall der Varianz O(1/n) fiir plausible Schitzer). Andererseits haben Y. X. Fu and W.
H. Li, Maximum Likelihood Estimation of Population Parameters, Genetics 134 (4), 1261-1270, (1993)

gezeigt, dass es (zumindest asymptotisch) auch nicht besser moglich ist:

Satz 2.22. Jeder erwartungstrene Schitzer fiir 0 im IMS-Modell

n-1 1
hat unter Py mindestens Varianz 9/ > Tk (~0/logn fiirn — o).
+
k=1
Bewers. Nehmen wir (zunichst) an, wir konnten Sy, 2 = 5,2, 503 = Sp.3, - - -, Snn = Sn,n beobach-

ten (was anhand von Sequenzdaten an den Blittern des Koaleszenten nicht immer moglich ist):
Die Likelihoodfunktion (die Verteilungsgewichte von (.Sy, 1, - - . , Sy 2), aufgefasst als Funktion
des Parameters 6) ist

n

j-1 0\
Ln(sn,27-"73n,n;9):H9+j_1(9+j_1)

J=2

n

= (n-1)10 JT(0+5-1) "

j=2

mit S, = Sp2 + +++ + Sy, also

0 S L |
—log L,(Sp2,. .., Snn0) = — — 1
9 08 (o2, 50 0) = 5 ;9+j—1

d.h. /Q\ML hyp> der Maximum-Likelihood-Schitzer fiir 6 basierend auf (.S, ,,, . . . , Sy 2), ist die Losung

+1
(inf)vons, =03, ‘;’jr;

Weiter ist
" Sn,j T 1

0? S
692 IOgL (Sng,...,SnJ“e) = _ﬁ +;m,
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die Fisher-Information ist somit

02
](9):—1[-39[892 log L,, (SM,...,sn,n;H)]
S,7 & S, i+1 Yiilk & f+j-1
E[ ] El J ]= ST .
102 ]22 “0+5-1) 0 ;(3-1)(%3-1)2

_z;;;}l/k_" 1 RS RIS
h JZ;(J’—1)(@+9'—1)‘0,;1 ko k(O+F) ‘9,;19+k'

Gemifd der Cramér-Rao-Ungleichung (siche z.B. John A. Rice, Mathematical statistics and data ana-
lysis, Duxbury Press, 1995, Ch. 8.6 oder die knappe Diskussion unten) gilt fiir jeden erwartungstreuen
Schitzer

T=T(Suns---+5n2)

fiir @ (d.h. der Schitzer wird durch eine Funktion 7" : N§~! — (0, c0) mit Eg [T(Sn,n, - Sng)] =0
tiir alle 6 > 0 dargestellt)

VaI‘g[T(Sn’n, ey Sng)] 2

d.h. die Behauptung.
Nachtrige:

1. Heuristik zur Cramér-Rao-Ungleichung:

Betrachten wir die allgemeine Situation, dass die Beobachtungen X ein Zufallsvektor (mit Wer-
ten in einer geeigneten Teilmenge von R? fiir ein d) sind, die Dichte-/Likelihood-Funktion
f(2;0) (im diskreten Fall: die Gewichte) sei gentigend glatt, so dass die folgenden Vertauschun-
gen von Ableitung und Integral gerechtfertigt sind.

Sei V(X) := Zlog f(X;0) = f(X o) 2 (X;0) die ,Score-Funktion®, es ist Eg[V (X)] =

stets, denn

1 0 0 0 0
/f(x;e)m%f(x;ﬁ)dm:f%f(:c;ﬁ)d:cz%ff(x;e)dx_%l 0.

1(0) := Varg[V(X)] = E[V(X)?]

heiflt die Fisher-Information, beachte auch

1(0) = ~Eo[ 2

52 108 f(X:0)]

(d.h. wir kénnen die Fisher-Information als (erwartete) Kriimmung der Likelihood-Funktion
an den beobachteten Daten interpretieren), denn

i f ;) (%f(xée)f:ang(l’@) (8

f(z:0) \ f(w;0) F0)  \ggloel 0)’

82
%bgf(?ﬂ,e)
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und
82
E,[ 22 7 F(:0) da = amj(x@)dr—éMQJ[vaG%ML-aﬁl 0.

2 F(X;0) o f(x;0)
f(X;0) f(x;0)

Sei nun T'(X) irgendein Schitzer fiir 6 (d.h. eine Funktion der Beobachtungen X mit Werten
in [0, 00) (und Eg[(T'(X))?] < 00), dann ist

]=

Covg[T(X), V(X)) =Eo[T(X)V(X)] = ( ) aef(l’ 0) f(z;0) dx
fT@ F(:0) da = %mwwn
Die Cauchy-Schwarz-Ungleichung liefert
V/ Varg[T(X)]Vars[V (X)] 2 [Cove[T(X), V(X)]| = %Ee[T(X)]\
und somit gilt
‘89E9 T(X)]‘ ‘aeEG T(X)]‘
Vare T(X)] > S 0] 1(6)

falls T'(X) ein unverzerrter Schitzer fiir 6 ist, d.h. Ey[T'(X)] = @ fiir alle 0, so ist natiirlich
2E¢[T(X)] =1 (und dies ist die Form der Cramér-Rao-Ungleichung, die wir oben verwen-
det haben).

2. Wir hatten die Schranke unter der Annahme hergeleitet, dass wir (S, , . . ., Sy,2) tatsichlich
beobachten kénnten, was anhand der Daten i.A. nicht méglich ist. Intuitiv erscheint es zumin-
dest sehr plausibel, dass jeder ,reale” erwartungstreue Schitzer fiir 6 (d.h. jedes T =T(D), das
eine Funktion der Datenmatrix D ist, das also weniger Informationen verwenden darf, als wir
oben angenommen hatten), ebenfalls mindestens Varianz 1/1(6) hat.

Diese Intuition kann man durch den Begrift der (statistischen) Sufhizienz folgendermaf3en for-
malisieren: Sei X die ,volle® Information, die die Genealogie der n-Stichprobe und die dar-
auf vorkommenden Mutationen beschreibt, d.h. X enthilt die ,topologische“ Information,
in welcher Reihenfolge die Verschmelzungen der Linien stattfinden, und fiir jede Kante im
Baum die Information, welche Mutationen auf dieser liegen (wir verzichten hier darauf, dies
in Formeln zu fassen). Offenbar kann man aus X die Datenmatrix D ablesen und somit kann
T = T(D(X)) als eine Funktion von X interpretiert werden.

Die entscheidende Beobachtungist,dass Y := (S,,.2, Sn 3, - - . , Sn.n) suffizient fiir O ist, d.h. die
bedingte Verteilung %5 (X | Y') hingt nicht von 6 ab — gegeben S, 2 = 55,9, ..., Spn = Sn2
entsteht X, indem man fiirj = n,n—1,...,2aufden j Kantenin ,Niveau” j des Koaleszenten
Sp,; Mutationen uniform verteilt und unter allen aktuell moglichen Verschmelzungen uniform
eine auswihlt; demnach enthalten die Gewichte von % (X | Y") nur kombinatorische Terme,

aber keine 0-Abhingigkeit.

Nun ist (beachte, dass wir den bedingten Erwartungswert bilden konnen, ohne 6 zu kennen)

T:=T()=E[T|Y]
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ebenfalls ein erwartungstreuer Schitzer fiir 6 und nach Konstruktion ist T eine gewisse Funk-
tionvon Y = (Sp2,5.3,...,5nn), d.h. nach obigem ist Vary[T ] 1/1(0) und folglich

auch

~ ~ ~ — 1
Varg[T] = Eg[Varg[T'| Y]] + Varg[Eg[T | Y]] > Vary[T] > —.
— _ 1(0)
> 7
Il
Definition 2.23 (Frequenzspektrum). Sei
3 M) 2 ¢ Mutationen, die in genau ¢ der n Stichproben vorkommen, i=1,...,n-1.

(Wir nehmen dabei an, dass an jeder Position der anzestrale oder ,,Wildtyp“ bekannt ist, z.B. durch
Interspezies-Vergleich.) Der Vektor

€0 = (e M, e™)

heif$t das Frequenzspektrum (der segregrierenden Stellen).

Wenn der anzestrale Typ nicht bekannt ist, betrachtet man stattdessen das gefaltete Frequenz-

spektrum (775 ),ngn), . ?77[(:}2]) mit

Satz 2.2.4. Fs gilt

B, 6] - g Covy [, 6] - 11-:]-% +60%;;, 1<i<j<n

mit hy = Ti5 5 Bu(i) = oy (B = ha) = 7255

Balirl)Bnls) i+j<n,
. A,
/Bn(l + 1)7 ¢ < 57 hn—h1 + hn_hj
= hn-h; 1 ) . = n—i n—j
e R al A R R Y Ne e S T
1 . n 9 TR ttj)=n,
Bn( )— =, 1> 35, . i1 J
7 2 (7)=Bn . .
6(])3(%)_%’ i+j>n
)

(und Oi5 = sz‘)-

Die Diagonaleintrige 0; ; (d.h. Vary [f Z.(n) ]) dominieren die Kovarianzmatrix (0; ;): Abb. 2.2 zeigt
die Diagonaleintrige 0; ; und die Antidiagonaleintrige 0; ,,_; fiir n = 25 und 6 = 1, Abb. 2.3 zeigt
eine dreidimensionale Darstellung von (03 ;) fiir n = 25 und 6 = 1, Abb. 2.3 zeigt (-0 j), wobei der
besseren Sichtbarkeit wegen die (auch betragsmiflig) deutlich gréleren Diagonal- und Antidiagonal-

eintrige auf 0 gesetzt wurden.

Beweis (der Formel fiir den Erwartungswert). Wir denken uns die Kanten des n-Koaleszenten auf je-
dem Niveau (u.a. zufillig) nummeriert.
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Abbildung 2.2: Diagonaleintrige o, ; und Antidiagonaleintrige 0; ,,—; der Kovarianzmatrix von § (n)
firn=250=1
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Abbildung 2.3: Kovarianzmatrix von (™) fiirn = 25,60 = 1

Sei
Uy ¢ = #F Mutationen auf ¢-ter Kante auf Niveau &,
Ji¢ = # Bldtter oberhalb /-ter Kante auf Niveau £,
damit ist
(n) n—i+l k
" = Y Y vl (Je = 1). (2.21)
k=2 (=1
Somit gilt
) n—i+l k n—i+l k
Eo[&™] = > Eg[vi1(Jrye =1)] = S Eo[vge|Po(Jye = 7)
k=2 (=1 k=2 (=1
n—i+1

e 0 (W) e, 0 ()
S LA () & D ()

| omant g (n-i-1)!  (k=Dln-k)!
_H,Z;k—l(k:—Q)!(n—i—k+1)! (n-1)!  i(i-1)!
6 1 ”‘”1(n—k:) 6

= '(n—l) Z

k=2

-1 ?
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wobei Diagonal- und Antidiago-

>

25,0 =1

Abbildung 2.4: (-1)xKovarianzmatrix von £ fiir n

naleintrige auf 0 gesetzt wurden
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Wir verwenden hierbei in der ersten Zeile, dass

6 2 0
2k(k-1) k(k-1)

0

Eo[vke] = Eo[Eo[vre|Tk]] = E9[5Tk] =

gilt und dass v, ¢ (das nur vom Poissonprozess der Mutationen abhingt) und Jj, ¢ (das nur die Kom-
binatorik der Abstammungsverhiltnisse widerspiegelt) unabhingig sind.

In der zweiten Zeile ersetzen wir

denn mit Korollar A.4 ist die Aufteilung in £ (zufillig nummerierte) Familiengréflen uniform auf
allen {(ml, coo,m) eNFimy 4+ my = n}: Es gibt (Zj) viele Moglichkeiten, bei (nl:;) davon
ist J]@g =1.

SchlieBlich beachte in der letzten Zeile Y724 (?__f ) = (”;1), denn es gibt (n_l;_(f _1)) = (Z‘__f )
viele Teilmengen von {1,...,n — 1} der Grofe 4, deren kleinstes Element & — 1 ist, und insgesamt
("7') Teilmengen von {1,...,n — 1} der Grofe i.

Um Ey [fl(n)éj(n)] zu bestimmen kann man die Darstellungen (2.21) fiir ¢ und fiir j miteinander
multiplizieren und erhilt analog zu oben eine Darstellung via eine Doppelsumme tiber Paare von
Kanten im Koaleszenten-Baum. Mittels einer Verfeinerung von Korollar A.4 kann man den kombi-
natorischen Ausdruck Py(Jy ¢ = ¢, Jr v = j) bestimmen (man unterscheidet verschiedene Fille, je
nachdem ob die betrachtete Kante (k’, ¢’) ein Nachfahre der Kante (k,¢) im Baum ist oder nicht)
und erhilt nach recht umfangreichen Umformungen die oben angegebenen Ausdriicke fiir Covy [f Z.(n) , 53(n) ],
fiir Details siche den Artikel von Yun-Xin Fu, Statistical Properties of Segregating Sites, Theor. Pop.

Biol. 48, 172197 (1995), in dem dieser Satz bewiesen wurde. O

Tajimas” Test
Betrachte eine n-Stichprobe (im IMS-Modell), fiir 1 <¢ < j < n sei
A; j := Anzahl segregierende Stellen, an denen sich Stichproben ¢ und j unterscheiden.

Die mittlere Anzahl paarweiser Unterschiede,

7.1 )
b=y X B

9 ) 1<i<j<n

(,, Tajimas 6,°), ist ein (auf den beobachteten Sequenzen basierender) Schitzer fiir die Mutationsrate

0.
Beobachtung 2.25. Es gebe s segregierende Stellen.

. 1 S 1 n-1
0-=— > > 1(Stichpr.iund j unterschiedl. an m-ter segr. Stelle) = — >° f,in) k(n-k)
k=1

n n
o) 1<i<jsnm=1 9

7Fumio Tajima, Statistical Method for Testing the Neutral Mutation Hypothesis by DNA Polymorphism, Genetics
123, 585595, (1989)
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Abbildung 2.5: Formen eines n-Koaleszenten fiir n = 3 (bis auf Umnummerierung der Bliter nur
eine Moglichkeit) und n = 4 (zwei Moglichkeiten)

(mit f,gn) = # Mut., die in £ Stichpr. vorkommen, aus Def. 2.23), d.h. 0, ist eine (lineare) Funktion
des Frequenzspektrums.

(Dartiberhinaus kann 60 ebenso wie .S, und 6y als Funktion des gefalteten Frequenzspektrums
aufgefasst werden, d.h. wir kénnen dies auch dann bestimmen, wenn wir die anzestralen Typen nicht
kennen.)

Proposition 2.26. Es gilt

~1 ~\  n+l 2(n?+n+3) ,
Eo[0:] =96, Varg(e,r)—g(n_l) oty

Insbesondere: 0 ist erwartungstreuer Schitzer fiir 0, allerdings ist es nicht konsistent:

lim Vary (@;) =10+ %82 > 0.

n—oo 3

Bemerkung. 0, = ﬁ Di1<icjen iy wirdin der Literatur auch mit 7 bezeichnet und die (empirische)

»Nukleotid-Diversitit* (engl. “nucleotide diversity”) genannt.

(Eg[7] = 0 ist einer der Griinde fiir die Parametrisierung, dass Mutationen mit Rate 0/2 lings
der Genealogie erscheinen.)

Beweis. Betrachte zunichst eine Stichprobe der Grofe n = 2: Es ist
Eo[A12] = Eg[Eg[A12]T]] = Eo[0T5] = 0Ey[ T3] = 6

(mit T = Zeit, wihrenddessen die Genealogie aus 2 Linien besteht = Zeit bis zum jgV der beiden
Stichproben, T3 ~ Exp(1)) und

Varg[ALz] = Val'g [EQ[ALQ |T2]] + E@ I:Varg[ALg |T2]]
= Varg[QTg] + EQ[QTQ] = 92Var9[T2] + QEQ[TQ] = 92 +0.

Betrachte nun eine Stichprobe der Gréfle n = 3, es bezeichne 7, die Anzahl Mutationen auf
Kante a, etc., siche Abbildung 2.5. Jede Kante kommt in 2 von 3 paarweisen Vergleichen vor, also ist

—_

1 2
O n=3 = g(Am +Ap 3+ A2,3) = §(77a 1+ 7t 77d)-
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Sei T die Linge der Zeitspanne, wihrenddessen der Koaleszent aus j Linien besteht. Nach Definition
sind 7q, My, e, ¢ unabhingig, gegeben T3 und T, und 14,7, ~ Poi(ng), Ne ~ Poi(ng), Ng ~
POi(g(Tg +T15)),d.h.ng + 1y + ne +1g ~ Pois(6L3/2), wobei Lg = 375 + 275 die Gesamtlinge des
Baums ist. Daher ist

4
\/a]rg[Q7r ne 3] = §Var9[na + 1M + 1 + nd]

4 4
= 5 Varg[Bo[na + 1 + e + 1| L] + SBo[ Varo [ + s+ ne + 14| Ls]

9
4 0 4_ 0 462 1 40 1 5 2
= gVl Lal + Bl Lal = g (0 gz + 4 1) w55 (3 5+ 2:1) = 50+ 0.

Andererseits ist wegen der Symmetrien der Verteilung des Koaleszenten Covg[Aq 5, Ay 3] = Covg[Ag 2, Ag 3],
etc. und somit

1 1 1 2
Varg[ﬁﬂ n= 3] = 5 -3 Val'g[ALg] + § -6 - COVQ[ALQ, ALg] = 5(92 + 0) + §COV9[A172, A173],
folglich

—~ 1 1 1
COVQ[ALQ, A173] = gVarg[H,r,n_g] - 5(02 + 6) = 592 + 59 (2.22)

Betrachte nun eine Stichprobe der Grofie n = 4: Es gibt 2 mégliche Baumtopologien (siche
Abb. 2.9).

Wir untersuchen zunichst Fall 1 (das mittlere Diagramm in Abb. 2.5). Gegeben T}, T3, T5 sind
hier 7, ~ Poi(§T4),m ~ Poi(§T4),nc ~ Poi(%(ﬂ + Ts))y'f]d ~ Poi(%(T4 + T3 + T2))7776 ~
Poi( ng), ng~ Poi(ng) und unabhingig. Weiter ist in diesem Fall

1
Ornes = A(1) = 0 )(3na+3nb+3m+3nd+4m+3nf) = X,
2

(beachte: wenn oberhalb einer Kante ¢ Blitter liegen, so tritt sie in £ - (n — £) paarweisen Vergleichen
auf), somit ist

Eo[0r - | Top.=t] = égE[3T4 + 3Ty +3(Ty + T3) + 3(Ty + T3 + Tp) + 4T3 + 313 |
9,3 3 11 4 11 17
=—+F+3Fmt =)+t <+t +1)+3-1)=—0,
sl o e o yo) ) s
_ 1 1
Varg[emn:zl | TOp.ZI] = %Eg [Varg [X1 |T4, Tg, TQ]:I + %Varg [EQ[Xl |T4, Tg, TQ]]
= %Eg[ (9T + 9Ty + 9(Ts + Ty) + 9(Ty + T + Tp) + 16T5 + 9T3) |
Varg[e (3Tu+ 3Ty + 3(Ty + Ts) + 3(Ty + Ty + Tp) + ATy + 3T3) |

72( +249(L+ ) +9(E+1+1)+ 8491
02
- mvarg[mn +10T5 + 675
53 62 v ey 53 115
- 102, 62) 05 190
108 144( )= 1050 3



Untersuchen wir nun Fall 2 (das rechte Diagramm in Abb. 2.5). Gegeben T}, T3, T5 sind hier
N ~ Poi(4T4),my ~ Poi(4T4),me ~ Poi(4(Ty + T3)),na ~ Poi(§(Ty + T3)),me ~ Poi(4(Ts +
T5)),ns ~ Poi( ng) und unabhingig, weiter ist in diesem Fall (mit Argumentation analog zu Fall 1)

1
Ornes = A(2) = 6 )(377a+377b+377c+377d+4776+477f) S X,
2

somit ergibt sich

_ 16
Eg[ 0 1| Top.=2] = EiE[3T4 + 3Ty +3(Ty + T3) + 3(Ty + T3) + 4(T5 + Tp) + 4T3 |

0 0 10
= EIE[12T4 + 10T + 873 = E(% +1048)= e
Val"el:gw,n:4 | Top,:z] = %Eg[Varg[Xg |T4,T3,T2]] + %Varg[Ee[Xz |CT47{T37 TQ]]
1
= £E9[ 9Ty + 9Ty + 9(Ty + T3) + 9(Tu + T3) + 16(T5 + Tn) + 16T5) |

1 0
+ %Varg[i(?)ﬂ + 3Ty +3(Ty + Ts) + 3(Ty + Ty) + A(Ts + Tp) + 4T5) |

0 02
= —E[36Ty + 34T + 32T | + mvarg[mn +10T5 + 875 |

72
02 2 2 g2 37 89
:ﬁ(gﬁ +32 1) 144(12 +13L2+?—2)_5—49+@02

Insgesamt ist mit P(Top.=1) = 2/3 = 1 - P(Top.=2) (denn damit der 2. Fall fiir die Baumtopo-
logie eintritt, muss die zweitjiingste Verschmelzung das Paar von Linien betreffen, das bis dahin noch
an keiner Verschmelzung teilgenommen hat, dies ist dann 1 von 3 Mglichkeiten)

— 2 17 1 10
Eg[eﬂ’n=4]:§'ﬁe+§'§9:9

und

Varg[e,r n= 4] Eg [Varg [Aﬂ- n=4 | Top]] + Val”g [Eg [Aﬂ n=4 | TOp ]]

2,53 115 1,37 89 2,17 1,10
25(1089 3249)+§(549 1629) 3(189 9) 3(99 9)
:§92+—6.
54 9

Andererseits ist wie oben wegen der Symmetrien der Verteilung des Koaleszenten

Varg[@\mnﬂl]——COVg[ oA, Y Ake]

1<i<j<4 1<k<t<4

—<6V8I9[A1 2] +6-2-2 COV@[Al 2, Al 3] + 6COV9[A1’2, A374])

1( +9)+3(

. —60% + 0)+ Cove[A12,A34]

3
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und somit

~ 1, 1,, 2, 1
Covg[Aya, As4] = 6Varg| Oy na] - (02 +0) - 4(§92 + 59) = 502 +30. (2.23)

Schliefilich betrachten wir den allgemeinen Fall einer Stichprobe der Grof3e n:

Eg[0:] = % > Eo[Ai]= L(n)Ee[Am] =0,

(2) 1<i<j<n 7 (;L) 2
1
COV@[ Z Ai,j ) Z Ak,e]

N2
((2)) I<i<j<n 1<k<t<n

= %((Z)Vare[Al,z] +(5)2(n -2)Covg[ A, Ay 5]

((3))

VaI'g [@T] =

+(5) (") Covg[ Ay 5, A3,4])

1 1, 1o a2, 1
- @(6’2+9+2(n—2)(§02+§0)+( ; )(502+§9))
. on+l 0+2(n2+n+3)92.

“3(n-1) In(n-1)
O

Passen beobachtete Sequenzdaten zum Modell? Unser wahrscheinlichkeitstheoretisches Mo-
dell beschreibt die Verteilung von n beobachteten Sequenzen, die wir an den Blittern eines Kingman-
n-Koaleszenten ablesen, auf dessen Kanten gemif§ einem Poissonprozess mit einer gewissen Rate 6/2
Mutationen liegen, die den Typ jeweils gemifl dem IMS-Modell dndern. Angesichts Satz 1.5 ist die
biologische Interpretation, dass wir n Stichproben aus einer ,panmiktischen® Population konstanter
Grof8e sehen und dass die genetische Variabilitit (am betrachteten Ort im Genom) ,neutral® ist (und

dass die Annahmen des IMS-Modells wenigstens approximativ zutreffen).

Die Tatsache, dass sowohl 9‘W als auch @; in diesem Modell erwartungstreue Schitzer fir (das
unbekannte) 0 sind, gestattet es, fiir die Nullhypothese ,,das Modell beschreibt die Daten zutreffend*
einen statistischen Test zu formulieren. Wenn das Modell zutrifft, sollte nimlich

bis auf ,zufillige Fluktuationen® gelten. Diese Idee geht auf F. Tajima zurtick, siehe den in Fuinote 7
auf S. 46 zitierten Artikel.

Um einzuschitzen, wie gro8 die ,,typischen Fluktuationen sind, sollten wir (zumindest) Varg [Oﬂ - QW]

bestimmen kénnen.

Bericht 2.27. Es gilt Covy [Sn, ’0;] =0+ (

somit

14 %) 62, also Covg [’Q\W,’é\ﬂ'] ==+ (% + %) % und

Vary [0 O] = (5 - 1) 0+ (Snim - 52 + 45 ) 02
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(mit hn = Z?:_ll %, gn = Z:L:_ll %2)
Weiterhin ist
Vi= oSy + 38, (S, - 1) (2.24)

mit

o= (g =) [ o= (B - 22 45) /(02 + 90) (2.25)

ein erwartungstreuer Schitzer fir Varg [HW - QW].

Die Formel fiir Covg[ Sy, @;] kann man mittels einer dhnlichen Zerlegung wie im Beweis von Propo-
sition 2.26 beweisen, siche F. Tajima, a.a.0. Zusammen mit Beobachtung 2.20 und Proposition 2.26
ergibt sich daraus die Formel fiir Vary[6, — Oy ].

Aus Beobachtung 2.20 folgt auch
E¢[S,] = 0h, und Eg[S,(S,-1)]= Varg[S,]+ (Eg[Sn])2 ~y[S,] = 6*h,, + 0%g,,
d.h. EQ[V] = Varg [/9\7‘- - @\W]

= QW\;EW mit ¥ aus (2.24) heiflt Tajimas D.
Vv

Die Teststatistik D erfiille Eg[ D] ~ 0, Varg(D) =~ 1 (die Erwartung ist nicht exakt = 0, da

Zihler und Nenner nicht unabhingig sind, die Varianz ist nicht exakt = 1, da V nur ein Schitzer

Definition 2.28 (Tajimas D). D :

tiir die Varianz des Zihlers ist). Die Formulierung ist (beispielsweise) durch den klassischen ¢-Test
inspiriert: Dort normiert man einen empirischen Mittelwert von n Beobachtungswerten mit dem

Standardfehler, einem Schitzer fiir die Streuung.

Um anhand von D einen statistischen Test zu formulieren, benétigen wir (fiir ein vorgegebenes
Signifikanzniveau o) sogenannte kritische Werte, d.h. geeignete Quantile von D unter der Nullhypo-
these.

Auf dem Ereignis {5, = s} gilt
O = s/, V=os+ azs(s—1),

der kleinste moglicher Wert von 6 ist dann

1 2
—s(n—-1)= il
n

(5)

5") . {’Z(n) = 0 fiir 2 < ¢ < n - 2 gilt (insbesondere, wenn alle Mu-

n—1

Dies geschieht, wenn £
tationen auf sogenannten externen Kanten — die direkt zu einem Blatt fithren — liegen). Der kleinste
mogliche Wert von D ist dann somit

2s/n—slhn __ 2fn—Afhn _ oy
\/041$+0428(8—1)5—>°° N mm( min ))

SI
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Abbildung 2.6: Ein ,sternférmiger” (links) und ein ,Hithnerbein®- (rechts) Koaleszentenbaum

Wihrend ein so kleiner Wert von D unter dem Modell, in dem Mutationen auf den Kingman-Koaleszenten
fallen, eher untypisch ist, wire dies ist in einer ,sternférmigen® Genealogie, in der die externen Aste
die Gesamtlinge des Baumes dominieren (siche Abbildung 2.6), typisch.

Andererseits ist auf { S, = s} der grofite mégliche Wert von 0,

TN (7 L)
el 2llnf2) = 25 EEEE

Dies geschieht, wenn £ [(:/)2] =n, fi(n) = 0 fird # [n/2] (d.h. wenn alle Mutationen auf sehr ,balan-
zierten“ Kanten liegen, die die Blitter in genau zwei Hilften teilen). Der grofite mogliche Wert von

D ist dann
e wlnf2nf2] gy A2zl g

n(n-1) n(n-1)
- = dmax = dmax(n)
Vaus+ags(s—1) 57 V2 ( )

Wihrend ein so kleiner Wert von D unter dem Kingman-Koaleszenten untypisch wire, wire diesistin

einer (sehr balanzierten) “Hithnerbein-artigen”-Genealogie, in der zwei innere Aste die Gesamtlinge
des Baums dominieren (siche Abbildung 2.6), typisch.

Im Gegensatz etwa zum klassischen ¢-Test ist die Verteilung von D unter der Nullhypothese

»die Beobachtungen entstehen durch die Typen an den Blittern eines
n-Koaleszenten, lings dessen Kanten sich mit Rate /2 Mutationen gemif§ (2.26)
IMS-Modell ereignen

nicht explizit bekannt und hingt von dem unbekannten 6 ab.

Tajimas pragmatisch-heuristische Lésung: Approximiere die Verteilung von D durch eine ska-
lierte Beta-Verteilung, so dass der Triger = [dmin, dmax |, EW= 0 und Var= 1 gilt (was recht plausibel
passt, siche Abbildung 2.7): Verwende die approximative Dichte

T(u+v)(d = dpin) " (diax — d)?7
L'(u)T(v) (dmax = Goin )41

Jappr (d) = . dmin < d < dpax (2.27)
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]. dmaxdmin dII]lIl

dmax - dmin

_ (1 + dmaxdmin)dmax

(2.28)

)
dmax - dmin

(beachte dppi < 0 < dipax).
Diese Formeln entspringen dem Ansatz

D »~ (dyax — dmin) B + dyin - mit B ~ Beta(u, v).

Beta(u,v) hat EW - und Var aus dem Ansatz und den geforderten Normierungen

uv
(u+v)?(utv+1)?

ergibt sich
U ~dmin Amax = dmin Amax
T
uv ~ u? i}'—:; ~ —dmaxmin
(u+v)2(u+v+1) (1 + %)2@(1 oy 1) (diax - oin)?(w(1 + Lp2=) 4 1)
B 1
* (dmax — dinin)?
~OmaxCmin =1 dmin (1 + dinaximin) Amax (1 + drmaximin)
= u-= 7 = y U= )
1 — omax Amax — dmin Amax — dmin

dmin

woraus sich (2.28) ergibt.

Definition 2.29 (Tajimas Test). Sei o € (0, 1), ¢Beta(u,v) (/2), @Beta(uv) (1 — a/2) das a/2- bzw.
(1 - a/2)-Quantil der Beta(u, v)-Verteilung mit angepassten Parametern u, v aus (2.28).
Lehne Hy : (2.26) ab, wenn

D < (dmax - dmin)QBeta(u,v) (04/2) + dmin oder
D > (dmax - dmin)QBeta(u,v) (1 - 04/2) + dmin-

Dieser Test hilt (zumindest approximativ) das Signifikanzniveau o ein.

Beispiel. Fiir die Daten aus Bsp. 2.18 ergibt sich n = 8, s = 31, 5%8) =13, fés) =1, §§8) =17, somit
8, =7.93,0y =11.96, D=-1.79

Tajimas Approximation liefert ein 95%-Konfidenzintervall fiir D unter dem Standard-Kingman-
Koaleszenten von [-1.663, 1.975], d.h. die Abweichung von 0 ist auf dem 5%-Niveau signifikant (s.
Tajima, a.a.0., Table 2, S 592).

Diskussion. In der biologischen Interpretation nennt man Tajimas Test gelegentlich etwas salopp
einen , Test auf Neutralitit“, da die Nullhypothese (2.26) aus einem Modell ohne Selektion stammt.
Signifikante Abweichungen von D #~ 0 legen Alternativhypothesen nahe, unter denen der Baum,
der die Stichproben verbindet, eher nicht wie ein ,typischer Koaleszent aussicht.
Ein signifikant negatives D < 0 passt cher zu einem Baum, in dem externe Aste dominieren (Ab-
bildung 2.6, links). Biologische Szenarien, in denen solche Genealogien typisch sind, wiren beispiels-
weise gerichtete Selektion am betrachteten Ort im Genom (oder in dessen ,,Nihe®, ein sogenannter

selektiver “sweep”) oder eine stark wachsende Population.
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Abbildung 2.7: Simulation der Verteilung von D fiir n = 25 und 6 = 10 (links) bzw. 6 = 2 (rechts)
unter dem Kingman—Koaleszenten mit IMS-Mutationen sowie angepasste skalierte Beta-Dichte aus

(2.27). Histogramm jeweils basierend auf 100.000 simulierten Datensitzen.

Ein signifikant positives D > 0 passt eher zu einem Baum, in dem wenige interne Aste dominie-
ren (Abbildung 2.6, rechts). Populationsszenarien, in denen solche Genealogien typisch sind, sind
beispielsweise (rdumlich stark) strukturierte Populationen oder sogenannte balanzierende Selektion
(bei der selektive Krifte gewissermafien eine genetische Substruktur in der Population aufrecht erhal-

ten).

Eine ,exakte“ Version von Tajimas Test

K. L. Simonsen, G. A. Churchill und C. F. Aquadro haben in dem Artikel Properties of statistical
tests of neutrality for DNA polymorphism data, Genetics 141:413—429, (1995) eine Version von Tajimas
Test vorgeschlagen, die ohne die (nicht wortlich gerechtfertigte) Approximation von D durch eine
Beta-Verteilung auskommt®.

Das unbekannte ¢ wird dabei als ,Stérparameter (engl. “nuisance parameter”) aufgefasst. Wir
wihlen 8 > 0 (und typischerweise klein) und konstruieren zunichst ein Konfidenzintervall fiir ¢

zum Irrtumsniveau (:
Sei fiir s € Ny

O.(s) = min {6 > 0: Py(S, > s) > 3/2}, Or(s) = max {0 > 0: Po(S, < 5) > 8/2}.

8Die Konstruktion verwendet ein allgemeines statistisches Prinzip, siche R. L. Berger und D. D. Boos, P values ma-
ximized over a confidence set for the nuisance parameter, Journal of the American Statistical Association 89, No. 427,

1012-1016, (1994).
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Dies ist mittels der Verteilungsfunktion von S,, unter Py aus Lemma 2.30 unten zumindest numerisch
méglich; da diese als Funktion von § stetig ist, gilt tatsichlich Py, () (S, > s) = 8/2und Pz, () (Sn <
s) = 32 fiir s € Ny.

Da 6§ — Py(S,, > s) monoton wachsend in 6 ist, gilt

0.(s)>0 < Pyp(S,>5)<f/2 und Op(s) <0 < Pu(S,<s)<p/2

Damit gilt
¥0>0 : Py([0.(S0),0r(Sn)]20) 21~ 5,
denn fiir 6 > 0 ist
Po([0L(Sn), Br(Sn)1#0) =Po(6 < OL(S,) ) + Po(6 > Br(S,))
= PQ(Sn € {S 10 < é\L(S)}) +P0(Sn € {5 10> é\R(S)})

= Z Pg(sn=$)+ Z Pg(sn:S) <=

5:Pg(Sn>s)<B/2 5:Pg(Sn<s)<B/2 2

=
AV e

Dann bestimmt man bei beobachtetem Wert von .S, (mittels Simulation, fiir §-Werte aus einem

geeignet feinen Gitter in [07,(S,,),0r(Sn)])

D = min{%-Quantil von Z5(D) + 0 ¢ [B1(Sy), Br(Sa)1},

D, = max {(1- %)—Quantil von (D) + 0€ [01.(5,),0n(S:)]}.

Somit gilt
¥0>0: Po(D¢[D},Di]) <a+ B,

d.h. der Test
lehne Hy : (2.26) ab, wenn D < D} oder D > D,

hilt Niveau o + 3 ein (zumindest theoretisch, wenn man die Quantile im 2. Schritt exakt bestimmen
konnte).

Beispiel. Fiir die Daten aus Bsp. 2.18 (n = 8, D = —1.79) berichten Simonsen, Churchill und Aqua-
dro, a.2.0., Table 3 gemif! diesem Ansatz ein 95%-Konfidenzintervall fiir D unter dem Standard-
Kingman-Koaleszenten von [-1.80,1.83] (fiir n = 10, S,, € [27,41]), d.h. die Abweichung ist
ygerade so“ nicht signifikant auf dem 5%-Niveau.

Lemma 2.30 (Explizite Verteilung von .S,,). Es gilt

n-1w n-2\; 6 \m+
FoSnmm) - 07(320)
o (Su=m) === S D (577) - meNo,

n—

1
1. C\k-1 ”_1) 0\t
Py (S, < s) =1 k;( 1) ( . (9+k) , seN.
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Bemerkung. Dies ist eine Version von Lemma A.6 (Dichte der Faltung exponentieller ZVn) ftir den
diskreten Fall (Faltung geometrischer ZVn).

Beweis. Sy, = Sy + Spp-1+ -+ Spomit Sy, ; ~ geom(9+l 1)ua
Seiw € [0,1]: Esist
¢ -1 ¢ g1 1 _ j-1
[ ] Zu 0+5— 1(6’+] 1) 0+j— 11 u9+g_l j_1+9(1_u)7
somit )
n n— k
Snl _ Snjl
E ]‘EE[“ ] ,Qmm—u)
Weiter ist
nl k ! An k . (n-1)! k n—2
,gk+z:,;k+z (ze C~N-N) m1tan,k:1_[;:k1(j_k):(—1) (n—l)(k_l),
also
oo n—-1 oo 9 m =) n—1 6 m
Sn = m — — m o _ m
]Eg[u ] mzou Py (S, =m) ,;a"’kn;)(QJrk) u mzou k=1an7k(9+k)
und
~ s n_ln—l o1 n-—2 9 m+1
Py (S < 3)—ZP9(5 m)—T;OT];(—l) (k:—l)(0+k:)
_n—l”‘1 w1 (M= 2) < g \m+l
T8 ,;1(_1) (k—1)mzzo(e+k;)
s+1
:n_lnl(_l)k_l(n_2) 9 1_(ﬁ)
0 k=1 k=1)0+k 1‘(%)
_n—l”’1 wfn—2\0 6 \**!
T4 kzl( 2 (k—1)%(1_(0+k) )
n—1 s+1
Ser (-t
;( 1 ( k (1 0+k
n—1 s+1
S () )
! ,;( D ( k 0+Fk
(denn - Ypf (-1)F(" ) =1-(1-1)» ' =1). O
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Anhang A

Anhang

A.a  Ein Exkurs zum Poissonprozess und zu zeitkontinuierli-
chen Markovketten

Wir diskutieren hier knapp Poissonprozesse auf R, und zeitkontinuierliche Markovketten. Wesent-
lich mehr dazu findet man z.B. in den Biichern von J. Norris [Norg7] oder von A. Klenke [Kle2o,
Kap. 17.3].

Sei ¢n —> N-oo 0 eine Nullfolge, A > 0, ZZ.(N), i € Nu.iv. ~ Ber(Acy) (wir betrachten o.E. nur
so grofle N, dass Acy < 1), seien

7™M =0, TN =inf{i>TY 2™ =1}, feN

)

(TZ(N) ist der Zeitpunkt des ¢-ten Erfolgs in der Miinzwurffolge (Zi(N) )ien), dann sind

(N) ._ (N) (V)
T, =T, =T, ", LeN

wiv, 7N ~ geom(Ae ), dh. P(7™) = §) = enA(1 = exA)i-! fiir j € N und fiir 2 > 0 gile

P(CNTZ(N) >1r) = ]P)(TZ(N) > [ij) = (1 - CN)\)WCNJ — e

CN N—oo ’

d.h. CNTE(N) Ni> Exp(A) (Ubung: Beweisen Sie diese Aussagen).

Sei weiter

MM = {1 <i<k: 2™ =1} = max{f e Ny : TV < &},
offenbar gilt fir 0 < kg < ky < < kyp,
MY - M M - M0 MY~ MY sind unabhiingig
und fiir 0 < k < & ist MG = MM ~ Bin(k' = k, ex\), somit gilt fiir 0 < ¢ < ¢/
(V) (V) i \(4
]\4[15,/%J - M[t/CNJ ]\:;Pms(/\(t —t)).

(Ubung: Beweisen Sie diese Aussagen).
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Dies lddt ein, folgendes Limesobjekt zu betrachten: Sei 71,79, ... wiv., 77 ~ Exp(X), Tp :=
077—‘3 =T +”'+7—5a€€N$

M;:=max{ieNg:T;<t}, te[0,00)

er stochastische Prozess t )10 hei vissonprozess mit Rate A. (Beachte: die Definition ist so ein-
der stochastische P M) 40 heifdt P t Rate \. (Beachte: die Definit t
gerichtet, dass ¢ — M, rechtsstetig ist, man sagt auch: (M), hat rechtsstetige Pfade.)

Aus obigen Uberlegungen folgt fiir jedes m € N

(CNTl(N), R ,CNT&N)) N_io)o (Tl, Ce ,Tm),
d

(en ™. ,cNTﬁlm)]E; (T1,...,Ty)

somit ergibt sich fiir t1 <ty <t k1,..., kpn €Ny
(N) (N) (N) (N) (N) (N)
]P’(MUI/CNJ =k, My = km) =P(T < tifen] < Ty s T < ltmfen] < Ty ))
d

]\:;P(Tkl <ty <Thystse s Do <t < Thoe1) = P(My, = ki, oo, My, = ki),

d.h. die Folge von stochastischen Prozessen (M, )

Lt/ex ] )0 konvergiert gegen den Prozess (M, )0 im

Sinne der endlich-dimensionalen Verteilungen.
Aus diesen Beobachtungen folgt

]P(Mtl - Mto = J1s Mtg - Mn =J2--- >th - th_1 = ]m)

. ) ™ ) ™
= lim P(M 5= My =g My = M= m)

L ) ™ ™) ™

= lim P(M = M= 1) %o < P(M 5= M= i)

_ ﬁ o A(titi1) (A(ti —tia))”
i1 Ji!

d.h. die Inkremente eines Poissonprozesses (M, ) sind Poissonverteilt [der Parameter ist Ax die Linge
des betrachteten Zeitintervalls] und Inkremente tiber jeweils disjunkte Zeitintervalle sind unabhingig.
Diese beiden Eigenschaften charakterisieren den Poissonprozess [ggfs. mit Forderung der Rechtsste-
tigkeit].

Der Parameter A kann als Sprungrate interpretiert werden in dem Sinne, dass fiir ein (kurzes)
Zeitintervall (¢, + h] die Wahrscheinlichkeit, einen Sprung in diesem Zeitintervall zu sehen, # A x
Intervalllinge ist, genauer

M Ah+O(R?)  firh | 0.

P(Mpp =k+1|My=k) =P(Myp-M;=1) =e T

Zu allgemeinen zeitkontinuierlichen Markovketten Sei £ endliche Menge, 7= (P(2,Y) ) uyeE
stochastische Matrix (d.h. p(z,y) > 0, ¥y P, y) = 1fiiralle z € E), X = ()/(\n)neNO (zeitdiskrete,
homogene) p-Markovkette (d.h. P(Xo = 29, X1 = #1,..., Xp = 25) = P(Xo = 20)P(20,21) X -+ X

P(Tp-1,xy) flir zo, 21, ..., 2, € E).

59



Sei (M} )4s0 Poissonprozess mit Rate A > 0, unabhingig von X,

Xt :ZXM“ tE[0,00),

so ist [p™ bezeichne die m-te Potenz von P, I die E x E-Identititsmatrix]

00 - § 5 0000

0= n! W((_I)nﬁn)(x’y)
- E\ (mm(_ryeom e it (0
-t - \m (p ( I) )(x,y) Z(:)E!()‘(p I)) (x,y) ;K!Q (2,y) (e )(Ly)

[wobei die Matrix @ = (¢ ) s yer Eintrige ¢, , = A(P(z, y) — 6, ) besitzt; obige Reihe konvergiert,
denn max, yep |Q7,| < (|E|max, yeg [Qqyl)"; beachte auch, dass p und 1" kommutieren] und
analoge Rechnungen, die die Unabhingigkeit der Zuwichse von (M} )0 ausnutzen, zeigen

P(th =Ty, Xy, = $n|X0 = lEo) = Hpti—ti_i(xi—laxi)
i=1

fﬁr0=t0<t1<"'<tn,l’0,l'1,...,l‘nEE.

Die Matrix () heiflt die Sprungratenmatrix (auch: Ratenmatrix oder Q-Matrix) der zeitkontinu-
ierlichen Markovkette X, sie hat die Eigenschaften

.y >0 fira # Y, Z Qey = —Qz .z
yeB y#x

Zur Interpretation der Eintrige von () als Sprungraten: Fir x # y und i | O ist
]P)(Xt+h =Y ‘ Xy = (L’) = (ehQ)(xv y) = Qo(wvy) + th(x,y) + O(hQ) = th»‘,y + O(h2)

Kolmogorovs Vorwirts- und Riickwirtsgleichungen fiir zeitkontinuierliche Markovketten

Fiir die Sprungratenmatrix () = (qy 4 )z e einer zeitkontinuierlichen Markovkette auf der endlichen

Menge E lost exp(tQ) = Yoo 5Q" fiir ¢t > 0 das System von Differentialgleichungen

0
% exp(tQ) = Qexp(tQ) = exp(tQ)Q
demnach fiir t > 0 und P; = €% = (py(z, y))m,yeE

%Pt =QP,dh Vz,yeE :

(A.1)

o) = Laeep(z:) = X e ((9) - ),

(A.2)
0 0
apt =PQ,dh.Vr,yeE : apt(l’ay) = Zpt(l’72)Qz,y :pt(xay)Qy,y + Zpt(fl?az)qz,y

ZFY

(A3)

60



(beachte: gliedweise Differentiation der Exponentialreihe ist hier erlaubt).

Die Gleichungen (A.2) und (A.3) haben eine stochastische Interpretation. (A.2) heifft Kolmogo-
rovs Riickwdirtsgleichung, denn es gilt (wir schreiben P, (-) fir P(-|Xo = x))

pt+h(xa?/)h_pt(x’y) _ %(Px(xﬁh:y)—m(Xﬁy))
1

= (P =3l = 2)Pa(Xi = 2) - Pul(X, =)

= %( Zzpt(z,y)(l{x:z} +hqy . + o(h)) —pt(:):,y)) = qu,zpt(Z,y) +0(1),

man leitet sie also aus her durch ,Riickwirtszerlegung” des Prozesses X im Intervall [0, ¢ + h ] gemif§
dem Verhalten am Anfang des Intervalls. Analog heif$t (A.3) Kolmogorovs Vorwdrtsgleichung, sie ent-
steht durch Zerlegung gemifl dem Wert bei ¢:

Pt+h($>y)h_ pley) %( P Pa(Xian =yl X, = 2)Po (X, = 2) - Po(X, = 1) )

- %( I pe(w,2) (Liayy + hgy,. + 0(h)) —pt(x,y)) = Y Gupi(2,y) + o(1).

Sowohl (A.2) als auch (A.3) sind (im Fall | E| < o0) eindeutig 16sbar und beide bestimmen die Halb-
gruppe von Ubergangsmatrizen (P;)i=0 — es sind beides endliche Systeme linearer Differentialglei-

chungen mit konstanten Koefhzienten.

Beispiel A.x. a) Sei £ = {0,1}, Q = (;“ﬁg) mit a,b > 0. Fir z,y € {0,1} gile p;(z,y) =
By @ 4 (1 @)Y mit u(0) = bfa-+b), p(1) = af(a + b).
b)Sei F ={0,1,2,3} (oderauch £ = {A,G,C, T}) und

-3 1 1 1

1 -3 1 1
@= 1 1 -3 1

1 1 1 -3

Firz,y € Egile py(z,y) = 0 ye7 + 1 (1 - e4).

Lemma A.2. F endliche Menge, Q = (quy)zyer Sprungratenmatrix, X\N), N € N zeitdiskrete E-
wertige Markovketten mit Ub@rgzm ISIMALYIX

p(N)(‘r7y):51,y+CNq:Ey+O(CN)7 xayEE7

wo cy = 0 fiir N — oo und XéN) = xg € . Dann konvergieren die (zeitlich reskalierten) Prozesse

(X [(t]/vc)N | )10 fiir N — oo gegen die zeitkontinuierliche Markovkette X mit Sprungratenmatrix () (im

Sinne der endlich-dimensionalen Verteilungen).

Beweis. Wir schreiben die Ubergangsmatrix von X V) als
PN =T+enQy

61



mit Qy := ¢y} (p™) - I), somit nach Voraussetzung Q v e () (eintrags-weise).

—1 [C;VltJ cflt LC;VltJ C*lt C*lt -1)--- Cilt k41
(re@ut = 5 (9 )gr o5 o AIUAZ DR =k D o
k=0 k=0 !
0o 1k
e Zt_kaetQ fiir N — oo.
iz k!

Beachte: Fur k € N gilt

& len't](Ley't] - 111-!--([c;gtj —k+ 1)%@ %Qk

(eintrags-weise) und die Betrige der Eintrige der Matrix auf der linken Seite sind fiir gentigend grofies

N
<t*(2max{|Q(z,y)|: x,y € E})* /K,

so dass Grenzwert und Summation vertauscht werden konnen. Somit

IP’(X(N) —ap,.., XN 1 w,) = [(I+ en Q)N D) ()
j=1

lentta] lenttn
]\:oﬂ(e(tj_tj*@))(xj_l,xj) = IP’(th =xy,..., Xy, = xn)
]
A.2  (Weitere) Eigenschaften des Kingman-Koaleszenten
Sei §i(n), t=n,n-1,...,1der Zustand des n-Koaleszenten zum ersten Zeitpunkt, zu dem 7 Klassen

77777

die Skelettkerte des Kingmlan—n—Koaleszenten, sie ist (offenbar) eine Markovkette. ]

Proposition A.3. Fiir § € &, miti Klassen der Groffen A, ..., N; € N (mit \y +---+ \; =n) gilt

! (n—i)!(i-1)!
M) _¢eyze - BN W PR k) L G L
P(gz - 5) - Cn,zw(f) mat UJ(g) - >\1~ /\z~7 Cn,z = n‘ (Tl _ 1)‘ . (A4)
Beispiel. Betrachte n = 9,7 = 3, esist cg 3 = 3 % = 1/1693 440.
Ai | 333 \ 432 \ 5-2-2 \ 4741 | 531 | 621 | 7-I-1

w ‘ 216 ‘ 288 ‘ 480 ‘ 576 ‘ 720 ‘ 1440 ‘ 5040
Wir sehen: die Verteilung hat mehr Gewicht auf ,,unbalanzierten Aufteilungen.”
Beweis von Prop. A.3. Rickwirtsinduktion tiber i: Fiir ¢ = n gilt P = {{1},...,{n}}) = 1 mit
A ==X, =Lunde,, =w(l,...;1) =1

1 —> 19— 1:Esist

1 falls 7 aus £ durch Verschmelzung eines Paars von Klassen
P& =nle =¢) =1 () entehe
0, sonst.
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Seine&,,|n|=1i-1, Klassengréfﬂen 5\1, D VI

Z P(e™ =€)

2 i—1 5\2—1 1(5\£
m

P(e") = 1)

)Cn’ij\ll"‘j\g_llm!(j\g - m)!j\g_,.l!"':\i_l!

Fiir das 2. Gleichheitszeichen verwenden wir die Induktionsannahme und zerlegen gemif$ der ,,aufge—
spaltenen Klasse: die ¢-te Klasse hat )\g Elemente, zerlege in 2 Teilmengen d. Gréfen m und )\g -m,

es gibt 5 ( ) mégliche Wahlen; der Faktor 3 5 entsteht, weil die Klassen in 7 als ungeordnet aufgefasst

werden. ]
Korollar A.4. 1. Sei 0 eine uniform verteilte Permutation von {1, ... i}, n.a. von E™, M; = |C’Z(Z)(Z |
mit £ = {C’Z-(ff), e 01;(7?) }. Dann ist

(My, ..., M;) uniform verteilt auf {(ml, coomy) ENVimy ek my = n}
2.8 & ={Ay, ..., A1} € & mit|Aj] = N\ g(f(n) |€(n) €) kann folgendermafen beschrieben

werden:

* wible Aj mit Wkeit :j;ll (j€{l,...,i—1}), dann wible k uniform ans {1,...,\; - 1}

e spalte Aj uniform in zwei Teile der Grifsen k und \; - k.

Bemerkung. Fiir i = 2 zeigt Kor. A.4 die ,,uniforme Aufspaltung® der Stichprobe in zwei ilteste

Familien.
Beweis von Kor. A.4. 1. Seien my, ..., m; mit my + --- + m; = n gegeben. Nach Prop. A.3 hat jede
Realisierung des (zufillig) geordneten Vektors (C’f a)(1) ey C’i(z)(l.) ), die mit den geforderten Gréflen

m vertriglich ist, die Wkeit %cm—ml l---m;!, somit

n 1
]P)((Ml,,MZ) (ml,,mz)):(ml m)ﬁcmml'ml'

(n-i)l(i-1)! 1
(n=Dt (1)

denn es gibt (m1 n mz) Partitionen, die bezgl. der Grof3e der Klassen in Frage kommen,

jede hat n. Prop. A.3 dieselbe Wkeit c,, ;2 !---m;!,

die Wkeit, dass zuf. Perm. o geg. Ordnung liefert, ergibt nochmals einen Faktor l,

(Beachte auch #{{(my,...,m;) e Niimy + -+ m; =n}} = ( ) n Kugeln in ¢ (nummerierte)
Schachteln legen, so dass keine Schachtel leer ist: n — 1 mégl. Plitze fiir ¢ — 1 “Trennwinde”.)
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2. § entstehe aus 1) durch Aufteilen von A; in 2 Teile der Grélen k£ und \; - k.
PN =g =P =€)

P(e™ =¢1eM) =) =

P(é*(") n)
) éCn,iAl Gt VRV = B) I ! 1 G-
- Cn,i—l)\l-"')\j—l!)\j!)\j+1-"')\7j—1! - (;) -7+1 (
Mol 1l

n—i+l N-1 (%)

(2 AL =\Wahl von A;

n—i+1

s ﬁ— = Wahl von k; 2@’5 Wahl der Zerlegung von A; — beachte: Faktor 2, da

die Klassen “ungeordnet” angegeben werden) [
Korollar A.s. Betrachte eine Teilstichprobe der Grisse n in einem Kingman-m-Koaleszenten, mitm >

n. Dann erfiillt die Wabrscheinlichkeit des Ereignisses E,y, ,, dass der jiingste gemeinsame Vorfabre
(igV) der n-Stichprobe mit der Wurzel des m-Koaleszenten dibereinstimmit,

-1
P(Emnn) — % fiirm — oo.

Beweis. Wir betrachten §§n), die erste Aufspaltung des Koaleszenten von der Wurzel aus betrachtet.
Diese resultiert in einer Aufspaltung der trivialen Partition {{1,...,m}} in eine Aquivalenzrelation
mit genau zwei Klassen der Gréssen m — X und X, wobei X nach Kor. A.4 auf [m — 1] uniform
verteiltist. Falls der jgV der n-Stichprobe nicht mit der Wurzel tibereinstimmyt, so miissen die Ahnen-
linien aller n Individuen der Stichprobe alle entweder in dem Block der Grésse m — X oder in dem
Block der Grésse X liegen.

- X n X n
Das erste Ereignis hat Wahrscheinlichkeit u und das zweite (X )y .
(m)ni (m)nl
Wir erhalten
m-l -k k
P(Emn,)zl_P((EmnV)c)=1— [(m )nl n ( )nl]]P)(X:k)
k=1 (m)m (m)nl —_—
— 1- (x +(1-2)")dx
_ 1 n+1 ! n+1 2
=1 [n+1x ]0 [n+1( ) (1)] =1 n+1
tiir m — oo durch Konvergenz der Riemann-Summe gegen das Riemann-Integral. ]

A.3 Die Verteilung der Summe unabhingiger, exponentialver-

teilter Zufallsvariablen

Lemma A.6. Scien X1, X, ..., X, unabbingig, X; sei exponentialverteilt mit Parameter \; und
A < Ao <+ <\, Dann bat X := X, +---+ X, die Dichte

Ix(t) = i)\j exp(-A;t) ﬁ

k=1,k+j

k
PYREDVE
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. . . T Ak
insbesondere ist (mit aj := [1g_y k) )\k_/\j)

n

P(X >t) =) ajexp(-Ajt), t>0.

Beweisskizze. Die Formel fur die Dichte kann man beispielsweise per Induktion durch sukzessive
Faltung mit der Exponentialdichte beweisen, fiir den Induktionsschritt beachten wir

ftTSA exp(—A;s) H )\j x Apexp(=A,(t-5))ds

k=1 k#]
n-1 n—-1 )\ t -t -Ant
k Ant (An=X;)s e -e
= A A H X e " / eS8 (g = Z AjAn H X
j
j=1 =1,k+j Ak = A 0 k=1 k#j )‘j An = Aj
n-1 n )\ n-1 )\ n-1 )\
Y k _ k
— )\je Ajt _ )\ne Ant J H
j=1 k=1,k+j Ak )\J j=1 An = /\ k=1,k#j Ak = /\
Dann verwenden wir die Identitit
= )
j=1 J k=1,k+j Ak = )‘j k=1 Ak = An

die (man dividiere beide Seiten durch A; Ag---A,,_1 und sortiere Terme) dquivalent ist zu

i [l Bveyvhll (As)

Sei gj(x) = HZ:L,#]- ﬁ (das j-te Lagrange-Polynom zu A1, ..., Ap), fl(l‘) + 52(1’) + e+ En(l‘) ist
ein Polynom in  vom Grad n — 1, das (mindestens) an den n verschiedenen Stellen Aq, ..., A, den
Wert 1 annimmt (denn ¢;(A;) = 6;;), daher gilt ¢4 (z) + lo(x) + - + £, (x) = 1. Die linke Seite von
(A.s)ist (—=1)""! mal der Koeffizient von 2~ in diesem Polynom.

Alternativ beachte man, dass fiir ( € Rist E[e®%i] = [ e“®N\;eN%dx =
a;\;

i )\/\ i = 1(() gilt, wihrend fO Ty Y1 ajAje Ty = i >\ z( =: o(z) und es ist s = 1

(2 ist d1e Partialbruchzerlegungs-Darstellung von (1), denn beide sind meromorph auf C mit jeweils ein-

fachen Polen bei ¢ = i)y, ..., —iA,und lim|,_o @12(2) = 0, lim,, i, fl(fg =\ I 1 et Ak)\A

p2(z)
g Aj—iz’

/\)‘—j., also E[eX] =

hmz» A

Die Formel fiir den Verteilungsschwanz von X ergibt sich durch entsprechendes Integrieren der
Dichte. u

A.4 Erwartete Fixationszeit im Wright-Fisher-Modell: exakte
Rechnung

In diesem Kapitel fithren wir den vollstindigen Beweis von Satz 1.1 aus, d.h. fiir die Fixationszeit
ngiv) = inf{r > 0 : X,SN) = 0 oder XﬁN) = N} im neutralen 2-Typ-Wright-Fisher-Modell mt
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Populationsgrofle N gilt
Nesoo 2N

fallszn /N - pe[0,1].
Wir schreiben im Folgenden p, := X ,(,N) /N fiir den Anteil von Typ A-Individuen in der 7-ten Ge-

= H(p) = -plog(p) - (1 -p)log(1-p) (Ls)

neration (und unterdriicken in der Notation, dass dessen Verteilung natiirlich auch von /N abhingt),

sowie [P, bzw. [E,, fiir Wahrscheinlichkeiten bzw. Erwartungswerte in der Sitation, dass der Startanteil
Po = XéN)/N = p betrigt.

Wir zeigen zunichst die obere Schranke
E,[T5 ] <2NH(p) (A.6)

Fiir p € {0, 1} gilt die Aussage trivialerweise. Fiir p € {3, ... %=1} liefert die ,,Ein-Schritt-Analyse

(1.4)
E (T2 =1+ % Pip=a}E [T ]. (A7)

q¢{0,%,--.,1}

Unser Ziel ist nun zu zeigen, dass fiir alle p € Iy = {0, %, ..., 1} und N € N die Funktion

fn(p) =2NH(p) - E,[T],

die Ungleichung
> Pu(pi =) fn(a) - fn(p)] <0, (A3)

qeln
mit fy(0) = fn(1) = 0 erfiillt. Denn damit ist fx superharmonisch und { fx (pr) }rs0 ein FV-
Supermartingal [KWro, Kapitel 2.7]. Mit dem Doobschen Stoppsatz [KW1o, Satz 1.10] folgt fiir jedes
fir p € I, dass
fn(p) 2 Ep[fN(PTég>)] =0,

und damit gilt
fn(p) =2NH(p) - E,[TMV] > 0,

und dies ist gerade die Aussage (A.6).
Es bleibt also noch (A.8) zu zeigen, was fiir Randfille p € {0, 1} offensichtlich gilt. Angesichts
von (A.7)ist (A.8) furp € {%, e %} dquivalent zu folgender Ungleichung:
2N 3 Py(p1 = )[H(a) - H(p)] < -1 (A.9)
qeln

Da die Funktion H (-) symmetrisch beziiglich Spiegelung um p = 1/2ist, d.h. invariant unter der
Ersetzung p = 1 - p, gilt

S Piy(p=)[H(@)-H1-p)]= Y Piy{p=1-¢}[HQ1-q)- H(1-p)]

qEIN qEIN

= Y Pu(pr=q)[H(q) - H(p)]

qeln
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Daher geniigt es, den Fall 0 < p < 1/2 zu betrachten. H ist im Innern von [0, 1] beliebig oft stetig
differenzierbar; Taylor-Entwicklung bis zur ersten Ordnung mit Restglied in Integralform liefert

H(@)= Hp) + (- H@) + [ (a-DH" ()t
=H(p)+(q—p)H’(p)+(q—p)QfolH”(pW(q—p))(l—U)du, gely

wobei wir in der zweiten Zeile t = p + u(q — p) substituiert haben. Wir definieren ein Wahrschein-

lichkeitsmaf fiy ,, auf (0, 1) mittels

‘/(071) f(x) finp(dz) = ﬁ ‘/OlEp[f(p +u(py ‘P))(pl —p)2]2(1 —u)du

(sieche Lemma A.7 (a)).
Damit schreibt sich

> B = [0 - 1) = P2 [ i) o ()

qeln

p(1-p) _ p(1-p) _
= TToN 1) p(x) finp(dr) < TTON 90( /(071) wﬂN,p(dx))

mit p(x) = ﬁ, wobei das Ungleichungszeichen aus der Konvexitit der Funktion ¢ auf (0, 1)
und der Jensenschen Ungleichung folgt. Weiter ist

/(071):13[2N,p(d$) = W‘N_p)AlEp[(p+u(p1—p))(pl_p)z]Q(l_u) du

__ N 21 1 3
= m(pEp[(pl -p) ] + ng[(pl -p) ])
wobei wir den Satz von Fubini sowie fol 2u(1 - u) du = 1/3 verwenden. Es ist
1 1
E,[(n1 - p)*] = ;5E[(Yvp - Np)*] = 15p(1-p)(1 - 2p)
mit Yy, ~ Bin(V, p) und Ep[(pl —p)2] = p(1-p)/N (siche Lemma A.7 (b)).

Damit finden wir
1-2p

~ p
dr) =2
f(o,nx’w’p( T =5 N

und daher
q;v P,(p1 = q)[H(q) - H(p)]
. _p(-p) ! L
T 2N (p2+(1-2p)/(6N))(1-p/2-(1-2p)/(6N)) ~ 2N
p(-p) > 1 fiirp < 1/2). Dies komplettiert den Beweis von (A.9)

(beachte & ranyem ) -pr=t2m)7eN)) 2
und damit auch der Aussage (A.6).
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Um die Asymptotikvon E, [ng) ] aus (1.5) zu zeigen, betrachten wir nun die Taylor-Entwicklung
von H bis zur zweiten Ordnung. Sei zunichst ¢ € (0, 3) und setze

T = inf{r : p, < £ oderp, > 1 -¢}.

Fir( e (¢/2,1—-¢/2)ist
1-2¢
HIII C —
O=za-0
gleichmifig beschrinkt. Taylor-Entwicklung bis zur zweiten Ordnung mit Restglied in Integralform
liefert

H(q)=H(p) +(¢-p)H'(p) + @H”(p)

+ (q —2]7)3 /OlH"'(p+u(q—p))(1—u)2du

Weiter ist

|H" (p+u(qg-p))(1-u)?|
(1-u)? 1
< 2 3 S35 5 <
((L-w)p+ug)*(1-(1-u)p-ug)* " p*(1-p)
Fiir das zweite Ungleichungszeichen betrachten wir hier eine die Fallunterscheidung: Falls ¢ < p, so
ist der erste Term in der zweiten Zeile hochstens

574

(1-u)?/ ((1-w)p+0)(1- (1-w)p-up)’ =1/(p(1-p))?

falls ¢ > p gilt, so ist er hochstens (1 —w)?/ (p(1 - (1 —u)p - u))2 =1/(p(1-p))2.

Somit gilt
| ) }]P)p(pl =)[H(q) - H(p)]
’{éi ;%On=qﬂ@—pﬂTUD+%@—pVH“@)+é@—pPH%<@Jﬁﬂ
= —;N% | { ; }Pp(pl =q)(g-p)*H"(¢(q,p))
=—§+RN@)”

wobei das Restglied die Abschitzung

_ 1
| max |Rn(p)| <e™ max E,[lp1 - pl*] < CiNaR
pE{O’N ..... 1}n(e,1-¢) pe{O,N ..... 1}

erfiillt: Fiir p € [0, 1] ist mit der Jensenschen Ungleichung und Lemma A.7 (b)
3/4 3/4
Byl o] < (B [lpa -5l < (V2)"
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Die tibliche Ein-Schritt-Analyse zusammen mit obigem zeigt, dass
Fre(p) = 2N H(p) - B, [T\™)]
fiirpe {0,4,...,1} n (g, 1 -¢) die Gleichung

> Pu(pri =) [fne(q) - fne(p)] = 2N Ry (p)

erfiillt. Zudem gile firp € {0, ..., 1} n ([0,e] n [1 - &,1])

1 1
0< fne(p) < 2N[510gg +(1-¢)log - 5]
Somit erhalten wir [Referenz fiir geeigneten Stoppsatz heraussuchen...]
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’%fN,s(p)‘ _ ’%Ep[vag(st(N)) + JZ(:) 2NRN(pj)]|

1 1 1
< [610gg +(1-¢)log ; _8] + 54]\[3/2IEp[T{;_(N)]

DaE, [TV < E,[T{V] < 2N H(p) gemiR (A.6) gilt, folge

. 1
limsup max |WfNE(p)| < H(e)
N=oo pe{0,77,,1}

mit H(¢) - O fiire | 0. Offenbar ist stets ngcv ) TE(N) > 0. Die starke Markov-Eigenschaft (und ein
offensichliches Kopplungsargument, sowie Spiegelungssymmetrie um p = 1/2) zeigt, dass

0<E [T - T < sup B, [TV] < 2NH(e).

O<p/<e
Insgesamt ergibt sich
(V) (N)
hgjﬁp ’% - H(p)‘ < ﬁgﬂp ‘% - H(p)|
+ lim sup | Ep[Tﬁ(i;)]\; TE(N)] | < H(e)+ H(e)
N-oo
und mit € | 0 folgt die Behauptung. O

Wir tragen einige kleine Details aus dem Beweis von Satz 1.1 in folgendem Lemma zusammen:

Lemma A.7. (a) Fir0<p<1lund N € Ndefiniert die Formel

N 1
L di:—fE - -p)?2(1-w)du (A.

[(0,1) f (@) finp(dx) w(=p) Jo p[f(p+u(p1 p))(p1-p) ] (1-u)du (A.o)
fiir beschréinktes (und messbares) f : [0, 1] - R ein WabrscheinlichkeitsmafS iy, auf [0, 1].
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(b) Fiir Yy, ~ Bin(N,p) gilt

E[(Ynp - Np)®| = Np(1-p)(1-2p),
E[(Yv, - Np)*] = Np(1-p)(1-3p(1-p)) +3N(N -1)p*(1-p)* < N*

Beweisksizze. (a) Offensichtlich definiert die rechte Seite von (A.10) ein Mafl. Um zu priifen, dass es
sich tatsichlich um ein Wahrscheinlichkeitsmaf§ handelt, setzen wir f(z) = 1 ein: wegen Ep[(pl -

p)2] =p(1-p)/N und [, 2(1 - u) du = List fin ([0, 1]) = 1.
(b) Man kann Yy, — Np = XN (A; - p) mit A, ..., A, wiv. Bernoulli(p) darstellen und dann die
Linearitit des Erwartungswerts (und geeignete Gedanken zur Kombinatorik) ausnutzen. Alternativ

kénnte man die momentenerzeugende Funktion viermal ableiten.

Insbesondere liefert die Jensen-Ungleichung (R, 5 z +~ 2:3/4 is konkav) dann

3/ 3/4

4
E[[Yn, - Nof*] = E[ (Vi - Npl*) '] < (E[[Yw, - Npl*]) < (N2)"" = N2

A.s Ein Steilkurs iiber Martingale in diskreter Zeit

Dieses Kapitel ist eine Einladung, sich (in sehr knapper Form) mit der Theorie der (zeitdiskreten)
Martingale zu beschiftigen. Eine wesentlich griindlichere Behandlung findet sich beispielsweise bei
Klenke [Kle20], speziell Kapitel 8—11 (das auch Lesern ans Herz gelegt sei, die an den im Text erwihn-
ten ,,Ubungen“ verzweifeln).

Beispiel A.8. Die symmetrische gewohnliche Irrfahrt S, = Xq+-+-+ X, X; uiv, P(X; = £1) = 1/2
(Sp := 0) wird uns hier als ,,Leib-und-Magen-Beispiel“ dienen.

A.s.x  Filtrationen

Zur Erinnerung: Das ,iibliche“ Grundobjekt der Wahrscheinlichkeitstheorie ist ein Wahrscheinlich-
keitsraum (€2, o7, P), bestehend aus Grundraum €, o-Algebra o7 auf 2 und einem Wahrscheinlich-
keitsmal8 P auf o7 Eine Filtration (%), ist eine aufsteigend geordnete Familie von Teil-o-Algebren,
dh. F#, c F,.q c o tfirn =0,1,2,.... Eine naheliegende (und niitzliche) Interpretation ist, .%,,
als die Menge der bis zur Zeit n entschiedenen Ereignisse aufzufassen.

Beispiel A.9. Eine Folge von Zufallsvariablen (X,,) definiert via %, = o(Xo, X1,...,X,,) eine
Filtration (Ubung: Uberzeugen Sie sich davon).

A.s.2  Bedingte Erwartung
¢ c o eine (Teil-)o-Algebra. Wenn ¢ endlich viele Atome Ay, ..., Ag hat, liegt es nahe, die ,be-

dingte Erwartung von X, gegeben die Information aus ¢ folgendermaflen zu definieren:

E[X[#](w) =

]P’(Ai)E[XlAi] firw e A;. (A.m)
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Man verallgemeinert (A.1r) folgendermaflen: Eine reellwertige ZV Z heifft bedingte Erwartung
von X gegeben ¢ (schreibe E[ X |4 ]), wenn gilt

1. Zist¥-messbar, d.h. {Z € B} € ¢ fiir jede messbare Teilmenge B c R,
2. E[HZ] = E[H X] fiir alle beschrinkten ¢-messbaren ZVn H.
(Ubung: Uberzeugen Sie sich, dass im Fall || < oo die Version aus (A.11) diese Definition erfiillt.)

Bericht A.ro. Fiir integrierbares X existiert die bedingte Erwartung E[ X|¥¢ | und ist bis auf f.s.-
Gleichheit eindeutig bestimmt (Existenz beispielsweise via Projektion auf den Unterraum der (qua-
dratintegrablen) ¢-messbaren ZVn). Neben den ,iiblichen® Eigenschaften von Erwartungwerten
(Linearitit, Positivitit) sind zwei wichtige Eigenschaften

. E[E[X|¥]|9'] = E[X|¥9'] wenn ¥’ c & (, Turmeigenschaft*),

2. E[YX|9] =Y E[X|¥] sofern Y &¥-messbar ist (und E[| X Y] < o0).

A.s.3 Martingale

Eine Folge integrierbarer Zufallsvariablen (M), ) (so dass M,, .%,,-messbar ist fiirn = 0, 1,...) heifdt
ein Martingal (beziiglich der Filtration (.%,)), wenn

E[M,|Fn-1] = My, (fs.) firn=1,2,... (A.r2)

gilt. Es gilt dann auch E[M,,|.%,,] = M,, (fs.) fiir m < n (Ubung).
Die symmetrische Irrfahrt (Beispiel A.8) ist ein Martingal (Ubung).

Bericht A.ii. Wenn in (A.12) das .= durch ,> ersetzt wird, spricht man von einem Submartingal,

wenn es durch ,,< ersetzt wird, von einem Supermartingal.

Privisible Prozesse, ,Spielstrategien®, Gewinnprozesse als Martingale

Hy, H,, ... eine Folge (individuell) beschrinkter Zufallsvariablen, so dass H; .%#;_;-messbar ist fiir
i=1,2,... (mannenntdann (H;);s1 auch privisibel), (M,,) ein Martingal. Dann ist auch die Folge
(Yy,), definiert durch Y := 0,

Vo= 3 Hy(My = My1), n=12,... (A13)
k=1

ein Martingal (Ubung). Wenn man (,,) als den Gewinnprozess eines Spielers, der in jeder Runde
einen , Einheitseinsatz* in einem fairen Spiel wettet, interpretiert, so ergibt dies fiir (Y},) folgende In-
terpretation: Dies ist der Gewinnprozess eines Spielers, der jeweils vor der i-ten Runde den H;-fachen
Einheitseinsatz setzt. Die Bedingung, dass H; .%;_;-messbar sein muss, beschreibt einen Spieler oh-
ne hellseherische Fihigkeiten: die Hohe des Einsatzes muss vor der Kenntnis des Ausgangs der i-ten
Runde festgelegt werden.
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A.s.4 Stoppzeiten

Eine Zufallsvariable 7 mit Werten in {0, 1, . .. } mit der Eigenschaft
{r<n}eZ, n=0,1,2.... (A.14)

heift eine Stoppzeit (strenggenommen: (., )-Stoppzeit). (A.14) 1iflt sich folgendermaflen interpre-
tieren: Man kann zu jedem Zeitpunkt n entscheiden, ob 7 ,bereits eingetreten ist. Aquivalent kann
man fordern, dass {7 = n} € .%, fiir alle n (Ubung).

Fiir eine Stoppzeit 7 ist die 7-Vergangenhbeit 7. gegeben durch A € . : <= An{r <n} e Z,
fiir jedes n (.%, ist eine o-Algebra, Ubung).

Eine wichtige Klasse von Stoppzeiten erhilt man mittels 74 := min{k € Z, : X}, € A}, wenn
(X,,) eine (%, )-adaptierte Folge (sagen wir, reellwertiger) Zufallsvariablen und A c R (Uberzeugen
Sie sich, dass 74 eine Stoppzeit ist). Sind 71, 7> Stoppzeiten, so auch 71 A 7o und 7 V Ty (Ubung).

Warum ist mit 7 stets auch 7 + 5 eine Stoppzeit, 7 — 5 aber im Allgemeinen nicht?

A.s.s Optionales Stoppen

(M,,) Martingal, 7 beschrinkte Stoppzeit (d.h. es gibt eine Konstante 7" mit der Eigenschaft P(7 <
T') = 1). Dann gilt

Satz A.r2 (Optional sampling-Satz, Basisversion). E[MT] = E[Mo], allgemeiner E[MTL?%] =
M py fiirn =0,1,.. ..

Zum Beweis argumentieren Sie beispielsweise folgendermafien: Oberpriifen Sie zunichst, dass
M, = E[MT|357] fast sicher (A.15)

gilt. Tatsichlich gilt fiir A € .,

E[M,14]

T T
E[ Sho Mid(r = km] - Y E[MiLaotrn] = Y B[E[ M Zi L ]

T T
> E[E[MTlAn{ﬁkﬂfk” => ]E[MTlAﬂ{Tzk}] = E[MT]-A]7
k=0 =0

wobei an geeigneter Stelle (wo?) die Martingaleigenschaft My, = E[ Mr|.%#], die Tatsache A n {7 =
k} € Z,undE[E[-|.%;]] = E[ - ] ausgenutzt werden. Aus (A.1s) ergibt sich sofort die erste Behaup-
tung (warum?).

Fiir die zweite Behauptung benutzen Sie die Turmeigenschaft der bedingten Erwartung beispiels-
weise folgendermafRen: 7 A m ist ebenfalls eine Stoppzeit, die offenbar 7 A n < 7 (< T') erfiillt. Uber-
legen Sie sich, dass dies .Z,,,, c %, impliziert (ist das anschaulich einsichtig?). Demnach gilt mit

(A.1s)

M, = EI:MT|¢?T/\7’Z:| = E[E[MT|9\T]

Fran] = E[M] ,00].
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Bericht A.x3. Man kann in Satz A.12 die Bedingung, dass 7 beschrinkt sein muss, fallen lassen. Tech-
nisch ist dann die entscheidende Bedingung, dass die Familie (M,,) gleichgradig integrierbar sein
muss (Siche [Kle20, Abschn. 10.3]). Ganz ohne Bedingungen kann Satz A.12 aber nicht richtig sein,
wie die gewdhnliche Irrfahrt (Beispiel A.8) mit 7;1) := min{n : S,, = 1} zeigt: Wegen der Rekurrenz
von (.S,) ist 71y < oo fis., also ST“} = 1, somit E[Sm}] =1 # E[Sy] = 0. (Fiir die Gliicksspielin-
terpretation bedeutet dies: Man kann — im Prinzip — aus einem fairen Spiel sicheren Gewinn ziehen,
wenn man ggfs. beliebig lange spielen und dabei beliebig hohe Schulden ansammeln darf.)

Bemerkung A.14. Aus Satz A.12 folgt, dass das gestoppte Martingal (M, )., ebenfalls ein Martingal
ist, wenn 7 eine (beschrinkte) Stoppzeit und (M, ) ein Martingal ist.

A.s.6 Konvergenz

Unter (,leichten”) Bedingungen konvergiert ein Martingal (1, ) fast sicher. Die auf Joseph Doob
zuriickgehende Beweisidee ist folgende: Wire dies nicht der Fall, so gibe es a < b, so dass (M,,)
unendlich oft zwischen (unterhalb) @ und (oberhalb) b oszilliert. Dann kénnte man mit folgender

Strategie beliebig groflen Gewinn erzielen:
* Steige ein, sobald M,, unter a fillt,
* halte, bis M,, iiber b steigt.
* Erziele mindestens Gewinn b — a > 0 aus jeder solchen ,,Aufkreuzung®.

Das widerspricht allerdings den Beobachtungen aus Abschnitt (A.s.3).

Wir wollen diese Idee nun prizisieren. Sei (M,,) ein nach unten beschrinktes Martingal, o.E.
M, > 0 tiir alle n. (Warum ist die Annahme > 0 keine zusitzliche Einschrinkung?)
Seien 0 < a < b < 0. Setzen Sie o := 0,

7 = inf{n>opq:M,<a}, k=12,...,
inf{n>m: M, >b}, k=1,2,....

Ok

(Mit Verabredung 7, = oo bzw. 0}, = 0o, wenn es kein passendes n mehr gibt.)
Uberzeugen Sie sich, dass die 73, und oy, Stoppzeiten sind. Betrachten Sie beispielsweise eine Skiz-

ze, um sich zu vergewissern, dass (1)

im Zeitintervall {7y, 41, . . ., 0% } die k-te Aufkreuzung von (unterhalb) a nach (oberhalb) b ausfiihrt
(A.16)
(sofern 7y, o < 00). Sei
UL = max{k : o, <n}

die Anzahl abgeschlossener solcher Autkreuzungen bis zum Zeitpunke n.
Seily:=0,firn>1

n—1
]n = Z 1(3/{; T < 1< O'k)(Mi+1 - Mz)v
1=0
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d.h. nur die Inkremente von (}/,,) innerhalb der Aufkreuzungsintervalle zihlen fiir (I,,). Verifizieren
Sie, dass
E[In|<ggn—1:| =1,
gilt, d.h. (I,,) ist (ebenfalls) ein Martingal.
Warum gilt

I,> (b-a)US™ + (M, - M, > (b-a)US™ + (0-a)? (A.17)

U,(La’b)ﬂ/\n)
(Hinweis: Fur jedes k ist Zf:’gl(]\/[ﬂl -M;)=M, - M, >(b-a).)

Lemma A.xs (Aufkreuzungsungleichung). Es gilt fiir jedes n

a

(a.b)
B[] < 7—.

(Aa8)

Offenbar Uéa’b) < U fir alle n, d.h. die Folge von Zufallsvariablen (U,ﬁ“’b) : n € N) konver-

n+1
)

. . (a,b
giert monoton gegen ein Us, ", also auch

E[ULY] = 1im B[U{*P] < —— < o0

n—»00 —-a

(benutzen Sie den Satz von der monotonen Konvergenz fiir das Gleichheitszeichen und dann (A.18)
tiir die Abschitzung), insbesondere P(U §§‘ b) oo) =1.

Betrachten Sie nun Ereignisse (mit 0 < a < b, a, b € Q, sagen wir)

Clab) .= {lim inf X, < a} N {lim sup X,, > b} )

n—>00 n—o0

Argumentieren Sie, dass C(®) c {U (ab) }, folglich P(C'(¢%)) = 0 nach obigem, und daher auch

P (U05a<b C(“’b)) =0 (A.19)

a,beQ

gilt. Warum haben Sie damit folgende Version des Martingalkonvergenzsatzes bewiesen?
Satz A.a6. Ein nach unten beschrinktes Martingal konvergiert mit Wabrscheinlichkeit 1.

Bericht A.r;. Die Konvergenz M,, - M f.s. muss i.A. nicht die Konvergenz der Erwartungwerte
implizieren: Betrachten Sie beispielsweise die Irrfahrt aus Beispiel A.8, die beim Auftreffen auf -1

gestoppt wird. Fiir gleichgradig integrierbare Martingale gilt allerdings auch E[M,,] - E[M].

A.s.7  Doobsche Ungleichung

Im Allgemeinen ist es sehr schwierig, aus der Verteilung eines stochastischen Prozesses zu festen Zeiten
Informationen tiber das Pfadverhalten wie beispielsweise das laufende Maximum abzuleiten. Im Fall

von Martingalen sind die Verhiltnisse tibersichtlicher:
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Satz A.18 (Doobs L2-Ungleichung). Sei (M,,) Martingal mit My > 0 und E[ M?] < oo fiir allen,
M = maxocp<pn M. Dann gilt
E[(M;)?] < 4E[M;].

Fiir festes A > 0 gilt
AP(M;; > ) < B[ M, 1(M; > A)] ( <E[[M[1(M; 2 V)]). (A.20)

Argumentieren Sie beispielsweise folgendermaflen: 7 := inf{k : M} > A} A n ist eine (durch n)
beschrinkte Stoppzeit, also

E[M,] = E[M]

E[M,1(M;; > \)| + E[M,1(M;; < \)] = E[ M, 1(M;; > N) | + E[ M, 1(M;; < \)]
AP(M;: > \) + E[M,1(M;: < \)].

v

Nun substrahiere E[Mnl (M} < )\)] auf beiden Seiten.

Stets gilt
My
(M?)? = f 2N,
0
also (wegen (M)? < MZ + M} + -+ + M2 ist der Erwartungswert endlich)

E[(M;)?] EUOM* 2)\d)\] ]E[fOOOQ)\l(M* zA)d)\] =2f°°AIP>(M; > \) dA

IA

2[ (M LM > \)] d) = 2E[|M |f d)\] OR[| M, | M;]

Folgern Sie mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung:

E[(M;)?] < 2/ E[[ M2\ E[(M;)2]:

Bericht A.r9. Die Ungleichung gilt wortlich auch fiir Submartingale. Die Annahme M, > 0 ist
eigentlich nicht notwendig (vereinfacht hier nur die Argumentation ein wenig). Es gilt eine analoge
Aussage fiir jedes p > 1 statt p = 2 (Doobs LP-Ungleichung).

A.s.8 Die symmetrische gewohnliche Irrfahrt auf einem Intervall

Seien a,b € Z, a < x < b, Z(@ab) die symmetrische gewohnliche Irrfahrt startend in 2 (@ab) _ =z,

gestoppt, sobald Z{"*" € {a, b}. Priifen Sie: ((b— Z{"*") /(b—a)), und ((b—- Z{"* b))(Z,(f’“’b) -
a) —n), sind Martingale. Kénnen Sie diese Information benutzen, um die Wahrscheinlichkeit, dass
der obere Rand getroften wird, sowie die erwartete Zeit bis zum Treffen des Rands zu berechnen?
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