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Der Erwartungswert ist eine wichtige Kenngré3e der
Verteilung einer reellwertigen Zufallsvariable X, er gibt
eine Antwort auf die — etwas salopp formulierte — Frage
Wie grof3 ist X typischerweise?"
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Diskreter Fall

Sei X reelle ZV mit abzahlbarem Wertebereich (in einem
gewissen Zufallsexperiment 27) d.h. es gibt eine
abzahlbare Menge S=Sx c R mit P(X e S) =1 und
Zp(X) hat Gewichte P(X = x), x € S.
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Diskreter Fall

Sei X reelle ZV mit abzahlbarem Wertebereich (in einem
gewissen Zufallsexperiment 27) d.h. es gibt eine
abzahlbare Menge S=Sx c R mit P(X e S) =1 und
Zp(X) hat Gewichte P(X = x), x € S.

Definition 1.60

Der Erwartungswert von X ist definiert als

E[X]:= ) xP(X =x),

XESX

sofern die Reihe absolut konvergiert (d.h. sofern

Y xesy [X|P(X = x) < oo gilt, dann kann die Summation in

beliebiger Reihenfolge erfolgen). Manchmal schreibt man

auch py := E[X].

Man sagt dann ,X besitzt einen Erwartungswert‘ und

schreibt dies auch als X € L' (bzw. X € £'(P), wenn die
zugrundeliegende W’keiten P(-) nicht aus dem Kontext klar sind). 3/65



Diskreter Fall

Beispiel 1.61

@ Aein Ereignis, so ist
E[la]=1-P(la=1)+0-P(la=0) = P(A).
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Diskreter Fall

Beispiel 1.61

@ Aein Ereignis, so ist
E[la]=1-P(la=1)+0-P(la=0) = P(A).

@ W Augenzahl bei einem fairen Wiirfelwurf (W ist
uniform auf {1,2,3,4,5,6}), so ist

1 1 1 1 1 1
=—14+4-—-2+—.83+—-44+—.54+—.
IE[W]61+62+63+6 +65+66
1+2+3+4+5+6 21
- 6 =% 30
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Diskreter Fall

Beispiel 1.61

@ Aein Ereignis, so ist
E[la]=1-P(la=1)+0-P(la=0) = P(A).

@ W Augenzahl bei einem fairen Wiirfelwurf (W ist
uniform auf {1,2,3,4,5,6}), so ist

1 1 1 1 1 1
=—14+4-—-2+—.83+—-44+—.54+—.
IE[W]61+62+63+6 +65+66
1+2+3+4+5+6 21
- 6 =% 30

(allgemein X uniform auf {1,2,...,s} mit se N, so ist
1 S(S+ 1) S+1

Z_' 2 2')
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Diskreter Fall

Beispiel 1.61 (Fortsetzung)

© X habe Wertein S:={2,3,4,...} u{-2,-3,-4,...}
mit Gewichten P(X = n) = P(X = -n) = 5 fr

n=2,3,...
(es ist X722 2550y = X2 (755 — 5) = 1, d.h. dies sind
W’gewichte),
dann ist
SIMPX=x=Y " -$1_
xeS mn(n-1) =k

d.h. X besitzt keinen Erwartungswert.
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Diskreter Fall

Beispiel 1.61 (Fortsetzung)

@ Wenn man S durchnummerierte mit xo; = i + 1,
Xoi_1 =—i—1,i€N, soware

o N
2 XP(X =x) = lim 5 xP(X =x)=0
j=1 T =

(denn Y2 x,P(X = x;) = 0).
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Diskreter Fall

Beispiel 1.61 (Fortsetzung)

© Wenn man andererseits S durchnummerierte mit
Xzi=—i—1, X3j_0 = 2i, X3j_1 =2i + 1, ¢ N, so ware

ZX,P(X x;) = lim Zx,P(X x,)— Iog(2)¢0

J=1
(denn i 1 ¢N-1 1
X/P(X X/) Z:I 22/(1 1) Z:I 2 2/(1 1~ Ezk:‘l kT
3 zZN "1~ -1log(N)+ }log(2N) = 1log(2)).
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Diskreter Fall

Beispiel 1.61 (Fortsetzung)

© Wenn man andererseits S durchnummerierte mit
Xzi=—i—1, X3j_0 = 2i, X3j_1 =2i + 1, ¢ N, so ware

ZX,P(X x;) = lim Zx,P(X x,)— |og(2)¢0

j=1

(denn _ N
X/P(X Xj) Z/ 22,(, 1) Z/ 2 2,(, 1) §Zk:1 k +
222N "% ~-3log(N) + Flog(2N) = 3 log(2)).

(Wir sehen hier ein Beispiel fur die Tatsache aus der
Analysis, dass der Wert einer bedingt konvergenten
Reihe von der Summationsreihenfolge abhangt.)
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Diskreter Fall

Bemerkung 1.62

@ Eine beschrankte reellwertige ZV X
(d.h. es gibt ein M < oo mit P(-M < X < M) =1)
besitzt stets einen Erwartungswert.

(Dies gilt insbesondere, wenn X nur endlich viele
mogliche Werte hat.)
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Diskreter Fall

Bemerkung 1.62 (Fortsetzung)

©@ Wenn X endlich viele mbgliche Werte X1, ..., X, (mit
Gewichten p(x;) = P(X = x;)) hat, so kann man E[X]
als den ,Massenschwerpunkt interpretieren.

p(x1) (X2 p(x3) ]P(X4)\ ]P(Xs)\

Xq X2 /1N X4 X5

E[X]
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Diskreter Fall

p(x1)| [p(x2) p(X3

~—

’P(X4)‘ ’P(XS)‘

X1 Xo /1IN X3 X4 X5

E[X]

Auf einer Balkenwaage (deren Balken Eigengewicht 0
habe) liege an der Position x; das Gewicht p(x;), damit
der Balken in Ruhelage ist, muss man in an der Stelle
>4 xip(x;) = E[ X] unterstiitzen
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Diskreter Fall

~—

p(x1)| [p(x2) p(X3 ’P(X4)‘ ’P(XS)‘

X1 Xo /1IN X3 X4 X5

E[X]

Auf einer Balkenwaage (deren Balken Eigengewicht 0
habe) liege an der Position x; das Gewicht p(x;), damit
der Balken in Ruhelage ist, muss man in an der Stelle
>4 xip(x;) = E[ X] unterstitzen, denn dann ist das
Gesamtdrehmonent (proportional zu)

iP(X/)(X/ ~E[X]) = E[X]-E[X] = 0.
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Diskreter Fall

Bemerkung 1.62 (Fortsetzung)

© Der Erwartungswert von X muss nicht
notwendigerweise ein moglicher Wert von X sein
(P(X =E[X]) = 0 ist durchaus méglich, siehe
Bsp. 1.61),

daher kann man die Interpretation von E[ X] als
JLypischer Wert von X* i.A. nicht wortlich nehmen.
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Diskreter Fall

Bemerkung 1.62 (Fortsetzung)

© Es gilt aber: Sind Xj, Xz, ... unabhangig mit
derselben Verteilung wie X, so konvergiert

M, :=

X1+X2+”'+Xn—>E[X]:ZXP(X:X)

n n—oo

(in geeignetem Sinn), dies ist die Aussage des
Gesetzes der gro3en Zahlen, das wir spater sehen
werden.
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Diskreter Fall

Bemerkung 1.62 (Fortsetzung)

© Es gilt aber: Sind Xj, Xz, ... unabhangig mit
derselben Verteilung wie X, so konvergiert

M, :=

X1+X2+”'+Xn—>E[X]:ZXP(X:X)

n n—oo
(in geeignetem Sinn), dies ist die Aussage des
Gesetzes der gro3en Zahlen, das wir spater sehen

werden.
Es ist namlich

My =y x FUEDX 20

und #{i<n: X = x}/nr;>o P(X = x).
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Diskreter Fall

lllustration: X;, X, ... uniform auf {1,2,3,4,5,6},

X, sind jeweils die schwarzen Punkte, M, die blaue Linie
©

Wert

Index n
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Diskreter Fall

lllustration: X;, X, ... uniform auf {1,2,3,4,5,6},
X, sind jeweils die schwarzen Punkte, M, die blaue Linie

© o0 0 oo ° » » L) ° ° °
w0 ° ° L X ) ° oseee ° °
<t ° oo o0 ° o oo [ ] ® o LX) ° o

Wert

Index n
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Diskreter Fall

X, sind jeweils die schwarzen Punkte, M, die blaue Linie

Wert

lllustration: X;, X, ... uniform auf {1,2,3,4,5,6},

©

\ \ \ \ \ \
0 100 200 300 400 500

Index n
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Diskreter Fall

lust

X, sind jeweils die schwarzen Punkte, M, die blaue Linie

ration: X, Xo, ... uniform auf {1,2,3,4,5,6},

© —

Wert

Wir haben

in Kap. 0 (,eine Monte-Carlo-Methode zur Integration*) verwendet.

\ \ \ \ \ \
0 100 200 300 400 500

dies bereits Index n
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Diskreter Fall

Bemerkung 1.62 (Fortsetzung)

© Man kann E[X] als den erforderlichen Einsatz in
einem fairen Spiel* interpretieren, bei dem man eine
zufallige Auszahlung X erhalt.
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Diskreter Fall

Bemerkung 1.62 (Fortsetzung)

© Man kann E[X] als den erforderlichen Einsatz in
einem fairen Spiel* interpretieren, bei dem man eine
zufallige Auszahlung X erhalt.

@ Der Erwartungswert ist eine Eigenschaft der
Verteilung: Z(X) = Z(Y) impliziert E[X] = E[Y].
(Klar, da dann P(X = x) = P(Y = x) fur alle x gilt.)
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Diskreter Fall

Beispiel 1.63

@ Sei X ~Binyp, neN, pe[0,1]:
E[X] = 3. kP(X = k) = Y. k(] )o(1 - p)*
k=0 k=1 k

(=T ke n-1-(k-1)
=mp)\, 4P (1-P)
k=1

= npBin,_1 ,({0,1,...,n-1})
=np
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Diskreter Fall

Beispiel 1.63 (Fortsetzung)
Q Sei X ~ Geomp, pe[0,1] :

E[X] = 2”"(1 -p)" = 221 (1-p)"

=
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Diskreter Fall

Beispiel 1.63 (Fortsetzung)
Q Sei X ~ Geomp, pe[0,1] :

E[X] = 2”"(1 —p)”=p2ki1 -(1-p)”
-p3. (1-p)=pY(1-p) 3-(1-pY
k=1 n=k k=1 j=0
=2, (1-p) =51
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Diskreter Fall

Satz 1.64 (Rechenregeln fir Erwartungswerte)

Seien X, Y,X1,X2,...,Y1,Yg,...€£1(P).
1. (Linearitét) Fir a,b e R gilt aX + bY € L'(P) und

E[aX + bY] = aE[X] + bE[Y].
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Diskreter Fall

Satz 1.64 (Rechenregeln fir Erwartungswerte)

Seien X, Y,X1,X2,...,Y1,Yg,...€E1(P).
1. (Linearitét) Fir a,b e R gilt aX + bY € L'(P) und

E[aX + bY] = aE[X] + bE[Y].

2. (Monotonie) Wenn X > Y (es geniigt P(X >Y)=1), so
git E[X] > E[Y]; insbesondere gilt E[ X] > 0 ftir X > 0.
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Diskreter Fall

Satz 1.64 (Rechenregeln fir Erwartungswerte)

Seien X, Y,X1,X2,...,Y1,Yg,...€E1(P).
1. (Linearitét) Fir a,b e R gilt aX + bY € L'(P) und

E[aX + bY] = aE[X] + bE[Y].

2. (Monotonie) Wenn X > Y (es geniigt P(X >Y)=1), so
git E[X] > E[Y]; insbesondere gilt E[ X] > 0 ftir X > 0.

3. P(X>0)=1undE[X]=0= P(X=0)=1.
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Diskreter Fall

Satz 1.64 (Rechenregeln fir Erwartungswerte)

Seien X, Y,X1,X2,...,Y1,Yg,...€E1(P).
1. (Linearitét) Fir a,b e R gilt aX + bY € L'(P) und

E[aX + bY] = aE[X] + bE[Y].

2. (Monotonie) Wenn X > Y (es geniigt P(X >Y)=1), so
git E[X] > E[Y]; insbesondere gilt E[ X] > 0 ftir X > 0.

3. P(X>0)=1undE[X]=0= P(X=0)=1.

4. (Faktorisierung fir unabhangige Produkte) Wenn X
und Y unabhéngig sind, so ist XY € £L1(P) und

E[XY] = E[X]E[Y].
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Diskreter Fall

Beweis.

1. Beachte, dass aX + bY ebenfalls diskret ist, der
Wertebereich {ax + by : x € Sx, y € Sy} ist abzahlbar. Es
ist

Y |zIP(aX +bY =2z) =) |lax+by|P(X=x,Y =)
z X’y‘_w—-/
<lallx|+[bllyl

<lal Y IxIP(X = x) +[b| 3 IYIP(Y = y) < o0,
X y
d.h. aX + bY € L1(P). Analog ist
E[aX +bY] =) (ax+by)P(X=x,Y =y)
Xy
=ay xP(X=x,Y=y)+bY yP(X=x,Y =y)
X,y x.y

- gE[X] + bE[Y].
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Diskreter Fall

Beweis.

2.
ZXP(X X) = ZXP(X x,Y=y)

=0 faIIs y>x

>Y yP(X=x,Y=y)
X?y

=S yP(Y =) =ELY]
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Diskreter Fall

Beweis.

2.
ZXP(X X) = ZXP(X x,Y=y)

=0 faIIs y>x

>Y yP(X=x,Y=y)
X’y

=§y:yP(Y=Y) =E[Y]

3. Sei X>0.E[X]= ) xP(X=x)ware >0, wenn
x (=0)
P(X =x) >0 fur ein x > 0 galte. N
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Diskreter Fall

Beweis.

4. Beachte, dass XY wiederum diskret ist. Weiter ist

YzZIP(XY =2z)= > |xy|P(X=x,Y=y)

z Xx,y+0

=P(X=x)P(Y=y)

= Z(:)IXIP(X =X)- ZOIYIP(Y =y) = E[IX]JE[| Y]],
X+ y+

d.h. XY € £1(P). Analog folgt
E[XY]=> zP(XY=2z)= ) xyP(X=x,Y=y)

X,y#0

=Y XP(X=x)-Y yP(Y =y)
x#0 y#0

- E[X]E[Y].
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Diskreter Fall

Beobachtung 1.65 (Erwartungswerte fir Kompositionen)

X (diskrete) reelle ZV, g : R - R, Y := g(X).

Dann besitzt Y einen Erwartungswert g.d.w.
> 19(x)|P(X = x) < o0 und in diesem Fall ist
X

E[Y]= ;g(X)P(X= X).
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Diskreter Fall

Beobachtung 1.65 (Erwartungswerte fir Kompositionen)

X (diskrete) reelle ZV, g : R - R, Y := g(X).

Dann besitzt Y einen Erwartungswert g.d.w.
> 19(x)|P(X = x) < o0 und in diesem Fall ist
X

E[Y]= ;Q(X)P(X= X).

(Schreibe 32, yP(Y = y) = ¥, Y. g0y IX)P(X = X) =
Yxg(X)P(X =x).)
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Diskreter Fall

Beispiel 1.66

1. Seien Xj, ..., X, u.i.v,, ~ Ber,, SO ist
X = X1 + e+ Xn ~ Blnn7p Und

E[X] = E[X;] ++E[X,] = np.

(Wir hatten den Erwartungswert einer binomialverteilten
ZV bereits in Bsp. 1.63, 2. bestimmt, hier kommen wir
allerdings ohne explizite Rechnung aus).
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Diskreter Fall

Beispiel 1.66 (Fortsetzung)
2. Sei X ~ Hypg ,, x hypergeometrisch verteilt,

(P(X=1¢)= S)S(!W)f) dies war Bsp. 1.17)

Denken wir an eine Urne mit s schwarzen und w wei3en
Kugeln, aus der k mal ohne Zuriicklegen gezogen wird,
SO ist

x4 la,+--+1a, mit A; = {i-te gezogene Kugel ist schwarz}

also

und P(Ar) = P(Ag) == P(A) = .

E[X] =k ——.
S+ W
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Der Fall mit Dichte

Definition 1.67

Sei X reellwertige ZV mit Dichte fx, dann besitzt X einen
Erwartungswert (auch X € £' geschrieben), wenn gilt
[ |x|fx(x) dx < oo und man setzt dann

E[X]:= /::xfx(x) dx.
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Der Fall mit Dichte

Beispiel 1.68

1. X ~ No1 hat E[X] = 0, denn aus der Symmetrie der
Dichte folgt

E[X] = V%Tr f : xe 12 dx

1 o0 2 1 o0 2
= xe"‘/zdx——f xe*2dx =0
\Y4 2T »/O 21 J0o
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Der Fall mit Dichte

Beispiel 1.68

1. X ~ No1 hat E[X] = 0, denn aus der Symmetrie der
Dichte folgt

1 o0 .
E[X] = — xe X2 dx
[X] _27([&
1 00 5 1 oo ,
NG xe 2 dx - — xe*2dx=0
\/27T/0 w/zﬂ,[o

(strenggenommen muss man auch prifen, dass
(27r)—1/2f |X|e—x 2/2 dx = (2/71_)1/2/ xe~* 2/2 S =
(2/m)'/?[ - _XZ/Z]O = (7/2)71/2 < c0)
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Der Fall mit Dichte

Beispiel 1.68

1. X ~ No1 hat E[X] = 0, denn aus der Symmetrie der
Dichte folgt

1 o 2
E[X]= — xe X2 dx
[(X] %[w
1 o0 2 1 o0 2
=— xe X lPdx - —— xe*2dx=0

(strenggenommen muss man auch prtifen, dass

(2m) 712 [ |x|e** 12 dx = (2/m) 12 [° xeX*/2 dx =

(2/7T)1/2[ —x2/2]0 _ (7_‘_/2) 1/2 < oo)

Somit gilt auch: Y ~ N, - hat E[ Y] = i1, denn o X + =Y
nach Bsp. 1.34.
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Der Fall mit Dichte

Beispiel 1.68 (Fortsetzung)
2. X ~Exp, hat E[X] =1/, denn

E[X]:fooox)\e‘“dx:[x(—e‘“)]go—fo 1-(—e™) dx
1
A
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Der Fall mit Dichte

Beispiel 1.68 (Fortsetzung)
2. X ~Exp, hat E[X] =1/, denn

E[X] = fowx)\e‘“ dx = [x(~e™)] -f°°1 (™) dx

0
= / e M dx = f e M dx =

3. Die Cauchy-Verteilung mit Dichte 1
besitzt keinen Erwartungswert:

= (val. Aufg. 5.2)

©1 |x| 1 217 _
[oo;1+X2 Zf 7r1+x2 [;|09(1+X)]0_00'
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Der Fall mit Dichte

Bericht 1.69

1. Man kann prinzipiell den Fall mit Dichte aus dem
diskreten Fall herleiten: X habe Dichte fyx, so nimmt

Xy = L [nXJ den Wert 5 k e N an mit

k (k+1)/n
P(Xm =) - [k .

also ist (sofern die Reihe absolut konvergiert, was man
analog Uberpruft)

k (k+1)/n
EXw]= 57 [, 0o

keZ n

= [: %[nxjfx(x) ax — [: xfx(x) dx
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Der Fall mit Dichte

Bericht 1.69

2. (Analogon zu Beob. 1.65 im Fall mit Dichte)

Sei X = (X, ..., Xy) R-wertig mit Dichte fx : RY - [0, oo],
g:RI->R, Y:=g(X).Danngilt Ye L' g.d.w.

fRd l9(X1, ..., Xg)|fx(X1,. .., Xg) dxq ... dXy < 00

und in diesem Fall

E[Y] =fRdQ(X1,...,Xd)fx(x1,...,xd) axq...dxy < .
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Der Fall mit Dichte

Bericht 1.69

2. (Analogon zu Beob. 1.65 im Fall mit Dichte)

Sei X = (X, ..., Xy) R-wertig mit Dichte fx : RY - [0, oo],
g:RI->R, Y:=g(X).Danngilt Ye L' g.d.w.

fRd|g(X17---,Xd)|fx(X1,...,Xd)dX1 ...dXg < o0
und in diesem Fall
E[Y]= fRdQ(X1,---,Xd)fx(X1,...,Xd) axq...dXy < co.

3. Die Rechenregeln aus Satz 1.64 gelten auch im Fall
mit Dichte.

(Siehe z.B. das Buch von Georgii)
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Varianz und Kovarianz

Fir eine reellwertige Zufallsvariable X hei3t E[ X?] das 2.
Moment von X (allgemein heiB3t E[ XP] das p-te Moment).

Man sagt, dass X ein 2. Moment besitzt, wenn E[ X?] < co
gilt und schreibt dies auch als X € £2 (bzw. X € £2(P), wenn
die zugrundeliegende Wahrscheinlichkeiten P(-) nicht aus dem
Kontext klar sind).
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Varianz und Kovarianz

Definition 1.70
Fur X, Y € £2 heif3t
Q@ Var[X]:= E[(X - E[X])?] = E[X?] - (E[X])® die
Varianz von X
(manchmal schreibt man auch o% := Var[ X]),

\/ Var[ X] die Standardabweichung (oder Streuung)
von X
(manchmal auch ox = \/o% geschrieben),
@ Cov[X,Y]=E[(X-E[X])(Y-E[Y])]=
E[XY]-E[X]E[Y]
die Kovarianz von X und Y.
X und Y heiBen unkorreliert, wenn Cov[ X, Y] = 0.
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Varianz und Kovarianz

Die Standardabweichung oy ist — neben dem
Erwartungswert E[ X] — eine weitere wichtige Kenngré3e

der Verteilung einer Zufallsvariable X, sie gibt eine
Antwort auf die — etwas salopp formulierte — Frage

,Wie sehr weicht X typischerweise von E[X] ab?"
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Varianz und Kovarianz

Die Standardabweichung oy ist — neben dem
Erwartungswert E[ X] — eine weitere wichtige Kenngré3e
der Verteilung einer Zufallsvariable X, sie gibt eine
Antwort auf die — etwas salopp formulierte — Frage

,Wie sehr weicht X typischerweise von E[X] ab?"

Einen Hinweis dazu gibt die Chebyshev-Ungleichung ~
(n&chste Folie)
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Varianz und Kovarianz

Satz 1.71

Sei X reelle ZV, f: [0,00) — [0, 00) monoton wachsend.
1. Fdra>0 mitf(a) >0 gilt

P(|1X| > a) < mE[fﬂX D] (Markov'-Ungleichung).
(1)

2. Fir X € £? gilt

Var[ X]

P(|X -E[X]| > a) < P

(Chebyshev?-Ungleichung).
(2)

2Andrei Andrejewich Markov, 1856—1922.
2Pafnuty Lvovich Chebyshev, 1821-1894.
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Varianz und Kovarianz

Beweis.

1.Sei Y := f(a)/{|x|2a}, soist Y < f(|X]) und
E[Y]=f(a)P(|X|>a) <E[f(|X])]

nach Satz 1.64, 2.
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Varianz und Kovarianz

Beweis.

1.Sei Y := f(a)l{|x|2a}, soist Y < f(|X]) und
E[Y]=f(a)P(IX| > a) <E[f(|X])]

nach Satz 1.64, 2.
2.Wende 1. an auf X := X - E[X] und f(a) = &. O
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Varianz und Kovarianz

Beweis.

1.Sei Y := f(a)l{|x|za}, soist Y < f(|X]) und
E[Y]=f(a)P(IX| > a) <E[f(|X])]

nach Satz 1.64, 2.
2.Wende 1. an auf X := X - E[X] und f(a) = &. O

Insbesondere (wahle a= boy in (2)):
Die W’keit, dass X von E[X] um mehr als das b-fache von
ox abweicht, ist hochstens 1/b2.
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Beobachtung 1.72

@ Wegen |XY| < X?+ Y2 jst die Kovarianz wohldefiniert.
Es gilt (offensichtlich)

Cov[X, Y] =Cov[Y, X].
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Varianz und Kovarianz

Beobachtung 1.72

@ Wegen |XY| < X?+ Y2 jst die Kovarianz wohldefiniert.
Es gilt (offensichtlich)

Cov[X, Y] =Cov[Y, X].

Q Esist

E[(X -E[X])(Y -E[Y])

=E[XY - XE[Y] - YE[X] + E[X]E[Y]]
=E[YX]-E[X]E[Y] - E[Y]E[X] + E[X]E[Y]
= E[XY]-E[X]E[Y]

(und analog fiir Var[ X] = Cov[ X, X]).

34/65



Varianz und Kovarianz

Beobachtung 1.72 (Fortsetzung)

@ Var[X]=0 < P(X=E[X])=1
(=" ist klar, fir ,=“ wende Satz 1.64, 3. an auf die
ZV (X -E[X])?)
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Beobachtung 1.72 (Fortsetzung)

@ Var[X]=0 < P(X=E[X])=1
(=" ist klar, fir ,=“ wende Satz 1.64, 3. an auf die
ZV (X -E[X])?)

© Var[ X] ist eine Eigenschaft der Verteilung von X,
Cov[ X, Y] ist eine Eigenschaft der gemeinsamen
Verteilung von X und Y.
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Varianz und Kovarianz

Beispiel 1.73

1. X ~ Berp, Var[X] =E[X?] - (E[X])?2=p-p?=p(1-p).
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1. X ~ Berp, Var[X] =E[X?] - (E[X])?2=p-p?=p(1-p).
2. X ~ Poi,,
k oo k-2

E[X(X -1)] zgok(k—ne-a% I

k=2
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Beispiel 1.73

1. X ~ Berp, Var[X] =E[X?] - (E[X])?2=p-p?=p(1-p).
2. X ~Poi,,

) k ) k-2
— =] — _a = = e a = G
E[X(X-1)] z::k(k 1)e P kZ:;e k=2)] a“,

also

Var[X] = E[X2] - (E[X])" = E[X(X - 1)] + E[X] - (E[X])’
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Beispiel 1.73 (Fortsetzung)
3. X ~Binyp,

ELXX-1)] = 3 Kk = 1)( o1 - o)

n

=n(n-1)p* . (Z:g)p“u -p)mAD

k=2
=n(n-1)p?
also

Var[X] =E[X(X - 1)] + E[X] - (]E[X])Z

= n(n-1)p?+ np - (np)? = —np® + np
=np(1-p)
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Beispiel 1.73 (Fortsetzung)

4. X ~ Geomyp, p € [0, 1] (wir hatten gesehen, dass
E[X] = (1-p)/p, siehe Bsp. 1.63, 2)
Es ist

E[X(X-1)]= 3 n(n-1)p(1 - p)"

n=0

-p(1-p ¥ n(n-1)p(1 -pyr2 =20

(verwende dass f(t):=Ymot"= 1 ; (far [t < 1) erfallt
LK) = s = Zma N(n—1)t"2), somit
Var[X] = E[X(X - 1)] + E[X](1 - E[X])

_,(1-p)* 1-p 2p-1 _1-p
p? p p P?
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Beispiel 1.73 (Fortsetzung)

5. X ~ N, 52 hat Var[ X] = o2 (wir hatten in Bsp. 1.68 bereits
gesehen, dass E[X] = p):

E[(X - pu)?]] = /ﬂ{(x—,&% exp - (XZ_U/;)Z)CIX

™o

Var[ X ]

1 2 0'2 2
_ 252 -z°/2 _ 2 N-25/2
= [ 0°z°——e az = zce az
/R Ve Ver J-eo ———
:z(—d%e*ZZ/Z)

= \/U;_ﬂ([z( - %e‘zz/z)]moo - [: _e %/ dz)

=\/Z(0+\/§)=02

(Wir haben Bericht 1.69, 2. verwendet, dann im Integral
z = (x - p/o) substituiert und partiell integriert.)
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Satz 1.74 (Rechenregeln fir Varianz und Kovarianz)

Seien X, Y, X1, Xo,...,X,€L?, a,b,c,deR.
1.aX+b,cY +deL?und

Cov[aX + b,cY +d] = acCov[ X, Y],

insbesondere Var[aX + b] = aVar[ X] (die Kovarianz ist eine
Bilinearform, die Varianz ein quadratisches Funktional).
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Satz 1.74 (Rechenregeln flir Varianz und Kovarianz)

Seien X, Y, X1, Xo,...,X,€L?, a,b,c,deR.
1.aX+b,cY +deL?und

Cov[aX + b,cY +d] = acCov[ X, Y],

insbesondere Var[aX + b] = aVar[ X] (die Kovarianz ist eine
Bilinearform, die Varianz ein quadratisches Funktional).

n n
2. Var[ ;X,] = ;Var[X,-] + > Cov[X, X,
- - 1<ij<n

i%f

insbesondere gilt fir paarweise unkorrelierte Xy, ..., X,
n n

also Var[ > X,-] = > Var[ X].
i=1 i=1
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Satz 1.74 (Rechenregeln fir Varianz und Kovarianz, 2)
3. Sind X und Y unabhéngig, so gilt Cov[X, Y] =0.
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Satz 1.74 (Rechenregeln fir Varianz und Kovarianz, 2)
3. Sind X und Y unabhéngig, so gilt Cov[X, Y] =0.

4. Es gilt

|Cov[ X, Y]| < /Var[X]/Var[ Y]
(die Cauchy-Schwarz-Ungleichung®)

nach Augustin-Louis Cauchy (1789-1857) und Hermann
Amandus Schwarz (1843-1921)
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Beweis.

1. Es ist
Cov[aX + b,cY +d] = Cov[aX,cY]
(denn E[aX + b] =E[aX]+bund E[cY + d] =E[cY] + d)

=E[aXcY]-E[aX]E[cY]
= ac(E[XY]-E[X]E[Y])
= acCov[ X, Y].
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Beweis.

2. Dies folgt etwa per Induktion Uber n aus 1., oder direkt
folgendermafGen:

Sei 0.E. E[Xi] =--- =E[X;,] = 0 (sonst ziehe jeweils die
Erwartungswerte ab, verwende 1.), dann ist
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Varianz und Kovarianz

Beweis.

3. Klar, denn fir X und Y unabhangig ist
E[X Y] =E[X]E[Y] nach Satz 1.64, 4.
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Varianz und Kovarianz

Beweis.

3. Klar, denn fir X und Y unabhangig ist
E[X Y] =E[X]E[Y] nach Satz 1.64, 4.

4. Falls Var[ Y] = 0, so ist die Ungleichung (als 0 < 0) erfullt

(denndannist P(Y -E[Y]=0) =1 nach Beob. 1.72, 3. und
somit auch Cov[ X, Y] =0).
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Varianz und Kovarianz

Beweis.

3. Klar, denn fir X und Y unabhangig ist
E[X Y] =E[X]E[Y] nach Satz 1.64, 4.

4. Falls Var[ Y] = 0, so ist die Ungleichung (als 0 < 0) erfullt

(denndannist P(Y -E[Y]=0) =1 nach Beob. 1.72, 3. und
somit auch Cov[ X, Y] =0).
Cov[ X, Y]

Var[Y] es ist

Falls Var[ Y] > 0, setze o := -

0 <Var[X + aY] Var[ Y]
L (Var[X] + 2aCov[X, Y] + a?Var[ Y])Var[ Y]
= Var[ X] Var[ Y] - (Cov[X, Y])z-
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Bemerkung 1.75

Es gilt Gleichheit in der Cauchy-Schwarz-Ungleichung
g.d.w.

es gibt a,b,c € R (mit a+ 0 oder b + 0), so dass
P(aX+bY+C:O):1.

In diesem Fall heiBen X und Y perfekt korreliert.
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Bemerkung 1.75

Es gilt Gleichheit in der Cauchy-Schwarz-Ungleichung
g.d.w.

es gibt a,b,c € R (mit a+ 0 oder b + 0), so dass
P(aX+bY+C:O):1.

In diesem Fall heiBen X und Y perfekt korreliert.

(Denn wir sehen aus dem Beweis, dass Gleichheit genau
dann eintritt, wenn Var[ Y] = 0 oder Var[X + a Y] =0.)
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Beispiel 1.76
@ X ~Bin,p, schreibe X = Y; +--+ Y, mit Y; u.i.v.
~ Berp, so ist (mit Satz 1.74, 2.)
n
Var[X] =) Var[ Y] = nVar[Y;] = np(1 - p)
i=1

(vgl. auch Bsp. 1.73, 3.).

46/65



Varianz und Kovarianz

Beispiel 1.76 (Fortsetzung)

@ X ~Hypg, , stelledarals X =Y +-+ Y, mit Yi=ls,
A; = {i-te gezogene Kugel ist schwarz}
(bei n-fachem Ziehen ohne Zuriicklegen aus einer Urne
mit s schwarzen und w weif3en Kugeln)
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Beispiel 1.76 (Fortsetzung)

Q X~ Hyps , ., Stelle dar als X = Yy +--+ Y, mit Y; = I,
A; = {i-te gezogene Kugel ist schwarz}
(bei n-fachem Ziehen ohne Zuriicklegen aus einer Urne
mit s schwarzen und w weif3en Kugeln)
Erinnerung: FUr yy,...,y,€{0, 1} mity; + -+ y, =k
gilt

P(Y1 =y1,...,yn=yn)
S(s-1)(s-2)(s—k+1) - w(w—1)—(w-n+k+1)
- (s+w)(s+w-1)(s+w-2)-(s+w-n+1)

9

was nicht von der Reihenfolge abhangt — die Y; sind
,<austauschbar”.
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Beispiel 1.76 (Fortsetzung)

Q EsistE[Y/]=P(A) = P(A1)_S
Var[ Y] = p(1 - p); fur i #j ist

+W::p’

S s—1
s+ws+w-1’

E[Y; Y]] =E[Y; Ya] = P(A;n Ap) =
Cov[Y;, Yj] =E[Y; Yi] -E[Yi] E[Y]]

S -1 ( S )2
Ss+ws+w-1 S+w

S ( s—1 S )
S+w\s+w-1 s+w

——w 1
s+w s+w—1

=-p(1 —P)m,
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Varianz und Kovarianz

Beispiel 1.76 (Fortsetzung)

Q@ X=Yi+-+Y,~Hyps,,
mit Y; = I, A; = {i-te gezogene Kugel ist schwarz}

49/65



Varianz und Kovarianz

Beispiel 1.76 (Fortsetzung)

Q@ X=Yi+-+Y,~Hyps,,
mit Y; = I, A; = {i-te gezogene Kugel ist schwarz}
Also (mit p=s/(s+w))

Var[X] = ijVar[Y,-] + Z Cov[ Y}, Y]

i#f
=np(1-p) - n(n-1)(-p(1-p)

= np(1 - p)(1 —33%)

sTw1)
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Beispiel 1.76 (Fortsetzung)

Q@ X=Yi+-+Y,~Hyps,,
mit Y; = I, A; = {i-te gezogene Kugel ist schwarz}
Also (mit p=s/(s+w))

Var[X] = ijVar[Y,-] + Z Cov[ Y}, Y]

i#f
= np(1 - p) - n(n-1)( - p(1 - p)

= np(1 - p)(1 —33%)

sTw1)

Wir sehen: Die Varianz ist kleiner im Fall ohne
ZurUcklegen als im Fall mit Zurtcklegen — insbes. ist
sie natuirlich =0 im Fall n= s + w.
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Varianz und Kovarianz

Beispiel 1.76 (Fortsetzung)

@ Zreelle ZV mit E[|Z*] < oo und symmetrischer
Verteilung, d.h. es gilt P(Z > z) = P(Z < -z) fir alle
z>0(z.B. Z~ Ny;), setze

Y .= 72
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Beispiel 1.76 (Fortsetzung)

@ Zreelle ZV mit E[|Z*] < oo und symmetrischer
Verteilung, d.h. es gilt P(Z > z) = P(Z < -z) fir alle
z>0(z.B. Z~ Ny;), setze

Y = 22,
dann gilt

Cov[Y,Z] =E[Z?Z] - E[Z?]E[Z]
=E[Z%] -E[Z?]E[Z] =0-E[Z?]-0=0.
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Beispiel 1.76 (Fortsetzung)

@ Zreelle ZV mit E[|Z*] < oo und symmetrischer
Verteilung, d.h. es gilt P(Z > z) = P(Z < -z) fir alle
z>0(z.B. Z~ Ny;), setze

Y = 22,
dann gilt

Cov[Y,Z] =E[Z?Z] - E[Z?]E[Z]
=E[Z%] -E[Z?]E[Z] =0-E[Z?]-0=0.

Z und Y sind also unkorreliert, aber i.A. nicht
unabhangig.
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Varianz und Kovarianz

Definition 1.77
Seien X, Y € L2
_ Cov[X,Y]
v/ Var[ X] Var[ Y]

e[-1,1]

Kkxy
heil3t Korrelationskoeffizient von X und Y (manche
Autoren schreiben auch py y).

(Die Cauchy-Schwarz-Ungleichung (Satz 1.74, 4.) zeigt, dass
lkx,y[ <1.)
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Varianz und Kovarianz

Beobachtung 1.78 (Interpretation des

Korrelationskoeffizienten via ,beste lineare Vorhersage®)

Es ist

N EL(Y = siX - o))

= (1% y) MInE[(Y - fo)’] (=(1- 1% )varlY]),
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Varianz und Kovarianz

Denn
E[(Y - 51X - Bo)?]
= Var[Y - 51X - o] + (E[Y] - BiE[X] - fo)”
= Var[ Y] - 26;Cov[X, Y] + 52Var[X] + (E[ Y] - BE[X] - fo)”
= 0%~ 2B10x0vkx.y + B20% + (E[Y] - BE[X] - fo)”
= o—Y(1 - /QX,Y) + ax(61 - U—;HX,y)Z + (E[Y] - BiE[X] - 50)2
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Denn

E[(Y - 51X - £0)?]
= Var[Y - 81X - o] + (E[ Y] - B1E[X] _50)2

= Var[ Y] - 28;Cov[ X, Y] + 82Var[ X] + (E[ Y] - BE[X] - Bo)°
U% —-2B10x0ykx,y + ﬁ120§< + (E[Y] - BE[X] - 50)2

o

2 2 2 y 2 2
= o (1- ’QX,Y) + Ux(51 - afix,y) +(E[Y] - BE[X] - o)

was offensichtlich minimal wird flr die Wahl
By = B; = Z—;mx,y, Bo = B = B[Y] - B;E[X]

und dann den Wert (1 - x5% )o¥ hat.
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Flr den Zusatz beachte analog:
E[(Y - 60)?] = E[Y?] - 26E[ Y] + 82 = Var[ Y] + (8 - E[ Y])?
ist minimal fur die Wahl 5 = E[Y].
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Flr den Zusatz beachte analog:
E[(Y - B0)?] = E[Y?] - 2BE[ Y] + 8 = Var[ Y] + (5 - E[ Y])
ist minimal fur die Wahl 5 = E[Y].

2

Im Sinne einer madglichst kleinen quadratischen
Abweichung ist E[ Y] die beste konstante ,Vorhersage®
von Y. Man kann demnach um einen Faktor (1 - x5 )
besser vorhersagen, wenn man stattdessen eine
affin-lineare Funktion von X verwenden darf.
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Flr den Zusatz beachte analog:
2

E[(Y - B0)?] = E[Y?] - 2BE[ Y] + 8 = Var[ Y] + (5 - E[ Y])
ist minimal fur die Wahl 5 = E[Y].

Im Sinne einer madglichst kleinen quadratischen
Abweichung ist E[ Y] die beste konstante ,Vorhersage®
von Y. Man kann demnach um einen Faktor (1 - x5 )
besser vorhersagen, wenn man stattdessen eine
affin-lineare Funktion von X verwenden darf.

Die folgenden Scatterplots zeigen jeweils 100 simulierte
Paare (X, Y), wobei ox = oy =1 und rx y den
angegebenen Wert hat.

(Blau eingezeichnet ist die ,Vorhersagegerade®

X = BiXx+ f5.)
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KX,y
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Demnach (vgl. auch Bem. 1.75)

perfekter linearer Zusammenhang

=1
rxvl zwischen X und Y

perfekter linearer Zusammenhang zwischen
kxy=1 <« X und Y mit positivem Koeffizienten

(X groBer als E[X] < Y groBer als E[Y])

perfekter linearer Zusammenhang zwischen
kxy=-1 <« Xund Y mitnegativem Koeffizienten

(X groBer als E[X] < Y kleiner als E[Y])
Nicht-lineare Zusammenhange erfasst der
Korrelationskoeffizient moglicherweise nicht korrekt
(oder gar nicht), vgl. Bsp. 1.76, 3.
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