Statistik fir Informatiker, SS 2017

1.2 Bedingte Wahrscheinlichkeiten und mehrstufige

Zufallsexperimente

1.2.1 Nochmal zur Unabhangigkeit
1.2.2 Faltung

Matthias Birkner

JGU
http://www.staff.uni-mainz.de/birkner/StatInfol7/

sonannes GUTENBERG
UNIVERSITAT MANZ

7.6.2017

1/14


http://www.staff.uni-mainz.de/birkner/StatInfo17/

Nochmal zur Unabhangigkeit

Erinnerung. Zufallsvariablen X, ..., X, (X; habe
Wertebereich S;) hei3en (stochastisch) unabhéangig,
wenn fur alle Ereignisse {X; € B;} gilt

n
P(X-|EB1,X2€BZ7...,Xn€Bn):HP()(I'EBI') (1)
i=1
(vgl. Def. 1.13).

Dann ist die Pfadformel (vgl. Beob. 1.51) besonders
,angenehm®.
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Nochmal zur Unabhangigkeit

Erinnerung. Zufallsvariablen X, ..., X, (X; habe
Wertebereich S;) hei3en (stochastisch) unabhéangig,
wenn fur alle Ereignisse {X; € B;} gilt

n
P(X-| EB17X2€BQ7...,Xn€Bn):HP()(ieBi) (1)
i=1
(vgl. Def. 1.13).

Dann ist die Pfadformel (vgl. Beob. 1.51) besonders
,angenehm®.

Definition 1.53

Ereignisse Aq, ..., A, heiBen unabhéngig, wenn dies flr
ihre Indikatorvariablen Ia,, ..., l4, gilt.

Speziell: Aund B unabhangige Ereignisse (mit P(B) > 0),
soist P(An B) = P(A)P(B) und somit P(A| B) = P(A).
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Nochmal zur Unabhangigkeit

Bemerkung 1.54
Sind ZVn X;, ..., X, unabhangig, so auch

@ jede Teilfamilie X, L X, (far 1 <y << < n)
(wahle B; = S in ( fur i ¢ {i,...,i})

Q (X)), h(X),... f(X ) fiir Funktionen f s S,
(beachte {fi(X) € B/} = {X;e f~1(B})} in (1), vgl.
Bsp. 1.4, 2.)
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Nochmal zur Unabhangigkeit

Bemerkung 1.54 (Fortsetzung)

© In Def. 1.53 genlgt es i.A. nicht, jeweils nur Paare auf
Unabhangigkeit zu prifen:
Beispiel: Seien Xj, X2, X3 unabhangige faire
Munzwirfe P(X;=0) = P(X;=1) = 1,
Y; = I{X1:X2}7 Ys = I{X1:X3}a Y3 = I{X2:X3}' Dann sind
jeweils Y; und Ys, Y; und Ys, Yo und Y; unabhangig,
aber Y;, Ys, Y3 zusammen nicht.
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Nochmal zur Unabhangigkeit

Bemerkung 1.54 (Fortsetzung)

© In Def. 1.53 genlgt es i.A. nicht, jeweils nur Paare auf
Unabhangigkeit zu prifen:
Beispiel: Seien Xj, X2, X3 unabhangige faire
Munzwirfe P(X;=0) = P(X;=1) = 1,
Y; = I{X1:X2}7 Ys = I{X1:X3}a Y3 = I{Xzzxa}' Dann sind
jeweils Y; und Ys, Y; und Ys, Yo und Y; unabhangig,
aber Y;, Y5, Y3 zusammen nicht.
(Esist P(Y;=1)=1,z.B.
P(Y1 =1,Y2=1)=P({X1 =X2=X3=1}U{X1 =X2=X3=
0})=(1/2)3+(1/2)3=1/4=P(Y1 =1)P(Y2 = 1),
P(Y1 =1,Y2=0)=P({X1 =X2= 1,X3=O}U{X1 =X2=
0,X5 = 1}) = (1/2)3+(1/2)3 =1/4=P(Y;=1)P(Y>=0),
etc.)
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Nochmal zur Unabhangigkeit

Bemerkung 1.54 (Fortsetzung)

© In Def. 1.53 genlgt es i.A. nicht, jeweils nur Paare auf
Unabhangigkeit zu prifen:
Beispiel: Seien Xj, X2, X3 unabhangige faire
Munzwirfe P(X;=0) = P(X;=1) = 1,
Y; = I{X1:X2}7 Ys = I{X1:X3}a Y3 = I{Xzzxa}' Dann sind
jeweils Y; und Ys, Y; und Ys, Yo und Y; unabhangig,
aber Y;, Y5, Y3 zusammen nicht.
(Esist P(Y;=1)=1,z.B.
P(Y1 =1,Y2=1)=P({X1 =X2=X3=1}U{X1 =X2=X3=
0})=(1/2)%+(1/2)° =1/4 = P(Y; = 1)P(Y2 = 1),
P(Y1 =1,Y2=0)=P({X1 =X2= 1,X3=O}U{X1 =X2=
0,X5 = 1}) = (1/2)3 + (1/2)3 =1/4=P(Y;=1)P(Y>=0),
etc.)
Man sagt dazu auch: Y, Ys, Y3 sind paarweise
unabhéngig, aber eben nicht unabhangig.
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Faltung

Faltung

Definition 1.55

X und Y unabhangige reellwertige ZVn, X ~ u, Y ~ v (in
einem gewissen Zufallsexperiment .27). Die Verteilung
von X + Y heiB3t die Faltung von 1 und v, geschrieben

e (1) (B)=P(X+YeB), BcR
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Faltung

Faltung

Definition 1.55

X und Y unabhangige reellwertige ZVn, X ~ u, Y ~ v (in
einem gewissen Zufallsexperiment .27). Die Verteilung
von X + Y heiB3t die Faltung von 1 und v, geschrieben
W* Ve

(u+v)(B)=P(X+YeB), BcR

Bemerkung. v =vx*pu(denn X+Y =Y + X).
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Faltung

Beobachtung 1.56 (Diskreter Fall)

Falls u(Z) =v(Z) =1 (d.h. X und Y haben Werte in Z), so
ist

(u*v)({k}) =P(X+Y=k) =Y P(X=m,Y =k-m)

MeZ

= > n({mpv({k—m}).

MeZ

Im allg. diskreten Fall P(X € {x;,ie N}, Y e {y;,jeN]}) =1
muss man die ,,Doppelsumme* betrachten:

PX+Y=2z)= Y PX=x)P(Y=y)

ij:Xi+yj=2
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Faltung

Beispiel 1.57

@ W;, W, unabhangige 6-er Wrfelwirfe, dann ist

mit
min{k-1,6}
P(S=k)= Y P(W;=m)P(W;=k-m)
m=max{k-6,1}
= 31—6(min{k—1,6}—max{k—6,1}+1)
6-[7-K|
- 36

fur k e {2,3,...,12}

714



Faltung

Beispiel 1.57 (Fortsetzung)

Q@ X, Yua.,-~ Berp, so ist X + Y ~ Bing , d.h.
Berp * Berp = Bing p,.
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Faltung

Beispiel 1.57 (Fortsetzung)
Q X,Yu.a., ~Berp, soist X+ Y ~Bingp, d.h.
Berp * Berp = Bing p,.

©Q (Binomialfamilie) Xi, Xz, ..., X, u.a., ~ Berp, S0 ist
X1+ Xo + -+ X, ~Binp p, d.h.

Ber," = Ber, * Bery, - + Berp = Biny p.

Insbes. n-mal
Binn1 N} * Binn27p = Binn1 +no,p fUr p € [O, 1], n1 5 n2 € N,

die Binomialverteilungen bilden (fUr festes p) eine
Faltungsfamilie.
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Faltung

Beispiel 1.57 (Fortsetzung)
Q X,Yu.a., ~Berp, soist X+ Y ~Bingp, d.h.
Berp * Berp = Bing p,.

©Q (Binomialfamilie) Xi, Xz, ..., X, u.a., ~ Berp, S0 ist
X1+ Xo + -+ X, ~Binp p, d.h.

Ber," = Ber, * Bery, - + Berp = Biny p.

Insbes. n-mal
Binn1 N} * Binn27p = Binn1 +no,p fUr p € [O, 1], n1 5 n2 € N,

die Binomialverteilungen bilden (fUr festes p) eine
Faltungsfamilie.

(Schreibe Sy := Xj +--- + Xy, ~ Bing, p,
82 = Xn1+1 + Xn1 42Tt Xn1+f72 ~ Binnzyp’ SO ist
St+S2=Xq + -+ Xnyn, ~ Binpy i, p.)
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Faltung

Beispiel 1.57 (Fortsetzung)

© (Poissonfamilie) Fir «, 8 > 0 ist Poi,, * Poig = Poiy. s,
denn

k am 6k—m 1 k k

a 76 _ a(a+B) m Qk-m

2.8 e ki k.Z( )O‘ P
_(a+5)(0‘+5)

Kkl
=P0ia+ﬁ({k}), kENo.

Auch die Poissonverteilungen bilden eine
Faltungsfamilie.
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Faltung

Beobachtung 1.58 (Faltung von Dichten)

X, Y u.a. reellwertige ZVn mit Dichte fx bzw. fy, so hat
X +Y die Dichte

(F¢ * )(2) ::[fo(x)fy(z—x) dx, zeR.
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Faltung

Beobachtung 1.58 (Faltung von Dichten)

X, Y u.a. reellwertige ZVn mit Dichte fx bzw. fy, so hat
X +Y die Dichte

(Fe % )(2) = fR () fy(z-x)dx, ZeR.
Es ist ndamlich
P(X+Y<w)- f : f : 1o yem i (O fy () dyax
= I: [: 1 z-xemy X (X) fy (Z - x) dzdx
_ f: 12em) f: f(X)Fy(Z - X) dx dz
_ [:(fx « fy)(2) dz

wobei wir in der 2. Zeile y = z — x substituiert haben.
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Faltung

Beispiel 1.59 (Die Normalverteilungen bilden eine

Faltungsfamilie)
Es qilt

N

He >U12

* N

2
H2,05

=N, 2 fOr pq, 2 € R, 01,02 >0

2
p1tp2,07+05
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Nochmal zur Unabhangigkeit Faltung

Erinnerung. Die 2-dimensionale
Standard-Normalverteilung hat Dichte

f(x,y) = 5-exp(~ 10C + y?))

0.15

0.10

0.05

0.00
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Faltung

Zum Beweis von Bsp. 1.59:
Seien a,b e (0,1) mit 8% + b? = 1, so ist die 2 x 2-Matrix

a b
(—b a) orthogonal

Dies ist eine Drehmatrix, wir kénnten a = cos(y), b = sin(y) fur
ein geeign. ¢ € [-m, m) schreiben, und

a b\(a -b\ ( &+b> -ab+ba
-b a b a | \ -ba+ab & +b?
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Faltung

Zum Beweis von Bsp. 1.59:
Seien a,b e (0,1) mit 8% + b? = 1, so ist die 2 x 2-Matrix

-b a

Dies ist eine Drehmatrix, wir kénnten a = cos(y), b = sin(y) fur
ein geeign. ¢ € [-m, m) schreiben, und

a b\(a -b\ ( &+b> -ab+ba
-b a b a | \ -ba+tab & +b?
Seien Z;, Z, u.a., ~ Ny 1, dann haben nach Beob. 1.42
Z1 und a b Z1 B aZ1 + ng
Zg -b a 22 - —bZ1 + aZQ

dieselbe Verteilung

(a b) orthogonal
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Faltung

Zum Beweis von Bsp. 1.59:
Seien a,b e (0,1) mit 8% + b? = 1, so ist die 2 x 2-Matrix

-b a

Dies ist eine Drehmatrix, wir kénnten a = cos(y), b = sin(y) fur
ein geeign. ¢ € [-m, m) schreiben, und

a b\(a -b\ ( &+b> -ab+ba
-b a b a | \ -ba+ab & +b?

Seien Z;, Z, u.a., ~ Ny 1, dann haben nach Beob. 1.42

Z1 und a b Z1 B aZ1 + ng
Zg -b a 22 - —bZ1 + 322
dieselbe Verteilung, d.h. auch aZ; + b4, und -bZ; + aZ,

sind u.i.v., ~ Mg 1, insbesondere ist aZ; + bZ,
standard-normalverteilt.

(a b) orthogonal
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Faltung

Zum Beweis von Bsp. 1.59:

Setzen wir a:= —Z2—, b:= 22—, so finden wir:
\/o2+02 \Jo2+o2
X1 = 0'1Z1 N./\/’07012, X2 = 0'222 ~ NO,O’S (Und X1,X2 sind U.a.),

Xi Xz
+
2 2 2 2
\/0'1+O'2 \/U1+0'2

also gilt Xi + Xz ~ N 2, 2.

= aZ1 + ng ~ ./\/'0717

(Man kann — anstelle von Beob. 1.42 —in diesem Fall auch das
Faltungsintegral explizit ausrechnen, vgl. Notizen)
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