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Kapitel 0
Auftakt

Sei Z = (X,Y) ein ,rein zufillig“ gewihlter Punkt im Einheitsquadrat S = {(z,y) : 0 < z,y <
1} (geschrieben in kartesischen Koordinaten).

Fiir die praktische Implementierung stellen wir uns etwa vor, dass .S in (sehr kleine) dis-
junkte Quadrate (,,Pixel) zerlegt wird, und dass wir unter allen méglichen Pixeln eines wéhlen,
wobei jedes dieselbe Chance hat, gezogen zu werden. Eine Moglichkeit, dies in R zu imple-
mentieren, wire

Z <— c(runif(l),runif (1))
Hierbei generiert der Befehl runif (1) eine (Pseudo-)Zufallszahl im Einheitsintervall [0, 1].
Wir nennen Z eine Zufallsvariable, die moglichen Werte S ihren Wertebereich.

Sei B c S eine gewisse Teilmenge, dann konnen wir das Ereignis
{Z ¢ B}

(ausgesprochen als ,,Z nimmt einen Wert in B an*) betrachten.

Je nach Ausgang des zufilligen Experiments (fiir das Computerexperiment hingt dies vom
internen Zustand des Pseudo-Zufallsgenerators und damit implizit vom gewéhlten “random
seed” ab) wird Z in B liegen oder nicht, d.h. das Ereignis {Z € B} tritt ein oder nicht.

Die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses {Z € B} ist plausiblerweise

Anzahl Pixel in B Fliache von B Flidche von B
~ Anzahl Pixel in S Fliche von S 1
(das P erinnert an Englisch “probability” oder Franzosisch <probabilité>, die natiirlich beide
vom Lateinischen Wort probabilitas abstammen).
Sei 1p die Indikatorfunktion von B, d.h. fiir z € S ist

P((ze )

1, zeB,
RS P

Wir konnen eine weitere Zufallsvariable W := 15(Z) mit Wertebereich {0, 1} bilden: W ist
gleich 1, wenn der Wert von 7 in B liegt, sonst gleich 0 (man nennt eine solche Zufallsvariable
auch eine Indikatorvariable). Mit Ereignissen ausgesprochen also

{W=1}={ZeB}, {W=0}={ZeB}



(hierbei ist B¢ = S\ B={z¢€S:z¢ B} die Komplementmenge von B) und somit auch

P({W=1})=P({ZeB})= M

Anwendung: eine einfache Monte Carlo-Methode zur Integration

Sei p = Flache von B = P({Z € B }) Wir konnen den Zufall verwenden, um p (wenigstens
approximativ) zu bestimmen:
Stellen wir uns vor, wir wiederholen obiges Zufallsexperiment n-mal, wobei der Zufall

,jedes mal neu wirkt“. Seien 71, Zs, ..., Z, die Ergebnisse dieser n Experimente (im Jargon:
die Z; sind unabhdiingige Kopien von 7)), setze W, := 15(Z;).
Die Zufallsvariable .
Mn = Z VV@

i=1

gibt an, wieviele der n zufillig gewihlten Punkte in B gelandet sind. Der empirische Anteil

W,
=1

M, =

S|

ist ein (plausibler) ,,Schitzwert" fiir p. (Der Wertebereich von M,, ist offenbar {0, %, %, . ”T‘l, 1}.)

Man kann dies (ndmlich die Simulation von M, und Ausgabe des berechneten Werts) als
ein einfaches Beispiel eines sogenannten Monte Carlo-Algorithmus betrachten: Das Verfah-
ren bestimmt zwar nicht genau den Wert von p, wir werden aber quantifizieren kdnnen, wie
(un-)wahrscheinlich es ist, dass es um mehr als ein vorgegebenes ¢ ,,daneben liegt".

100 zuféllige Punkte, Anteil in B : 0.24
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Visualisierung eines solchen Versuchs fiir n = 100.



]\7” ist Binomial-verteilt mit Parametern n und p (abgekiirzt Bin,, ,-verteilt), d.h.

P({M,=k}) = (Z)pk(l -p)"* firk=0,1,...,n
(Wir werden dies spéter noch genauer betrachten).

Damit ergibt sich fiir die Verteilungsgewichte von M folgendes (Balken-)Diagramm (an
die Stelle k/n zeichnen wir einen Balken der Hohe P({M,, = £})):
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Tatsédchlich ist der Wert von p in diesem Beispiel

2
21 ]
D= f % (2 ~9sin(uw) + Sy |COS(w)|) dw  0.25557221...
0

sin(w) +7/5

100 zufallige Punkte, Anteil in B : 0.32 100 zufallige Punkte, Anteil in B : 0.22
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Zur Illustration: Zwei weitere Wiederholungen mit
jeweils n = 100 zufilligen Punkten in [0, 1]?
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Durch Erh6hung von n konnen wir die Genauigkeit der Approximation erhhen. Wir wer-
den dies spiter quantifizieren konnen, fiir den Moment betrachten wir das Histogramm der
Verteilungsgewichte von M5
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(Wir sehen: Die Verteilung von M5 ist deutlich stirker um p konzentriert als die von M;).



Betrachten wir zum Abschluss (fiir eine Folge von 21, Zs, . .., Z10000) die Folge der M, als
Funktion von n (die gestrichelte Linie ist der Wert p):

0.26 0.27 0.28 0.29

Beobachteter Anteil in B

0.25

0.24

T T T T T T
0 2000 4000 6000 8000 10000

Anzahl Punkte

Wir werden im Lauf der Vorlesung sehen: Fiir n — oo konvergiert M,, (in geeignetem Sinne)
gegen p. Dies folgt aus dem sogenannten Gesetz der gro3en Zahlen.



Kapitel 1

Grundlagen aus der
Wahrscheinlichkeitstheorie

1.1

Zufallsvariablen, Ereignisse und Wahrscheinlichkeiten

1.1.1 Zufallsvariablen

In vielen Situationen tritt ,,Zufall“ in Erscheinung, in diesem Kapitel geht es uns darum, einen
mathematischen Rahmen zu formulieren, um solche Phdnomene zu beschreiben. Zufallsvaria-
blen sind (in einem gewissen Sinn sogar: die) ,,Fundamentalobjekte” der Stochastik, sie sind
zudem oft sehr angenehm zum Notieren und Rechnen sowie zum intuitiven Argumentieren
iber zuféllige Vorginge.

Beispielsweise:

Wir werfen einen Wiirfel, sei X die Augenzahl (fiir einen 6er-Wiirfel kommen als Werte
die Elemente von {1,2,...,6} in Frage).

Wir werfen eine Miinze, sei W' das Ergebnis (es kommen als Werte {Kopf, Zahl} in
Frage).

Sei Y die Anzahl Anfragen an einen gewissen Web-Server an einem Tag (es kommen als
Werte prinzipiell Elemente von Ny in Frage)

Der zufillig gewiéhlte Punkt 7 aus Kapitel 0, dort kamen als Werte die Punkte aus [0, 1]?
in Frage.

Bei einer zufillig ausgewihlten Person (etwa fiir eine wissenschaftliche Studie) werden
Gewicht G (in kg) und Blutdruck D (in mmHg) gemessen. Als Werte kommen beispiels-
weise Zahlen in R, in Frage (auch wenn wir praktischerweise Gewicht und Blutdruck
nicht mit beliebiger Genauigkeit messen konnen und auch aus physiologischen Griinden
Gewicht und Blutdruck nicht beliebig hoch sein kénnen).

Wir nennen eine gewisse Menge von Zufallsvariablen .2~ (die wir fiir die Modellierung ei-
nes gewissen Sachverhalts/Phinomens, in dem Unsicherheit oder Zufall vorkommt, verwenden
wollen) ein Zufallsexperiment. Jede Zufallsvariable (abgekiirzt: ZV) X besitzt einen gewissen
Wertebereich S (wir nehmen in unserem Modell an, dass, egal wie das zufillige Experiment
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ausgeht, X irgendeinen Wert in S annimmt; Vorstellung: ,der Zufall“ wihlt einen der mogli-
chen Werte aus). Man sagt auch: X ist eine S-wertige Zufallsvariable, auch ,,Zufallsgrofie”, S
heillt auch der ,,Zielbereich™ von X.

(Ubliche Notationskonvention: ZV werden meist mit GroSbuchstaben benannt.)

Lesehinweis Man kann dieses Kapitel auf mehrere Weisen lesen. Die grundlegenden Objek-
te Zufallsvariablen, Ereignisse und Wahrscheinlichkeiten und ihre Eigenschaften werden uns
durch den gesamten Verlauf der Vorlesung begleiten. Einige Beweise und Diskussionen bzw.
Berichte zu Hintergrundmaterial sind (wie hier) am Rand mit € gekennzeichnet. Sie wurden
der Vollstidndigkeit halber fiir interessierte Leser aufgenommen, speziell auch fiir solche, die
nachpriifen mochten, an welchen Stellen der Autor die ,,volle Wahrheit* vereinfacht darstellt.
Sie konnen aber iibersprungen werden, ohne im weiteren Verlauf der Vorlesung ,,abgehidngt
zu werden.

Definition 1.1. Ein Zufallsexperiment' 2 geniigt folgenden Forderungen:

(Z1) Zu jeder Zufallsvariable X in 2 mit Wertebereich .S und Funktion ¢ : § — S’
gibt es die Zufallsvariable
X' =p(X)in &
(und dies bestimmt ¢ (X) eindeutig). ¢(X) hat dann Wertebereich S’. Fiir ¢ =
idg, idg(z) = z soll idg(X) = X gelten.
(Vorstellung: Setze den zufilligen Wert X in die (deterministische) Funktion ¢
ein, erhalte einen (zufélligen) Funktionswert.)

Wenn ¢ : S’ - S” eine weitere Funktion ist, so konnen wir die Hinterein-
anderausfiihrung ) o ¢ : S — §” betrachten (als Abbildung von S nach S”,
(o p)(a) =1 (p(a)) fir a € S). Es soll dann stets gelten

(¢ 0 ) (X) = ¥(p(X)).

'Wir verwenden hier eine etwas ,heruntergekochte Version des axiomatischen Zugangs von Gotz Kersting
[K09], der sich implizit auch in [KW] findet. Ausgelassene Details finden sich in Abschnitt 1.1.4.

Beachte: der Name Zufallsexperiment ist nicht in der Literatur standardisiert. Meist sprechen Stochastik- oder
Statistik-(Lehr-)Biicher von Wahrscheinlichkeitsrdaumen, siche Bem. 1.2 und Abschnitt 1.1.4 unten.



(Z2) Sind X1, Xs,..., X, in & Zufallsvariablen mit Wertebereichen Si, Ss, ..., S,
so gibt es die Zufallsvariable

X:(Xl,XQ,...,Xn) in Z

mit Wertebereich

S Sy x Sg x - xSy

{(x1,29,...,2y) ix; € S; firi=1,...,n}

(wir schreiben auch S = >n< S).

i=1
Seim;: S — S;, m : (x1,29,...,2,) ~ z; die i-te Koordinatenprojektion auf .S,
dann soll gelten

7T,L(X):X,L fﬁrizl,...,n
und X dadurch eindeutig bestimmt X sein. X hei3t die Produkt(zufalls)variable

von Xq,...,X,.

Wir fordern auch, dass dies auch fiir eine unendliche Folge X, X5,... von Zu-
fallsvariablen moglich ist, d.h. wir kénnen X = (X;);cy als Zufallsvariable bil-
den.

(Z3) Um triviale Félle (in denen der Zufall immer ,,nur gleich ausgehen® kann) auszu-
schlieBen, fordern wir von 2" eine gewisse Reichhaltigkeit: Es gibt mindestens
ein Paar Zufallsvariablen X, Y mit demselben Wertebereich {0,1} und X # Y.

Bemerkung 1.2 (,,Klassischer Zugang®“ zu Zufallsvariablen). Sehr viele Autoren verwenden
im Vergleich zu obiger Definition 1.1 einen etwas anderen Zugang zu Zufallsvariablen und
Ereignissen (siehe z.B. [Ge, Kap. 1], [MP90, Kap. 1]): Man beginnt mit einer Menge €} (dem
,,Stichprobenraum®), die Punkte w € {2 nennt man ,,Elementarereignisse”. Die Vorstellung dabei
ist, dass die Wirkung des Zufalls darin besteht, einen Punkt w auszuwihlen (jeweils mit einer
gewissen Wahrscheinlichkeit). Wie €2 zu wihlen ist, hiangt von der konkreten Anwendungsfrage
ab, es gibt i.A. viele Wahlmoglichkeiten. Um triviale Fille zu vermeiden, nehmen wir an, dass
(2 mindestens zwei verschiedene Punkte enthilt.

Ein Ereignis ist in diesem Zugang eine (geeignete) Teilmenge A c ) und eine Zufallsva-
riable X mit Wertebereich S eine (geeignete) Funktion X : (2 — S, in dieser Formulierung
definiert man das Ereignis fiir (geeignete) Teilmengen B c S des Wertebereichs {X € B} :=
{w e Q: X(w) € B} = X°!(B) (d.h. das Urbild der Menge B unter der Abbildung X).
,,Geeignet“ in diesen Formulierungen bezieht sich auf gewisse maf3theoretische Bedingungen,
die fiir den Fortgang dieser Vorlesung keine Rolle spielen und der Vollstindigkeit halber in
Abschnitt 1.1.4 berichtet werden.

Man kann (recht leicht) nachpriifen, dass die so definierten Zufallsvariablen die Bedingun-
gen (Z1), (Z2), (Z3) erfiillen und die so erklédrten Ereignisse die Eigenschaften aus Propositi-
on 1.5 und Lemma 1.6 besitzen.

Diese Formulierung verwendete Andrej N. Kolmogorov in seinem beriihmten Buch Grund-
begriffe der Wahrscheinlichkeitstheorie, Springer, 1933, das gewissermaflen die Wahrschein-
lichkeitstheorie als mathematische Disziplin ,,salonfihig® machte; sie ist auch die in der heu-
tigen Mathematik ,,iibliche’. Die beiden Zugénge sind logisch dquivalent, unterscheiden sich
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aber etwas in der ,,Betonung”. Siehe dazu auch die Diskussion in dem Buch von G. Kersting
und A. Wakolbinger [KW, Vorwort] und in [K09].

Bemerkung 1.3. 1. ,Deterministische Identititen iibertragen sich auf ZVn: X, X,,... X,
ZVn (X; habe Wertebereich S;), dann gibt es gemiB (Z2) die ZV X = (X3, ..., X, ) mit Werten
in S = X[, S5;, fiir eine Abbildung ¢ : S - S’ knnen wir

o(Xi1,.. 0, X)) = 0(X)

nach (Z1) bilden. Fiir Abbildungen @1 : S = S},...,¢p S = S), und ¢ : S| x - x S/ - 5"
gilt dann

V(e1(X1, oo X0 em (X, X)) = (Vo (1, oo vom) ) (X, X)), (1.1)

denn m((gol, . ,c,pm)(X)) = ;(X) nach (Z1), also (901, o ,gpm)(X) = ((pl(X), .. ,cpm(X))
nach (Z2) und (1.1) folgt dann aus (Z1).

Insbesondere gelten im Fall, dass die Wertebereiche (Teilmengen von) R sind, die iiblichen
Rechenregeln. Sind z.B. X, X5, X3 in 2" ZVn mit Werten in R, so gilt

(X1+X2) +X3 :X1+(X2+X3)

als Zufallsvariablen. (Verwende p(x1,22) = @1 + o9, es ist (X7 + Xo) + X3 = (go o(po
(77177T2)77T3)>(X1,X2,X3) = (po(m,po (772773)))(X1,X2,X3) = X; + (X2 + X3), dann
benutze (1.1).) Analog kann man Kommutativitit, Distributivgesetz, etc. priifen.

2. Speziell gilt auch: Sind X, Y S-wertige ZVn, ¢ : S - S’ injektiv (d.h. fiir alle aq,ay € S:
o(ay) = p(az) = a; = ay), so gilt

p(X)=p(Y) = X=Y

(Gleichheiten als Zufallsvariablen).

Sei ndmlich ¢! : ¢(S) - S die Umkehrabbildung (d.h. ¢='(¢(a)) = ids(a) = a fiir alle
a€S), soist

P (p(X)) = (g7 o) (X) =ids(X) = X

gemiB (Z1) und da nach Voraussetzung ¢(X) = ¢(Y), folgt mit analoger Rechnung Y =
e (p(Y)) = ¢ (p(X)) = X.
3. Konstante konnen in diesem Rahmen als Spezialfall von ZVn aufgefasst werden: S ein Wer-
tebereich, ¢ € S ein fester Punkt (eine ,,Konstante*). Sei X’ irgendeine ZV (mit Wertebereich
S"), ¢+ 8" - S die konstante Abbildung mit Wert ¢ (p(a) = ¢ fiir alle a € S”), dann ist p(X")
eine Zufallsvariable und man erhilt aus (Z1), (Z2) und (1.1), dass sich ¢(X") in allen ,Rech-

nungen” wie die Konstante ¢ verhilt (und dass es gar nicht darauf ankommt, welches X’ wir
verwendet haben).

4. Prinzipiell gibt es Uneindeutigkeiten in der Wahl des Wertebereiches S einer ZV X, so
kann z.B. eine ganzzahlige (d.h. Z-wertige) ZV auch immer als eine R-wertige ZV interpretiert
werden. Was wir als den ,,angemessenen’ Wertebereich ansehen, ist gewissermallen Teil der
,Modellierungsfrage*; es wird in unseren Beispielen i.A. aus dem Kontext klar sein, was wir
als Wertebereich wiahlen.
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1.1.2 Ereignisse

Sehr salopp gesagt iibersetzen Ereignisse Zufallsvariablen in ,,einen Haufen ja-nein-Fragen®:
Zu jedem X in 2 mit Wertebereich S und jeder? Teilmenge B c S gibt es das Ereignis

{X € B}
(ausgesprochen als ,,.X nimmt einen Wert in B an*“). Wir schreiben auch oft abkiirzend fiir z € S
{X=z}={Xe{z}}

(ausgesprochen als ,,X nimmt den Wert = an‘).

,Logo-Bild“ fiir eine Zufallsvariable X (und das Ereignis {X € B}).

Identitiit von Ereignissen (via Indikatorfunktionen): Fiir B c S'sei 15: S — {0,1}

1, aeB,
Ls(a) =1, a¢ B

die Indikatorfunktion.

Seien X Zufallsvariable mit Wertebereich S, X’ ZV mit Wertebereich S’, Bc S, B’ c S".
Wir betrachten die Ereignisse {X € B} und { X' € B’} als gleich, wenn gilt 15(X) = 15/(X)
(und schreiben dies auch als {X € B} = {X’ € B'}).

(In diesem Sinne entspricht ein Ereignis einer Aquivalenzklasse von Paaren (X, B) beste-
hend aus einer ZV und einer (geeigneten) Teilmenge von deren Wertebereich.)

Beispiel 1.4. 1. X Augenzahl beim Wiirfelwurf, X’ = X? die quadrierte Augenzahl, so ist

(X =6} = {X' =36,

2. X S-wertige ZV, Bc S, p: S - S, B'c S, soist {¢p(X) e B'} ={X € o }(B")} (mit

@ (B') ={aeS:¢(a) e B'} dem Urbild im Sinne der Abbildungen) denn 15/ 0¢ = 1,-1(5/).
Mit S ={1,2,...,6},5" ={1,4,9,16,25,36}, p(a) = a? ist 1. ein Spezialfall von 2.)

3. (Ereignisse und Indikatorvariablen) A = { X € B} Ereignis, so ist

[A = ].B(X)

2Strenggenommen: Zu jeder ,erlaubten”, d.h. im geeigneten Sinne messbaren, Teilmenge B, siehe Ab-
schn. 1.1.4.
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die Indikatorvariable des Ereignisses A. 14 hat Wertebereich {0, 1} und es gilt {4, =1} = A
(denn 1y =idgoqy auf {0, 1}, somit auch 133 (14) =idgo1y(La) = 4 = 15(X) gemih (Z1).)
In diesem Sinne konnte man Ereignisse also selbst auch als Zufallsvariablen auffassen.

Schreibweise. Wir bezeichnen mit & die Menge aller so ,,bildbaren” Ereignisse in einem Zu-
fallsexperiment 2.

Man kann mit Ereignissen rechnen wie mit logischen Aussagen (bzw. wie mit Mengen,
sieche auch Bemerkung 1.2); die folgende Proposition kann man ausprechen als ,,& bildet einen
(o-vollstiandigen) Boole’schen Verband.

Proposition 1.5. [. Zu jedem Ereignis E € & gibt es ein eindeutiges Komplementérereignis F£°
(auch Gegenereignis genannt), so dass fiir jede ZV X mit Wertebereich S und B c S gilt

(X eB)={XeB)

(hierbei ist B¢ =S~ B ={a¢cS:a¢ B} das Komplement von B in S). Es gilt (E°)¢ = E.
(Vorstellung: E° tritt genau dann ein, wenn E nicht eintritt.)

2. Zu Ereignissen Ay, As € & gibt es eindeutig bestimmte Ereignisse

AU Ay (,Vereinigungsereignis®, ausgesprochen als ,,A oder As treten ein®)

und A1 n Ay (,,Schnittereignis®, ausgesprochen als ,,A; und A, treten beide ein*)

so dass fiir X S-wertige ZV, By, By c S gilt {X € By} u{X € By} = {X € By U By} und
{X € Bl}ﬂ{X € Bl} = {X € BlﬁBQ}; stets iStAl UA2 = AQUAl und/h ﬂAQ = AQﬁAl und

die Operationen U und n sind assoziativ.

Ebenso gibt es F% A, und fj A, fiir jede Folge Ay, As,--- € & von Ereignissen.
n=1 n=1

3. Es gibt eindeutig bestimmte Ereignisse Es (das sichere Ereignis) und F, (das unmogliche
Ereignis), Fs + £, mit E¢ = E, so dass fiir jede ZV X mit Werten in S gilt

{XeS}=F, {Xeg}=E,.

(Vorstellung: E tritt immer ein, F), tritt nie ein, egal, wie der Zufall ausgeht.)

Wir fiihren eine Relation c auf den Ereignissen & ein durch
EcFE < EnE =F,

ausgesprochen als ,,/2 impliziert £ oder ,,F zieht F' nach sich* oder ,,E ist ein Teilereignis
von ",

(Vorstellung: Wenn wir wissen, dass E eingetreten ist, dann sind wir sicher, dass auch £’
eingetreten ist.)

Lemma 1.6. c definiert eine partielle Ordnung auf & (d.h. stets gilt Ac A; Ac A'und A’ c A
= A=A AcAund A’c A” = Ac A").

Fiir jedes Ereignis A gilt E,, c A c E, d.h. Ey ist maximal, E, ist minimal beziiglich c.
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Sprechweisen. Ereignisse £ und E’ heiflen disjunkt, wenn gilt
EnE' =E,

(d.h. E und £’ konnen nicht gleichzeitig eintreten).
Wir notieren
ANB:=AnDB"

(,,A tritt ein, aber B nicht”) fiir Ereignisse A, B € &

Beweis von Proposition 1.5. 1. Fir E = {X € B} definiere E°¢ := {X € B¢}. Wir miissen die @
Wohldefiniertheit priifen: Sei dazu n : {0,1} - {0,1}, n(x) = 1-z ( ,.flippt* ein Bit), offenbar
ist ]_Bc =no 1B-
Wenn also auch F = { X’ € B’} fiir eine gewisse ZV X' mit Werten in S’ und B’ c S gilt
(dh [E = 1B(X) = ]—B’(X’))’ SO gllt

1Bc(X) = n(lB(X)) = T’(]-B'(X,)) = ]-(B’)C(X,)a
gemilB (Z1), d.h. auch E¢={X"' € (B")}.
2. Sei zunichst A; = {X € By}, Ay = {X € By} fiir eine gewisse ZV X. Wir setzen dann
{X € Bl} U {X € Bl} = {X € B1 UBQ}, {X € Bl} n {X € Bl} = {X € B1 ﬂBQ}.

Wiederum ist die Wohldefiniertheit zu zeigen: Wenn {X € B} = {X' € B]}, {X € By} =
{ X" € By} fiir eine gewisse S’-wertige ZV X' und B, By c S’ gilt, so ist 1, (X) = 15 (X’)
und 15,(X) = 1p;(X") und daher auch

1,08,(X) = max(1p,(X),15,(X)) = max(1p,(X'), 15,(X")) = 1505, (X")
(mit Bem. 1.3, 1.), d.h. {X € By u By} = { X’ € B] u B}} gilt; analog ist
15,08, (X) = min(1g, (X),15,(X)) = min(1p(X"),15,(X")) = 1p;np,(X'),

dh. {X eB nBy}={X"e BinBj}.
Kommutativitit von U und von N sowie Assoziativitit folgen genauso aus den entsprechen-

den Eigenschaften der Mengen- bzw. Bit-Operationen.

Zu zeigen bleibt: Beliebige Ereignisse A; und A, aus & konnen in dieser Form (d.h. als A; =
{X € By}, Ay = {X € By} mit derselben ZV X dargestellt werden): Setze dazu X := (14,,4,)
mit Werten in {0, 1}2, wobei 14,, [4, die zugehorigen Indikatorvariablen gema Bsp. 1.4, 3.
sind. Damit ist

{(Xe{(1,0), A, D} ={X em ({1} = {m(X) =1} = {I, = 1} = A},

analog ist {X € {(0,1),(1,1)}} = As.
Der allgemeine Fall (n € N oder abzihlbar unendlich viele Ereignisse) kann mit etwas mehr
Notationsaufwand analog behandelt werden (Details in [K09]).
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3. Sei X ZV mit Wertebereich S, setze {X € S} := E;, {X € @} = E,. Zur Wohldefiniertheit:
Sei X’ mit Wertebereich S’ eine weitere ZV, Y := (X, X’) und 7, 7 die Koordinatenpro-
jektionen auf S x S’, dann ist 15(X) = (1gom )(Y) = (1g om)(Y) = 15(X’) und damit
{X eS}={X"eS"}. Analogist {X € @} = {X' € &}.

Offenbar gilt zusammen mit 1. £¢ = {X € S}¢={X € S¢} = {X e &} = E...

Es bleibt zu zeigen, dass F # E, gilt. Wire E = ), so wire fiir jede ZV X mit Wertebe-
reich S und jedes B c S

{(XeB}={XeBnS}={XeB}n{XeS}={XeB}n{Xeo)={Xez)}=E,

d.h. dann wiren alle Ereignisse = £, und alle Indikatorvariablen wiren gleich. Dies wider-
spricht der Forderung (Z3). [l

Beweis von Lemma 1.6. Wie im Beweis von Proposition 1.5 konnen wir A, A’, A” € & darstel-

len als
A={XeB}, A/={XeB'}, A”={XeB"}

fiir eine geeignete ZV X mit Werten in einem S und geeigneten Teilmengen B, B, B"” c S.
Nach Definition gilt AnA={X e BnB}={XeB}=A,also Ac A; AnE,={X € Bng} =
{X e @} = E,, also E, c A; analog gilt A c F.

Sei Ac A’ und A’ c A, dann ist aus der Definition (und Kommutativitit von n)
A=AnA' =A'nA=A";
sei Ac A’ und A’ c A”, dann ist wiederum aus der Definition (und Assoziativitit von N)
AnA"=(AnA)nA"=An(AnA")=AnA"= A,

also A c A”. OJ

1.1.3 Wahrscheinlichkeiten

Wir betrachten ein Zufallsexperiment 2" und die zugehorige Menge von Ereignissen &.

Definition 1.7. Fiir ein Ereignis A nennen wir P(A) € [0, 1] die Wahrscheinlichkeit von A. P
erfiillt folgende Forderungen:

(N) P(FEs)=1 (,Normierung™) und
A) =Y P(A)  (o-Additivitit)

n=1 n=1

(A) Ay, Ay, --- € & paarw. disjunkt = P(

14



Proposition 1.8. Es gilt

P(E,) =0
P(AUB)+P(AnB)=P(A)+P(B) (endliche Additivitit),
insbesondere P(A) + P(A°) =1
AcB= P(A)<P(B) (Monotonie)

zudem gilt auch

[ee] [ee]

P(UA) <Y P(A))  (0-Subaddirivitc)

-1
Ay Ay A(dh. Ayc Ayc..omit A= An)

oder Ay N A(dh. Ay o Ao omit A=) Ay),
so gilt P(A) = lim P(A,) (o-Stetigkeit)

n=1

Beweis. (1.2): P(E,) = P(E,uE,U...) = i P(E,), also P(E,)=0.

n=1

(1.3): Betrachte zundchst den Fall An B = E;:

(1.2)
(1.3)

(1.4)

(1.5)

(1.6)

P(AUB) = P(AUBUE,UE,u...) = P(A)+P(B)+P(E,) + P(E,) ++, d.h. (1.3) gilt hier.

—_——— ——
Allgemeiner Fall: Schreibe =0 -0

AuB=(ANB)u(BNA)u(AnB) (paarw. disjunkt)
also

P(AuB)+P(AnB)=P(ANB)+P(B~A)+2P(AnB)

= (P(ANB)+P(AnB))+(P(B~A)+P(AnB))=P(A)+ P(B).

(1.4): P(A) < P(A) + P(B~ A) = P(B)

1% 0o n—-1
(1.5): Stelle | J A,, = | AJ, als disjunkte Vereinigung dar mit A}, := A, ~ | J A; (c A,), so ist

P(QAn) - P(QA;) = gP(A;) < gp(An)

(die zweite Gleichung verwendet (A), die letzte (Un-)gleichung verwendet (1.4)).

(1.6): Betrachte zunichst den Fall A,, » A: Setze A := A;\ U Aj = Ai N Aimy (Ag = Ey),

P(A) = P04~ Ac)) = S P(AN At) = lim 3P A,

=P(An)

Falls A,, \ A, so beachte, dass A¢ ~ A gilt, dann verwende obiges zusammen mit (1.3).

15
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Bemerkung 1.9. Wir lassen hier die ,,philosophische’ Frage offen, welche Interpretation die
Wahrscheinlichkeit P(A) eines Ereignisses A haben soll. Es bieten sich etwa an:

* naive" Interpretation der Wahrscheinlichkeit: Die ,,Natur* enthélt inhdrente Unbestimmit-
heit (,,ist selbst nicht sicher, was sie tut“), und P(A) beschreibt den Grad der Sicherheit,
mit dem sie sich fiir das Ereignis A entscheidet.

» frequentistische* Interpretation der Wahrscheinlichkeit: Wenn man das zuféllige Expe-
riment unter exakt denselben Bedingungen sehr oft wiederholte, wire der relative Anteil
der Ausginge, in denen A eingetreten ist, etwa P(A).

* ,subjektive” Interpretation der Wahrscheinlichkeit: P(A) misst, wie sicher ich mir personlich
bin, dass A eintreten wird.

(Beispielsweise: Wieviel Wetteinsatz wire ich bereit zu bezahlen, wenn 1€ ausgezahlt
wiirde, sofern A eintritt?)

[KW, S. vi] schreiben dazu: ,,Es kann nicht darum gehen, eine spezielle Intuition gegeniiber
den anderen durchzusetzen. Dass sich dies innerhalb der Mathematik auch gar nicht als notig
erweist, ist eine der Stirken mathematischer Wissenschaft.“ Siehe z.B. auch die Diskussion in
[Ge], S. 14 am Ende von Abschn. 1.1.3).

Beispiel 1.10 (Kollision von Kennzeichen (oder ,,Hash-Werten“)). n Objekte erhalten ,,rein
zufillig® ein Kennzeichen aus einer Menge von r moglichen Werten (die wir als {1,2,...,r}
notieren). Beispielsweise:

* Wir fragen n ,,zuféllig gewéhlte” Personen nach ihrem Geburtstag: Wihle » = 365 (wir
ignorieren Schaltjahre).

* Wir haben n verschiedene Daten, der MD5-Algorithmus (z.B. im Unix-Kommando md5 sum)
berechnet fiir jede Datei einen 128 bit-Hashwert (und wir blenden die tatsdchlichen De-
tails des Algorithmus und der Dateiinhalte aus und tun so, als ob der Hash-Wert jeweils
Hzuféllig wire). Wihle r = 2128 » 3.4 - 1038,

Wir formalisieren dies im Sinne von Definition 1.1 mit einer Zufallsvariable
X =(Xy,...,X,)
(X; sei das Kennzeichen, das das ¢-te Objekt erhélt) mit Werten in
S={1,...,r}",

wobei jeder mogliche Wert mit der gleichen Wahrscheinlichkeit angenommen werde, d.h.

P({X =a}) = é fir jedes x = (x1,...,2,) € 5.

Betrachte das Ereignis

A={X,# X, firl<i#j<n}={XeB} (.alleKennzeichen sind verschieden)
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mit
B:{(:Ul,...,:cn):xi;ta:jfiirallelsiijgn}

Frage:
P(A) =7

(Man nennt dies auch manchmal das ,,Geburtstagsproblem®.)

Es ist
|IBl=r(r-1)(r-2)-(r-n+1)

(r Wahlmoglichkeiten fiir 1, dann r — 1 Wahlméglichkeiten fiir x5, etc.), also

P(A):%:r(r—l)(r—iz---(r—n+1) ::117’%2':7;1(1_%’)

Mitl-x <e*fiirz e R ergibt sich

Py« T <o (- 1 51) <o (- “00)

b 2r
fiir eine untere Schranke beachte

A°={X;=X,fireinPaari+j}= |J {Xi=X;}.

1<i<j<n
Demnach
. rmt n(n-1)
P(A)< Y P(Xi=X))= ) ——= ,
1<i<j<n 1<i<jen T 2r
insgesamt

exp(—%)zP(A):1—P(AC)z1—%.

Wir sehen: Kollision hat substantielle W’keit, wenn n? > r (d.h. n 2 \/r) gilt.

1.1.4 ,Kleingedrucktes*: Bericht zur MaBtheorie

Hinweis Dieser Abschnitt dient nur der Vollstandigkeit, zum Vergleich mit der (Lehrbuch-)
Literatur und zur Information besonders interessierter (und ggfs. schon anderweitig vorgebilde-
ter) Leser. Alle in dieser Vorlesung in Beispielen vorkommenden Mengen und Funktionen wer-
den geeignete Messbarkeitseigenschaften haben, auch wenn wir dies nicht explizit erwéhnen.

In der Situation, dass man iiberabzihlbar grole Wertebereiche S fiir Zufallsvariablen be-
trachten mochte (was beispielsweise schon den sehr naheliegenden Fall S = R betrifft), muss
man —damit es am Ende tatséchlich eine Wahrscheinlichkeit auf den Ereignissen mit den Eigen-
schaften aus Def. 1.7 gibt — in Def. 1.1 gewisse Einschrinkungen an die Menge der erlaubten
Wertebereiche S und Abbildungen ¢ zwischen Wertebereichen machen.
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Im Jargon der Malitheorie muss jedes solche S zunichst ein messbarer Raum sein, d.h.
es ist eine o-Algebra, d.h. eine Teilmenge . c 2% := {B : B c S} der Potenzmenge von S
ausgezeichnet, die erfiillt:

G AeS = Aes, AL Ay-c s = (JA s
n=1

(man sieht leicht, dass dann . beziiglich denselben Operationen abgeschlossen ist wie die
Ereignisse in Prop. 1.5). Falls S abzihlbar ist, so kann man einfach . = 25 wihlen, was
offenbar allen obigen Bedingungen geniigt. Im iiberabzéhlbaren Fall geht dies i.A. nicht, sieche
z.B. die Diskussion in [Ge, Abschnitt 1.1.2 ] (,, Warum so vorsichtig?*).

Zudem muss fiir unseren Zugang . eine abzihlbare, Punkte trennende Erzeugermenge
besitzen (“measurable space with denumerable separation”, siehe [K09, Section 1.3]) — dies
ist fiir alle ,,interessanten” Wertebereiche der Fall (es gilt beispielweise fiir jeden separablen
metrischen Raum, der mit seiner Borel-o-Algebra ausgestattet ist, insbesondere fiir R¢).

Sind weiter (5,.%) und (5’,.%") messbare Rdume (die wir als Wertebereiche fiir die Zu-
fallsvariablen aus einem Zufallsexperiment 2" ins Auge fassen), so lassen wir nicht alle Ab-
bildungen ¢ : S — S’ zu, sondern nur messbare (streng: .%’-.#"'-messbare) Abbildungen ¢, d.h.
es muss gelten

VB e o 1(9) = {aeS:gp(a) EB'} €.

Weiterhin sind fiir eine S-wertige ZV X als Ereignisse in Abschnitt 1.1.2 nur { X € B} mit
B € . zugelassen (fiir B ¢ S mit B ¢ . wird die Frage, ob X in B liegt, nicht ,erlaubt®).

Ebenso muss man im ,klassischen™ Zugang wie in Bem. 1.2 den Stichprobenraum {2 mit
einer o-Algebra .% c 29 ausstatten, die Elemente A € .% iibernehmen dann die Rolle der Ereig-
nisse und die Wahrscheinlichkeit P ist (nur) fiir A € .% definiert. Das Tripel (2,.%, P) heifit
dann typischerweise ein Wahrscheinlichkeitsraum. Als Zufallsvariablen kann man wiederum
nicht alle Funktionen X : Q) — S zulassen, sondern nur .% -.¥-messbare.

1.1.5 Verteilung von Zufallsvariablen (diskreter Fall)
Schreibweise. Wir kiirzen im Folgenden oft ab P(X € B) = P({X ¢ B}), P(X = z) :=
P({X =1}), P(X1 € B;,Xs € By) = P({X1 € Bi} n{X5 € By}), etc.

Definition 1.11. Eine ZV X heilit diskret, wenn ihr Wertebereich S (endlich oder) abzihlbar
ist oder zumindest eine (endliche oder) abzéhlbare Teilmenge S enthilt mit P(X € S) = 1.

px:A»P(XeA), AcS
heil3t die Verteilung von X . Die Zahlen
px({a})=P(X =a), aeS

heilen die Verteilungsgewichte von X (oft auch nur: die Gewichte). Wir kiirzen oft ab (mit
einem kleinen ,,Notationsmissbrauch™) px (a) := px({a}).

Offenbar gilt (mit Eigenschaft (A) aus Def. 1.7) px(a) >0,
Y px(a)=P(X eA) firAcS, insbesondere )" px(a)=P(XeS)=1

acA aeS
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und px ist ein Wahrscheinlichkeitsmaf3 (auch Wahrscheinlichkeitsverteilung) auf S (d.h. px :
{Teilmengen von S} — [0, 1] und die (analogen) Eigenschaften aus Def. 1.7 und aus Prop. 1.8
gelten, mit Lesung F = S, E, = @).

Man schreibt fiir die Verteilung einer ZV X oft auch .Z (X)) (das £ erinnert an English
“law” bzw. Franzosisch <loi>, d.h. ,,Gesetz"), man schreibt auch X ~ p, wenn .Z(X) = p gilt
(fiir eine gewisse Wahrscheinlichkeitsverteilung).

Beispiel 1.12 (Uniforme verteilung auf endlicher Menge). #5 < oo, eine ZV X (mit Werten in
S) ist uniform verteilt auf S (auch £ (X) = unifg oder S ~ unif g) geschrieben, wenn gilt

px(z)=P(X =1x)= # firzeS.

Man nennt eine uniforme Verteilung auch eine Laplace-Verteilung?.

Beispiel-Instanzen:

* S = {Kopf, Zahl}, (fairer) Miinzwurf

¢ S={1,2,...,20}, Wurf eines (fairen) 20-seitigen Wiirfels (d.h. eines symm. Ikosaeders)
* S={1,2,...,r}" aus Bsp. 1.10

e 5={0,1,...,0, -1} x{0,1,...,¢, -1}, wenn wir im ,,Auftakt“-Beispiel aus Kap. 0 das
Quadrat in ¢, x ¢, viele Pixel unterteilt wéhlen (mit ¢, ¢, € N)

Definition 1.13 (Gemeinsame Verteilung und Marginalverteilungen). Seien X;, X5, ..., X,
ZVn (in einem gewissen Zufallsexperiment 2, X; habe Werte in 5;),

X = (Xl,XQ,...,Xd)

(gemil (Z2) aus Def. 1.1) die Produkt-Zufallsvariable (mit Werten in S; x --- x S;), so heif3it
Z(X) die gemeinsame Verteilung der X1, X, ..., Xy, Z(X;) heiBt die i-te Randverteilung
(oder Marginalverteilung) von X.

Speziell heiBen X, X, ..., X, (stochastisch) unabhdngig, wenn fiir alle Ereignisse { X €
B;} gilt

d
P(Xi€Bi,Xs€DBs,...,.Xq€By) =[[ P(X; € B) (1.7)

i=1
Bemerkung. Die Randverteilungen legen (i.A.) nicht die gemeinsame Verteilung fest, z.B.:
Wir haben eine faire Miinze M, und zwei gezinkte Miinzen M, M3, wobei

3 1
P(MQZK)=Z,P(M3:K)=Z.

Wir werfen erst M;, wenn M; K (Kopf) zeigt, so werfen wir dann M5, sonst M.
Sei X; = Resultat des i-ten Wurfs, 7 = 1, 2.

Die gemeinsame Verteilung von (X7, X5) ist

3nach Pierre-Simon Laplace, 1749-1927
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X
K y4
X1
1,33 1.1_1]1
K 2 478 2 478 2
1,11 1.3_3/1
2 478 2 478 2
1 1
2 2

also P(X; = K) = P(X, = K) = 1 (und dieselben Randverteilungen ergiben sich, wenn man
zwel Mal M, wirft, aber die gemeinsame Verteilung wire eine andere).

Beobachtung 1.14. X X,, ..., X,, ZVn, X, habe Werte in S;, S; abzdhlbar fiiri=1,2,... n.
Dann sind X1, X,, ..., X, unabhingig g.d.w. gilt

V.flESl,I'QGSQ,...,;CnGSn : P(X1Z.I'l,XQZ.I'Q,...,XnZ.I'n):HP(XZ‘:;CZ').
=1

Beweis. ,,=: Klar (Wihle B; = {z;} in (1.7)).

,<"“: Seien B; c S4,...B, c S, es ist

P({XieBi}n-n{X,eB,})

I
=

U {Xlle,...,Xn:a:n})

(:El 77777 xn)ele'”XBn

> P(Xi=ar,.., X =1,)

r1€B1,..., Tn€Bp

_P(X1=01)P(Xo=2,)

Z P(Xlle)"' Z P(Xn:a7n)

:EleBl (EnEBn

= P(X, € By)~-P(X, € By,).

,,Klassische*‘ diskrete Verteilungen

Beispiel 1.15 (Urnenmodelle). Eine Urne enthalte n (mit 1,2, ..., n nummerierte) Kugeln, wir
ziehen zufillig k (< n) heraus. Sei

X, die Nummer der Kugel im i-ten Zug, i=1,...,k

und X = (Xl,XQ, e 7Xk)
Wir betrachten 4 mogliche Situationen:

1. Ziehen mit Zuriicklegen, mit Beachtung der Reihenfolge:

X hat Werte in Wy = {(z1,...,25) : @1,...,2p €{1,2,...,n}} = {1,2,...,n}",
1

P(X: (ZL’l,...,ZL”k)) =%

(d.h. X ist uniform auf {1, ..., n}* verteilt, vgl. auch Beispiel 1.10).
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2. Ziehen ohne Zuriicklegen, mit Beachtung der Reihenfolge:
X hat Werte in Wy, = {(xl,...,xk) 12, e {1, 2, . n}x; # x; fiird ij},

B B 1 _(n—k)! 1
P(X_(wl’m’xk))_n'(n—l)"'(n—k+1)_ n! (‘W)

3. Ziehen ohne Zuriicklegen, ohne Beachtung der (Zug-)Reihenfolge: Wir beobachten nicht
X (das hier wie in 2. verteilt ware), sondern mit

¢((z1,...,2y)) ={21,...,2} (verwandle Vektor in Menge, d.h. vergiss die Reihenfolge)

(nur) Y = (X)) mit Werten in W3 = {A c{l,2,...,n}: #A= k}

Es ist
1 kl(n-k)! 1 i (n) ] '
PlY=A)z=—=—~_~ = — bt h. k-el tige Teil
( ) (Z) o ( Tk es gi I versc elementige Tei mengen)
denn

P(Y = 4) = P(p(X) = 4) = P(X e 7 (4)
T 6 Gu S SR Gnl) Ly V] Gl

! !
zeWs:p(z)=A zeWs:p(x)=A n: n:

(es gibt k! viele verschiedene Elemente x von W5 mit p(z) = A, ndmlich alle verschie-
denen Anordnungen der k£ Elemente von A).

4. Ziehen mit Zuriicklegen, ohne Beachtung der (Zug-)Reihenfolge: Sei X = (X7,..., X})
wie in 1., wir beobachten aber (nur) Y = (Y;,...,Y,,), wobei

YVi=#{1<i<k:X,=5} firj=1,...,n.
(Y] gibt an, wie oft Kugel j gezogen wurde). Y hat Werte in
Way={(l1,0s,...,0,) eNg: by +lo+---+ L, =k}
Fiir (04,0,...,0,) € W, gibtes
( b ) = k—' ,,Multinomialkoffizient
Uy, loy ... Uy Oyl 0
verschiedene x = (x1,...,x;) € Wi mit

‘{1£2’Sk:xi:j}‘:€j firj=1,...,n.

k 1\F
P(Y:(ﬁl,...,ﬁn)):(617627”'742”)(%), (0r,....0,) ey
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Bemerkung 1.16. Es gilt

n+k-1 n+k-1
W = =
Wi ( k ) ( ( n-1 ))
Ein “Ziahltrick: Lege k Kugeln und n — 1 “Trennstibe” — also insgesamt n + k — 1 Objekte — in
eine Reihe:

OO | OO0 LJ“ 00O ‘ OO
—_—— —/— —_——— — —

£1 Kugeln £2 Kugeln l3=0 £p—1 Kugeln £, Kugeln

Insbesondere ist die Verteilung auf 1/, aus Beispiel 1.15, 4. nicht die uniforme.

Die uniforme Verteilung auf dem W, aus Beispiel 1.15, 4. hei3t auch die ,,Bose-Einstein-
Verteilung*, die in Beispiel 1.15, 4. betrachtete Verteilung heiflit die ,,Maxwell-Boltzmann-
Verteilung®.

Beispiel. Eine Horsaalreihe habe n Plitze, darauf nehmen m (< n/2) Minner und n — m Frauen
rein zufillig Platz.
Die Wahrscheinlichkeit, dass keine zwei Manner nebeneinander sitzen

)

)

Beispiel 1.17 (Hypergeometrische Verteilung). Eine Urne enthalte n Kugeln, davon s schwarze
und w weile (s + w = n), ziehe k-mal ohne Zuriicklegen,

(%)
)

ist die W’keit, genau ¢ schwarze Kugeln zu ziehen.

Hypsywyk({ﬁ}) = (=0,1,...,k

Beispiel 1.18 (p-Miinzwurf). 1. S = {0,1}, Ber,({1}) = p=1-Ber,({0}) miteinem p € [0, 1]
(,,Bernoulli-Verteilung4)

2. n-facher p-Miinzwurf (mit p € [0,1]): S = {0,1}",

Ber;‘j’n({(ggl7 .. ,xn)}) = pllisn:a=1}l(] _ p)lizn:zi=0}

3. Binomialverteilung (zum Parameter n und p, n € N, p € [0, 1]):

n

Bin,,,({k}) = (k)pk(l Sy h keS={01,....n}

(dies ist die W’keit, beim n-fachen Miinzwurf genau £ Erfolge zu beobachten)

“nach Jakob Bernoulli, 16541705

22



Beispiel 1.19 (Geometrische Verteilung). p € (0,1), S = Ny,

Geom,({j}) =p(1-p)’. jeNy

ist die W’keit, bei wiederholtem p-Miinzwurf genau k Misserfolge vor dem ersten Erfolg zu
beobachten.

Beachte: Manche Autoren betrachten die geometrische Verteilung auf N (statt auf Nj), dann
ist das Gewicht p(1 — p)*~! und die Interpretation ,,k Wiirfe (einschlieBlich) bis ersten Erfolg.”

Beispiel 1.20 (Multinomialverteilung). s €{2,3,...}, p1,...,ps € [0, 1], p1+-+ps=1,neN,
SZ{(kla..-,ks)ENS:k1+...+kS:n}’

Mult,,.p, .. ps({(ka,...,ks)}) - (k1 k27%., . )pflpgzu.pgs

Interpetation: n Ziige mit Zuriicklegen ohne Beachtung der Reihenfolge aus einer Urne mit s
Kugeln (s verschiedene ,,Farben), Farbe ¢ wird mit W’keit p; gezogen), obiges ist die Wkeit,
genau k;-mal Farbe ¢ zu ziehen fiirt = 1,2,...s.

Beispiel 1.21 (Poissonverteilung’). A € (0, 00),

. A Ak
Po1,\({k}) =e o
Proposition 1.22 (Poissonapproximation der Binomialverteilung). Seien p,, € [0, 1] mit p,, - 0
und np, - X € (0, ) fiir n — oo, so gilt fiir jedes k € Ny

Bin,p, ({k}) — Poix({k}).

]{ZGNO

Beweis. Es ist

(g D)

k!nk —

SA —
—>1/k! —e=A

BN

— e *— fiirn - oo.

k!
O

Prop. 1.22 motiviert, warum die Poissonverteilung oft in Anwendungssituationen vorkommt, in
denen man viele unabhiingige Ereignisse betrachtet, von denen jedes nur mit einer sehr kleinen
W’keit eintritt — man denke etwa an Schidensfille bei Versicherungen, Zerfallsereignisse in
einer Probe radioaktiven Materials oder an genetische Mutationen.

Beispiel 1.23. L. von von Bortkewitsch® berichtete in seinem Buch Das Gesetz der kleinen
Zahlen, Teubner, 1898 verschiedene Datensitze, die gut zur Poissonverteilung passen.

Speziell in § 12, 4. (,,Die durch Schlag eines Pferdes im preuBischen Heere getoteten™) wer-
den fiir 20 Jahre (1875-1894) und 10 Armeekops der preuflischen Kavallerie, also insgesamt
20 - 10 = 200 ,,Korpsjahre* berichtet, in wievielen davon sich x Todesfélle durch Schlag eines
Pferds ereigneten (Tabelle b) auf S. 25):

Snach Siméon Denis Poisson, 1781-1840
Ladislaus von Bortkewitsch, 1868—1931
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Ergebnis x | Anz. ,Korpsjahre*
0 109
1 65
2 22
3 3
4 1
>5 0

Angenommen, die Anzahl durch Schlag eines Pferdes wihrend eines Jahres in einem Korps
getoteter Soldaten wire Poiy-verteilt mit A = 0,61, so wiirden wir das Resultat z je 200 x
Poig 61 (z)-mal erwarten:

Ergebnis « | Anz. ,,Korpsjahre” | 200 x Poig g1 ()
0 109 108,67
1 65 66,29
2 22 20,22
3 3 4,11
4 1 0,63
>5 0 0,08

Von Bortkewitsch, a.a.O., S. 25 schreibt: ,,Die Kongruenz der Theorie mit der Erfahrung ldsst
[...], wie man sieht, nichts zu wiinschen iibrig.*

Ubrigens: Wie ist von Bortkewitsch auf \ = 0,61 gekommen?

Die beobachtete , mittlere Anzahl Todesfélle pro Korpsjahr* in den Daten ist

109 65 99 3 1
e e 0+ 22 2 942 34— 44+0=061
200~ 200 "200 “ 200 " tT200 VT

und es ist auch

0 ) 0 Az Y 0 )\a:—l Y
;)xPOL\(a:):;)xHe :)\;(x—l)!e =\

(,,der Erwartungswert von Poi), ist A*) und somit ist obiges der naheliegende ,,Momentenschitzer*
— wir werden darauf zuriickkommen.

# Daten aus

# Ladislaus von Bortkewitsch,

# Das Gesetz der kleinen Zahlen, Teubner, 1898.

# Kap. 12.4 Beispiel: Die durch Schlag eines Pferdes
# im preussischen Heer getoeteten
#
#
#
#
#

Fuer 20 Jahre (1875-1894) und 10 Armeekops der
preussischen Kavallerie wird berichtet, in wievielen
"Korpsjahren" x Soldaten des Korps in diesem Jahr durch
Schlag eines Pferdes starben (x=0,1,2,3,4 oder >=5)
beob <= ¢(109,65,22,3,1,0)
label <—- C("O", "1","2", "3","4", ">:5")
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angenommen, die Anzahl durch Schlag eines Pferdes

waehrend eines Jahres in einem Korps

getoeter Soldaten waere Poisson(0.61)-verteilt,

# dann sollten wir finden:

lambda <-= 0.61

angepasst <— round (200*c (dpois (0:4, lambda), l-ppois(4,lambda)), digits=2)

HH R

# die Daten und die theoretischen Werte passen gut zusammen:
cat ('Ergebn.\t_Daten_\t_Theorie_\n’);
for (i in 1:6) cat (paste(label[i],’\t’,beob[i],’\t’,angepasst[i],’\n’"))

# Ergebn. Daten Theorie

# 0 109 108.67

# 1 65 66.29

# 2 22 20.22

# 3 3 4.11

# 4 1 0.63

# >=5 0 0.08

# von Bortkewitsch, a.a.0., S.25 schreibt:
# "Die Kongruenz der Theorie mit der

# Erfahrung laesst [...], wie man sieht,
# nichts zu wuenschen uebrig."

# (Uebrigens: 0.61 ist der Momentenschaetzer)
sum (beob [1:5]%(0:4)) /200

1.1.6 Verteilungen mit Dichte

Zufallsvariablen mit Dichten sind ein kontinuierliches Analogon zu Zufallsvariablen mit Ge-
wichten. In vielen Situationen ist eine Modellierung eines zufélligen Werts X als ,,allgemeine*
reelle Zahl angemessen, d.h. die Annahme, dass der Wertebereich S diskret ist, ist zu ,,eng".
(Auch wenn man argumentieren konnte, dass die Menge der im Rechner mit gegebener Genauigkeit
darstellbaren Werte prinzipiell diskret ist, ist es oft ,,unpraktisch, sich immer auf eine konkrete Diskre-
tisierung festlegen zu miissen.)

Beispiel 1.24 (Approximation der Exponentialverteilung durch reskalierte geometrisch verteil-
te ZVn). Sei W ~ Geom, mit p << 1, X := pW (hat Werte in pZ, c R). Fiir jedes feste K € N
ist

P(W>K)= iP(W =j)= iKp(l—p)j = (1—p)Kp§(:)(1—P)E = (1-p)"py2 == )"

(1-p)
(~ 1, wenn p sehr klein), andererseits ist fiir (festes) x > 0
P(X >x)=P(pW >2) = P(W 2 [z/p]) = (1= p)l*l s (1= p)*P we

(und zwar “egal, wie klein” p ist).
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Interpretation z.B.: via Wartezeiten auf sehr fein zeitdiskretisiertem Gitter

Frage also: Gibt es eine reellwertige ZV X, fiir die obiges (P(X > x) = e™®) als Identitit
gilt? Ja, wie wir sehen werden.

(In den folgenden Bildern skalieren wir die Hohe der Balken so, dass die Flidche des Balkens
bei z = pw gerade P(pW =z) = p- P(pW = z)/p entspricht.)

& o p=0.1
= =711
8 -
1 .
3 }
AU —
2 S 7 m
2
2 <
O S 7
8
b=
k> -
S
%
< ]
S
T T T T T T
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5
(skalierter) Wert x = p-w, w € Ny
= s | p=0.05
0 i
1 0 -
= 3 H
& g
VS .
=2 S 7 H
2
-
O <o 7
8
3 -
=
%
S
S
\ T T T T I
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5

(skalierter) Wert x = p-w, w € Ny
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1.0

x)[p

0.8

skaliertes Gewicht P(pW

0.0

1.0

z)[p

0.8

skaliertes Gewicht P(pW

0.0

(skalierter) Wert x = p-w, w € Ny

(Die blaue Kurve ist e7*)

Beispiel 1.25 (Approximation einer Normalverteilung durch reskalierte binomialverteilte ZVn).
Betrachten wir fiir S, ~ Bin,, ;2 (und verschiedene n) die Verteilungsgewichte, so beobachten
wir, dass sich die ,,Form stabilisiert”.

Zentrieren und stauchen wir:

Sy —1n/2
vn

und skalieren die ,,Balken so, dass die Fliche des Balkens bei (s —n/2)/\/n gerade

Xy =

1
PSn:S = — X nPSn:S
(51 =5) = = VP(5, =)
entspricht.
Es zeigt sich: Die Balken werden gut durch die Funktion z + —— exp(-222) beschrieben.

V2

(dies ist eine ,,Vorschau“ auf den zentralen Grenzwertsatz)
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20

T T T T T T
or 80 90 v0 TO 00
u/N - (5 = 08G) 7 IYIIMID) SAVIAI[EYS

= (s-n/2)/\/(n)

(skalierter) Wert «

n =50

T T T T T
or 80 90 v0 TO 00
u/N - (5 = 099) J IYOIMID) SIS

-2

= (s n/2)[\/(n)

(skalierter) Wert «

=100

n
I

I I I I I
0L 80 90 ¥0 <TO 00
u/N - (5 = 001G) f WIIMID) SIIDI[ENS

= (s—n/2)/\/(n)

(skalierter) Wert «
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< ]
L 2 n =20
- x|
Il e éﬁ
R
L oS
5
.- ﬁ-
5 <
b5 |
8 «
£ 21 N
B
= o | Nﬁ_
S I T T T I
2 -1 0 1 2
(skalierter) Wert z = (s - n/2)/v/(n)
<
R n =50
_—
rS /TR
< 111N
L oS
2 \
= <+ N
5 <
)
8 «
g <]
=
S
I
P
T \ ‘ ‘ !
2 -1 0 1 2
(skalierter) Wert z = (s - n/2)/v/(n)
<
e 2 n =100
= o
: S ZZC‘YK
% o | AN
g \
=
2 0«
2 oS
(]
]
& o
5 °
2
=
S
T \ ‘ ‘ ‘
) -1 0 1 2

(skalierter) Wert x = (s — n/2)/\/Zn)

Definition 1.26. Sei X eine Zufallsvariable mit Werten in einem Intervall S = [a, b]nR c R mit
—00 <a<b<oo(imFall @ > —o00,b = 0o meinen wir S = [a, 00), etc.) und sei f : S — [0, 00)
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eine integrierbare’ Funktion mit
b
/ f(x)dx =1.

X besitzt die Dichte (auch: Wahrscheinlichkeitsdichte) f, wenn gilt
d
P(X € [c.d]) = f f(x)de fir jedes Teilintervall [¢, d] c 5. (1.8)

Wir notieren oft auch fx fiir die Dichte einer ZV X (um den Bezug zu X zu betonen, speziell
wenn wir mehrere ZVn zugleich ins Auge fassen).

X hat Dichte f, soist P(X € [c,d]) = fcdf(x) d:
f(@)

Interpretation der Dichte: X ZV mit Dichte fx, fiir z € R und kleines § > 0 ist

P(X €[z,2+0]) = /5 F(a)da b fx(z)
(wortlich zumindest fiir Stetigkeitsstellen x von fx), also
.1
fx(x) = %E}l SP(X €[z, +6])
Man formuliert dies gelegentlich auch mit ,,infinitesimalen Gréen‘ als
P(X edzx) = fx(x)dx

(Dieser suggestive Ausdruck erhilt einen Sinn im Sinne der ,,Standard-Analysis*, wenn man
auf beiden Seiten x iiber ein Intervall [c, d] integriert, dann erhélt man (1.8).)

In einem mit den Vorkenntnissen der Horer vertriglichen Sinn: Wir werden nur Beispiele betrachten, in denen
f wenigstens stiickweise stetig ist, so dass man hier durchaus an das Riemann-Integral (oder auch ganz salopp an
die ,,Fliche unter der Kurve*) denken kann. Fiir einen Bericht zum (allgemeineren) Lebesgue-Integral siche z.B.
[Ge, Tatsache 1.14].
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Bemerkung. Fiir eine ZV X mit Dichte fx ist es — im Gegensatz zum Fall mit Gewichten
— nicht besonders sinnvoll, nach der Wahrscheinlichkeit von Ereignissen {X = z} fiir feste
Punkte = € R zu fragen, es gilt dann ndmlich immer

T+0 T
P(X:x):lgfglP(Xe[x,x+5]):1§%1/; fX(a)da:[x fx(a)da=0.

Beispiel 1.27 (Einige ,klassische* eindimensionale Verteilungen mit Dichte).

1. (uniforme Verteilung) a, b € R, a < b. Unif{, ;) mit Dichte ﬁl[mb](x)

v
—

=

oo

a5

=1

)

[=}

]

>

[}

= |

LS ©

A
= N
(e}

2. (Normalverteilung[en]) i € R, o > 0. N, ,2 mit Dichte \/2;7 exp( - (x;;;)z) heiBt Nor-
malverteilung mit Mittelwert ;2 und Varianz o2.

N[)J heillt die Standardnormalverteilung.

)
=)

Dichte von A

3. (Exponentialverteilung[en]) 6 > 0, Exp, hat Dichte 06‘9’31[0700) ()
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Definition 1.28 (Verteilungsfunktion). Fiir eine Zufallsvariable X mit Werten in R (bzw. in
einer Teilmenge S c R) hei3t die Funktion

Fx(z):=P(X<z), zeR (1.9

die Verteilungsfunktion von X.
Wenn X mit Wertebereich S c R die Dichte fx besitzt, so gilt offenbar

Fy(z) = f: fx(a)da (1.10)

(mit Setzung fx(a) =0 fiir a ¢ S, dem Wertebereich von X).

Beispiel 1.27 (Fortsetzung).

1. (uniforme Verteilung) a,b € R, a < b. Uniff, ;) mit Dichte ﬁl[mb](l’), Verteilungsfunk-
tion max { min {%, 1}, O}

2. (Normalverteilung[en]) i € R, o > 0. N, ,2 mit Dichte \/2;7 exp( - (x;;;) ) heiBt Nor-

malverteilung mit Mittelwert ;4 und Varianz o2.

No.1 heiBt die Standardnormalverteilung, die Verteilungsfunktion

O(z) = Fy, (7) = [i \/%_WB_ZQ/Q dz

ist tabelliert bzw. in vielen Computerprogrammen implementiert

3. (Exponentialverteilung[en]) § > 0, Exp, hat Dichte fe=9%1p) o (z), Verteilungsfunktion
Fp, (7) = (1= e7%) 1[0 00y (7)
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1. Die Dichte / Verteilungsfunktion von X héngt nur von der Verteilung

Bemerkung 1.29.

von X ab:
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wenn Y =? X (,,Gleichheit in Verteilung“), also P(X € B) = P(Y € B) fiir alle B gilt,
so hat Y dieselbe (offenbar).

Wir sprechen daher oft auch kurz von der Dichte bzw. Verteilungsfunktion einer Wahr-
scheinlichkeitsverteilung auf R, ohne die zugehdrige ZV explizit zu machen.

. Wenn X Dichte fx und Verteilungsfunktion Fx besitzt, so ist
d

%FX(:E) = fx(x)

(zumindest an Stetigkeitspunkten von fx, leite (1.10) nach x ab)

. X ZV mit Werten in S c R mit Verteilungsfunktion Fx, ¢ < d, so ist

P(X e(c,d])=P(X<d)-P(X<c)=F(d)-F(c)
(und falls P(X = ¢) = 0, z.B. weil X eine Dichte besitzt, so ist natiirlich auch P(X €
[c,d]) = P(X =¢) + P(X € (c,d]) = F(d) - F(c)).
Fir B = U, (¢;,d;] mit ¢; < dy < ¢3 < dy < -+ < ¢,_1 < d,, ist (mit Eigenschaft (A) aus
Def. 1.7)

P(XeB)= ip(x €(ci,di]) = é(FX(di) - Fx(ci))

(und ,,allgemeine” Mengen B c R konnen auf diese Weise approximiert werden). In
diesem Sinne ,,weil} F'y alles” iiber die Verteilung von X.

. (Bezug zum diskreten Fall). Sei X ZV mit (hochstens) abzihlbarem Wertebereich S =
{x1,2,...} c R und Gewichten py (z,) wie in in Def. 1.11, d.h.

P(XeB)= Y px(en),

n:rnpeB

dann ergibt sich als Verteilungsfunktion

Fx(z)= ) px(za).

Nn:Trnp<T

(Diese ist stiickweise konstant mit (hochstens) abzihlbar vielen Spriingen.)

n o

[ R e -—F

[=} ~—

N

g -—

m o |

= 9 —

o

>

g 9 |

g < —

av]

=

gﬁ:7 —

g O

=

=2 < —

o

> —
S P
S
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5. Stets ist F’x nicht-fallend und rechtsstetig (wenn X eine Dichte besitzt, so ist F'x stetig)

mit
lim Fx(r)=1, lim Fx(z)=0.

6. Umgekehrt gibt es zu jeder Funktion F' : R — [0, 1] mit den Eigenschaften aus Bem. 1.29, 5.
eine ZV X mit Fy = F'.

(Wir kommen darauf zuriick, siehe Beob. 1.31 unten.)

Definition 1.30. Die (verallgemeinerte) inverse Funktion von F'x,
Fi(t) =inf{zeR: F(x)>t}, tel0,1]

(mit Setzung inf @ = +00) hei3t auch die Quantilfunktion von X.

(Beachte, dass die so definierte Funktion F' linksstetig ist. Mit dieser Definition ergibt
sich fiir x € R, ¢ € [0, 1] die Beziehung

Fl(t)<x < t<Fx(x).

In der Literatur gibt es leicht verschiedene Definitionen der ,,Quantilfunktion, man priife ggfs.
jeweils die verwendete Konvention.)

Ablesen von F~1

-1.0 -0.8 -06 -04 -02 00 02 04 06 08 1.0

X

Erinnerung: Inverse via Spiegelung an der Diagonalen

36



F(x)=t

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
x=F"1(t)

Beobachtung 1.31 (Erzeugung reeller ZVn mit vorgegebener Verteilung). Sei F': R — [0,1]
eine Verteilungsfunktion ,

Fl(t)=inf{zeR: F(z) > t}, te[0,1]

die inverse Verteilungsfunktion oder Quantilfunktion (aus Def. 1.30), U reelle ZV, U ~ Unif|g 1,

dann hat
X :=F1(U)

die Verteilungsfunktion F'x = F.
Beweis. Es gilt F71(t) <o <= t < F(x), somit ist fiir z € R
P(X<x)=P(F'U)<x)=P(U<F(2))=P(0<U<F(x))=F(z)-0=F(x).
O
Beispiel 1.32. 1. Exp, hat Verteilungsfunktion Fg,,, () = (1 - e7%%)1[g ) (x) mit inver-

1
ser Funktion F}iipg (t) = —3log(1 - ¢), also ist 3 log(1 - U) ~ Exp, (und natiirlich ebenso

1
—glog(U))

2.p(k), k € Ny Wahrscheinlichkeitsgewichte, F'(x) = Y.<, P(k) zugehorige Verteilungsfunk-
tion (vgl. Bem. 1.29, 4.), so hat

X:=min{neNo:Zn:p(k)2U}
k=0

die Gewichte (p(k))ken, -
(Dies ist etwa eine Moglichkeit, eine Poisson-verteilte ZV zu simulieren.)
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Bericht: Verteilungen in R. R verwendet folgende Namenskonvention: Wenn name fiir eine
Verteilung steht, so ist

¢ dname die Dichte- bzw. Gewichtsfunktion von name

* pname die Verteilungsfunktion von name (“p” steht fiir “probability distribution func-
tion™)

* gname die Quantilfunktion von name

* rname simuliert gemédf name (“r” steht fiir “random”)

Beispiele:
e Uniforme Verteilung Unif[,,): [dlplglrlunif (..., min=a, max=>b)
* Normalverteilung J\/'W,z: [diplglrlnorm(...,mean=u, sd=o) (beachte: R para-

metrisiert mit o, nicht mit o2)

* Exponentialverteilung Exp,: [d|plglrlexp (..., rate=\)
 Poissonverteilung Poiy: [dlplglrlpois (..., lambda=\)
* Binomialverteilung Bin,, ,: [dIp|g|rlbinom (..., size=n, prob=p)

(Siehe auch die Online-Hilfe in R.)

Transformation von Dichten

Beobachtung 1.33. X habe Dichte fx, seia >0, beR, sohat Y := aX + b die Dichte

Fe() = fx(( - )/a)

denn

(y=b)/a 1

Fx(@)de = [ifx(%‘b)adz
wir substituieren z = (z - b)/a (<> z = ax + b), £ = 1/a.
Beachte: Y € [y,y + 0] <= X e[L2 L4 2]
Beispiel 1.34. 1. X ~ N1, peR,0>0,s0istY :=0X + p~ N, 2
Insbesondere gilt V,, ,2((—00,2]) = ®((x - p)/0)
2. X ~ Expy,a>0,sohatY :=aX die Dichte %e‘x/a (d.h. Y ~ Expy,)

Proposition 1.35 (Allgemeine Dichtetransformation im Fall R'). X reelle ZV mit Dichte f,

Py <y)=P(x<2t)= [

d.h. Fx(z) = f fx(2)dz, I c R (moglicherweise unbeschrinktes) offenes Intervall mit
P(Xel)=1,Jcl p:1— Jstetig differenzierbar, bijektiv.
Dann hat Y := (X)) die Dichte

fX(Wl(Z/)) cJ
@) =1l W) 7
0, y¢J
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Beachte: Wenn ¢ nicht bijektiv ist, so besitzt ¢(X) i.A. keine Dichte. Sei z.B. X ~ Nj;,
©(x) = Lg,00)(7), s0ist (X)) ~ Bery o, d.h. ¢(X) ist hier diskret.

Beweis. ¢ muss offenbar strikt wachsend oder strikt fallend sein, wir betrachten den wachsen-
den Fall.

Fiir z <inf Jist P(Y < 2) =0, fir z>sup Jist P(Y < z) = 1.
Sei z € J:

P(Y <z)=P(p(X) <2) = P(X <¢7'(2))

e (2) z 4 1
- [ @ [ (e W) e
oo oo ' (7 ()|
wobei wir = ¢~ '(y) (und somit j—; = m substituiert haben). Siehe auch die Skizze
unten. [l

A

—A~

Y+od /
Y

e N (y+0)~pH(y)+0- (w‘l)’gy)
=97 (W) + 0oy

{ H

T =9 (y)

Beispiel 1.36. 1. U ~ Unif(g ), so hat X := —log(U) Dichte e~ fiir z > 0 (wie wir in Bsp. 1.32
gesehen haben)

2. U ~ Unif[), n € N, so hat Y := U" Dichte fy (y) =n~ty'/"! (fir0 <y <1)

Dichten im mehrdimensionalen Fall

Definition 1.37. Sei f : R - R, eine (geeignet) integrierbare® Funktion mit

/Rdf(x)dx: /::"-[:f(xlw-->5Ud)dl’1---dacd: 1

Eine Zufallsvariable X mit Werten in R¢ besitzt die Dichte f, wenn fiir (geeignete®) Teilmengen
A cR? gilt

P(X eA) :[Af(:v)d:c = [:I: 1a(xy, . xq) f(x1,. .., xq) doy---day.

8Fiir die Zwecke dieser Vorlesung geniigt es, an ein d-fach iteriertes Riemann-Integral zu denken.

9Damit das multivariate Integral wohldefiniert ist, muss A strenggenommen gewisse sogenannte Messbarkeits-
eigenschaften erfiillen. Dies wird fiir die von uns betrachteten Beispiele, z.B. A ein verallgemeinerter Quader oder
A eine Menge mit stiickweise differenzierbarem Rand, immer erfiillt sein.
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Analog zum 1-dimensionalen Fall besitzt die Dichte fx einer d-dimensionalen ZV X die
Interpretation

P(X € [x1, 21+ 01] x [@2, 02 + 0] x - x [24 +5d]) ~ 0109:+0g - fx((l“l; - :xd))
fiir (:L‘l,...,l'd) eRdund0<51,5g,...,5d «< 1.

Beispiel 1.38. 1. Uniforme oder Laplace-Verteilung auf einem beschriinkten Gebiet S ¢ R?: X
mit Dichte fx(x) = gy Ls(2) erfiillt fiir A c S (geeignet'?)
1 [,1dz  vol(A)
P(Xea)- [ 1g(z) du = 24— |
(Xed= ] Sorrsy @ 4 = T = %al(s)

(Z.B. der zufillig gewihlte Punkt Z aus Kapitel O war uniform auf S = [0, 1]? verteilt.)

1
2. Die 2-dimensionale Standard-Normalverteilung hat Dichte f(z,y) = 3 &P (-1(2*+y?)

— 0.15

— 0.10

0.05

0.00

19in dem Sinne, dass ein d-dimensionales ,,Volumen* vol(A) definierbar ist
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3. Allgemeiner: Die d-dimensionale Standard-Normalverteilung hat Dichte

1

1
f(xl,...,xd):wexp(—ﬁ(x

esa)

Beobachtung 1.39 (Marginaldichten). Die Zufallsvariable X = (X, X5) mit Werten in (S c)
R? habe (gemeinsame) Dichte fx(x1,72), so hat X; die Dichte fx,(x1) = [ fx(z1,22) dzo
(z1 € R) und analog hat X, die Dichte fx,(x2) = [ fx(21,22)dx1 (x5 € R). fx, und fx,
heifien die Marginal- oder Randdichten von fx.

Es ist niimlich

P(X€[ab]) = P(Xy e[a.b]. Xo €R) = [~ [ "1y (e0)1a () (01, 25) dordry

=/ab([:f($1,$2)dx2>d$1'

Allgemein: Fiir X = (X1, ..., Xy) mit Werten in R" und Dichte fx ist

sz(xz) = /: [ fX(xl,...,xn)dxl--~d:1:i,1dxi+1---dxn
die i1-te Marginaldichte.

Das kontinuierliche Analogon zu Prop. 1.14 lautet:

Bericht 1.40 (Unabhingigkeit im reellwertigen Fall mit Dichte). Seien X1, Xs,..., X, reell-
wertige ZVn, fi,..., f, : R > R, Wahrscheinlichkeitsdichten (d.h. [~ f;(x)dxz = 1), dann
sind dquivalent:

1. Xi,...,X, sind u.a. und X; hat Dichte f; firz=1,...,n

(dh. P(X; € B) = [, fi(z)dz und P(X; ¢ By,..., X, € B,) = [T%, P(X; € B;) fiir
Bi,...,B, cR).

2. Die ZV X = (X3,..., X,,) mit Werten in R" hat Dichte
f(@) = fi(@1) folaa) - fal@n), @=(z1,...,2,) €R",

d.h. die gemeinsame Dichte hat Produktgestalt.

Vergleicht man dies mit Beob. 1.39, so folgt: In diesem Fall ist die gemeinsame Dichte-
funktion das Produkt der Marginaldichten.

Beweisidee. ,Naiv*“ rechnen wir

[: fl(yl)dy1-~[:" fn(yn)dymf(m’xl]x.._x(mﬂ] fi(zy) - folx,) dys . . . dy,
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Beispiel 1.41. 1. Wihle A = [a1,b1] x [a2,b2] ¢ R? in Bsp. 1.38, 1., d.h. X = (X1, Xy) ist
uniform verteilt auf einem (achsenparallelen) Rechteck (mit Flidche vol(A) = (by—ay)(ba—a2)).
X hat Dichte

1
fx (@1, 22) = (=) (b _ag)1[a1,b1]x[az,b2](371a9€2) =[x, (21) fx, (22)

mit Marginaldichten fx,(x;) = (b;—ai)l[@ivbi](xi) (i = 1,2), d.h. die Koordinaten X; und X,
sind unabhéngig (und jeweils uniform auf [a;, b; ] verteilt).

2. Wihle A = {(z1,22) € R?: 2?2 + 22 <1} in Bsp. 1.38, d.h. X = (X, X>) ist uniform verteilt
auf dem Einheitskreis (mit Fliache vol( A) = 7) mit Dichte

1
fx(z1,22) = ;1[0,1]@% +3).

Die Marginaldichte ist

1 xl
fx,(z1) = f —1 [0.1] (:vl +x2)dx2 = 11 (xl)—/\/__gc1 1dz,
2
= 1[_1,1](331)%\/1—1]%

(und analog bzw. offensichtlich aus Symmetrie ist fx, = fx,).
Insbesondere sind (im Gegensatz zu 1.) X; und X5 sind (natiirlich) nicht unabhiingig, denn
fx (@1, 22) # fx, (1) [x, (22).

3. Betrachten wir X = (X1, X5) aus 2. in Polarkoordinaten: Sei R der Radius, W' der Winkel
von X (in Polarkoordinaten), also

arcsm();?), X1 >0,
R=\/X}+X3 W={m-arcesin(32), X;<0,X,>0,

-7 — arcsm( 2), X1<0,X5<0,

bzw. X1 = Rcos(W), X5 = Rsin(WW) (siehe auch die Skizze unten).

X

Links: Punkt (X7, X) und seine Polarkoordinaten (R, V). Rechts: Schraf-
fiert ist B(r, w) := {Punkte mit Radius < 7 und Winkel < w}.
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Dann sind R und W unabhingig,
R hat Dichte fr(r) =2rlp(r),
IV hat Dichte fyy (1) = %1[_@(@0),
denn (fiirO<r<1,-wr<w<m)

P(R<r,W<w) = P(X € B(r,w))

w+T

mr? + r wl
= 2n :TQw W:f 28ds~f — dv.
w12 21 0 _r 27

4. X = (Xy,...,Xy) d-dimensional Standard-normalverteilt, so sind X7, ..., X; unabhingig
und jeweils ~ N ; (d.h. die X; sind [1-dimensional] Standard-normalverteilt), denn

1 1 2 2 i 1 —z2/2
WGXP( - 5(951 o +5’7d)) =11 ((QW)l/ze K )

i=1

Die Beobachtung zur Rotationssymmetrie aus Bsp. 1.41, 3. verallgemeinert sich folgender-
malien:

Beobachtung 1.42. X = (X1, X2)7T habe eine rotationssymmetrische Dichte fx, d.h. fx(x1,x2)
héingt nur von r = \/x3 + 2% ab (also fx(x1,22) = g(r) fiir eine gewisse Funktion g > 0),
X' =(X],X})T entstehe aus X durch Drehung (um Winkel o um den Ursprung), d.h.

(X{) _ (cos(a) - sin(a)) _ (Xl) _ (cos(a)X1 - Sil’l(O[)XQ)
X} sin(a) cos(a) X, sin(a) X + cos(a) Xy |

Dann hat X' dieselbe Dichte (und somit dieselbe Verteilung) wie X. (Dies ist anschaulich sehr
plausibel, man kann es z.B. mit Bericht 1.43 beweisen.)

Sei (R, W) die Polarkoordinatendarstellung von X wie in Bsp. 1.41, 3. (insbes. R =/ X? + X3),
so sind R und W unabhdngig, W ist uniform verteilt auf |-, 7) und R hat Dichte 21rg(r) 19 00)(7):

P(RSu)z/:Oo[Oo1[0#](\/:15%+x§)g(\/:c%+x§)d:t1da:2
= [W fug(r)rdrdw:[u%rrg(r) dr
-m JO 0

(wir verwenden hier etwas salopp die ,,Polarkoordinatenform des Flichenelements dx,dxs =
r drdw, man kann dies wiederum mit Bericht 1.43 beweisen.)

Speziell fiir X1, X unabhdingig, ~ Ny 1, somit X = (X1, X ) 2-dim. Standard-normalverteilt,
ergibt sich (fiir u > 0):
r=0

Vu r=y/u
P(R*<u)=P(R<\u) = / 27rr%e""2/2 dr = [e‘r2/2] VE_ - e 2,
0

d.h. R? ~ Expy jy. (Dies ist der Hintergrund der Box-Muller-Methode'! zur Simulation normal-
verteilter ZVn, vgl. auch Ubungsblatt 5.)
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Bericht 1.43 (Allgemeine Dichtetransformation im R%). X R?-wertige ZV mit Dichte fx, @
I c R? offen mit P(X € I) = 1, J c RY offen, ¢ : I — J bijektiv, stetig differenzierbar mit

Ableitung
9o, d
85; (z) ) (,Jacobi-Matrix*)

ij=1

() = (

(wobei () = (gol(a:), e god(x))T, d.h. ; ist die i-te Koordinatenfunktion von ), dann hat
Y = ¢(X) die Dichte

fx (o' (v))
Friy) =1 |dete’ (¢ ()]
0, y¢J

yedJ,

Beweise finden sich in Analysis-Lehrbiichern, z.B. G. Kersting und M. Brokate, Maf3 und
Integral, S. 107, H. Heuser, Analysis, Teil 2, Satz 205.2 (“Substitutions-Regel”), O. Forster,
Analysis 3, Kap. 9, Satz 1 (“Transformationsformel”).

Wir betrachten hier nur folgende Heuristik (im Fall d = 2): Lokal sieht

o= (31) o= (20)

p(a') ~ p(x) +¢'(2) - (2" - )
0 o) /
= o(x) + (T?%(JJ) §901($)) _ (33,1 —561)
0 0 rh—-w
oz p2(z) Daa p2(z) 27 42
(plus Terme, die O(||z’ — x||?) sind), also:
die Fliche der GroBe hy - hy ,,yund um z*

wird auf
~ Flidche hy - hy - | det ¢’ ()] ,,;yund um 3 abgebildet.

11George E.P. Box, und Mervin E. Muller, A Note on the Generation of Random Normal Deviates. Ann. Math.
Stat. 29, 610-611, 1958.
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X2

> >

T n

Wenden wir dies auf Y = ¢(X) an, so bedeutet das anschaulich: Fiir y = ¢(z) € J (und
sehr kleines A > 0) ist

fv(y)h? ~ P(Y nimmt Wert in einem Quadrat der Fliche h? mit ,,Aufpunkt” y an)
~ P(X nimmt Wert in einem Quader der Fliche h?/| det ¢’ (z)| mit ,,Aufpunkt* z an)

e e Ix(@'(®) e
Ix( )|detg0’($)| |det o' (071 ()]

Nur der Vollstindigkeit halber, wir werden dies im Verlauf der Vorlesung nicht bendtigen:

Bericht 1.44. Analog betrachtet zu Def. 1.28 betrachtet man im Fall d > 1 fiir (1,25, ...,24) € @
R4 gelegentlich die d-dimensionale Verteilungsfunktion

Fx(x1,29,...,2q) = P(X € (—oo, 1] x (=00, 2] x ...(—oo,a:'d]),

die allerdings etwas weniger ,.handlich* ist als im 1-dimensionalen Fall.

Analog zu Bem. 1.29, 3., weil}* die d-dimensionale Verteilungsfunktion von X ,alles* iiber
die Verteilung von X. Die d-dimensionale Verallgemeinerung der Eigenschaften aus Bem. 1.29, 5.
besteht in folgenden Bedingungen:

1. Fx rechtsstetig, d.h. z,, \ = (koordinatenweise) = F'x(z,) > F'(x)

2. Fx(z,)— 1wennuz, - (+00,...,+00)

3. FX(ZEn) — (0 wenn minizl 77777 dTni > —00

4. Firz = (21,...,24) <y = (y1,--.,yq) (koordinatenweise), parametrisiere die Ecken des
d-Quaders (z,y] mit {1,2}7 via {u = (zf“), e zc(;d)) tir,. .. dq € {1,2}} wo z](.l) =z,
zj@) = y;, es muss gelten

D (LR B () (= () ) 20

u Ecken
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1.2 Bedingte Wahrscheinlichkeiten und mehrstufige Zufalls-
experimente

Beispiel 1.45. Wir ziehen zwei Kugeln ohne Zuriicklegen aus einer Urne mit s > 0 schwarzen
und w > 0 weiBlen Kugeln. Wie in Bsp. 1.15, 2. stellen wir uns die Kugeln nummeriert vor, Nr.
1,...,wseien weil}, w + 1,...,w + s schwarz. Sei X; die Nr. der Kugel im -ten Zug (= 1, 2).

Also: X = (X3, X>) ist uniform verteilt auf S = {(z’,j) 1<, <w+s,i # j} (vgl.
Bsp. 1.15, 2.).

Betrachte die Ereignisse
A = {erste Kugel ist weiB} = {X; <w},
B-= {Zweite Kugel ist WeiB} ={Xy <w} ( = {X e{(i,j)eS:j< w}})

Ohne weitere Informationen ist

P = P(X e () ey cw)) = D LGSl L pule i

Nehmen wir an, wir haben den ersten Zug beobachtet und gesehen, dass A eingetreten ist.
Mit dieser Information sollte die W’keit von B

w-—1 w

<
w+s-1 w+s
sein (denn es ,,wurde schon eine weifle Kugel verbraucht™).
Beobachtung und Definition 1.46. Sei & die Menge der Ereignisse in einem gewissen Zufalls-
experiment, A € & mit P(A) > 0. Fiir Be &

P(BnA)

P(B|A):= PCA)

heifst bedingte Wahrscheinlichkeit von B, gegeben A.

P(- | A) ist ein Wahrscheinlichkeitsmaf$ auf &, man priift leicht per Inspektion, dass die
Eigenschaften aus Definition 1.7, Normierung und o-Additivitdt, erfiillt sind.

Wir lassen P(B | A) undefiniert, wenn P(A) = 0.

In Beispiel 1.45 ist P(A) = Ii :
w S

w(w-1)

P(AnB)=P(X;<w, Xy <w) = (wrs)wes—1)

-1
also ergibt sich tatsichlich P(B | A) = lj—l
w+ S —

Bemerkung 1.47 (,,Natiirlichkeit von Definition 1.46*). Nehmen wir an, wir mochten ange-
sichts der Information ,,A ist eingetreten” das W’mal3 P revidieren zu einem W’ malf} P mit
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1. P(A) =1 (d.h. Aist sicher unter P) und
2. P(B) = ¢4 P(B) fiir B c A mit einem ¢4 > 0

(d.h. Teilereignisse von A erhalten bis auf Normierung ihr altes Gewicht).

Dann gilt
P(An()

PO==5)

(=P(C|A4)) firalleCe&.

Beweis. Fiir C € & ist

P(C)=P(AnC)+P(C~ A)Z e P(C),
N———’
<P(A°)=0

mit Wahl C' = A und 1. folgt 1 = P(A) = ¢4 P(A), also ¢4 = 1/P(A). O

Bemerkung 1.48. P(B | A) # P(B) kann nicht notwendigerweise als ,,Kausalitit (im Sinne
von ,,A beeinflusst, ob B eintritt*) interpretiert werden:
In Beispiel 1.45 ist auch
P(BnA) w-1

P(A[B) = P(B) Twrs-1 * P(A),

aber es passt nicht zu unserer Vorstellung, dass der 2. Zug den 1. Zug beeinflusst.

Satz 1.49. Sei & die Menge der Ereignisse in einem gewissen Zufallsexperiment, I eine (hdchstens
abzdihlbare) Indexmenge, seien B; € & paarweise disjunkt mit P( Ujer Bi) =1und P(B;) >0
fiirv e 1.

1. (Formel von der totalen Wahrscheinlichkeit) Fiir A € & gilt

P(A) =3, P(B;)P(A| By).

iel
2. (Formel von Bayes'?) Fiir A € & mit P(A) > 0 und jedes k € I gilt

P(Bp)P(A| Bi)

P(By | A) = > P(B)P(A| B)

Insbesondere gilt fiir Ereignisse A, B mit P(A) >0

P(B)P(A]| B)
P(B)P(A| B) + P(B*)P(A| B°)

P(B|A) =

(verwende Zerlegung B U B¢ = Ej)
Beweis. 1. Y P(B)P(A| B)) = Y. P(An By) = P(LU(An By)) = P(A)

i€l iel iel
(verwende die o-Additivitit von P).
2. Der Nenner ist = P(A) nach 1., der Zahler ist = P(A n By) nach Definition. O

2nach Thomas Bayes, 1702-1761; die Arbeit (die eine Frage von Laplace beantwortet) wurde posthum 1763
publiziert
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Beispiel 1.50 (Verrauschter Ubertragungskanal). Ein (einzelnes) Bit X (aus {0,1}, es gelte
P(X =1)=ac¢€(0,1)) wird iiber einen fehleranfilligen Kanal gesendet, der jede 1 mit W’keit
f1 und jede 0 mit W’keit f, flippt, sei Y das empfangene Bit.

Dann ist
PY=0|X=1)=f, PY=1]X=1)=1-f,
PY=1|X=0)=fy, PY=0]X=0)=1-fo,
also
B L P(X=1)P(Y=1|X=1)
P(X_Hy_l)_P(le)P(Yzl|X:1)+P(X:O)P(Y:1|X:O)
_ a(l-f1)
a(l-fi)+(1-a)fo’
P(X=0]Y =0) = P(X=0)P(Y=0]| X =0)

TP(X=0P(Y=0|X=0+P(X=1)P(Y=0|X=1)
_ (1-a)(d-f)
(I-a)(1-fo) +af:
Z.B. fiir die konkreten Werte a = 0.3, f; = 0.05, fo = 0.1 ergibt sich P(Y = 1) = 0.355,
P(X=1|Y =1)20.803, P(X =0|Y =0) = 0.977.

Beobachtung 1.51 (Multiplikationsformel). A;, Ao, ..., A,, Ereignisse (aus der Menge & der
Ereignisse in einem gewissen Zufallsexperiment) mit

P(Ain---nA,1)>0,
SO ist
P(Al ﬂAQ N ﬁAn) = P(Al)P(AQ | Al)P(Ag | A1 ﬁAQ)P(An | Al ﬁ--'ﬁAn_l).

(Beweis per Inspektion, das Produkt rechts teleskopiert)
Oft betrachtet man folgende Situation:
Wir haben ZVn X4, X, ..., X,, im Sinn und kennen

1. die Verteilung von X;,

2. fiir 2 < k < n die bedingte Verteilung von Xj, wenn Xy, X, ..., X;_1 schon beobachtet
wurden.

Dann kann man die gemeinsame Verteilung (zumindest im diskreten Fall, d.h. die gemeinsamen
Gewichte) des Vektors (X, Xo, ..., X,,) mittels der Multiplikationsformel (Beob. 1.51, lese
dort A; = {X; = x;}) bestimmen (,,Pfadregel):
P(X1 = ,Il,Xg = XQ,. .. ,Xn = In)
=P(X1:$1)‘P(X2:JJ2|X1=.T1)'P(X3=.Z‘3|X1:xl,XQZ.TQ)
st P(Xn =Ty | X1 = $1,X2 =T2,... 7Xn—1 = xn_l) (111)

Man stellt Rechnungen, die die verschiedenen Fille in dieser Weise aufzidhlen, oft mittels
eines Baumdiagramms dar, wie in dem folgenden Beispiel.
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Beispiel 1.52. Nehmen wir an, in der Situation von Bsp. 1.50 wird das zufillige Bit X si-
cherheitshalber zweimal gesendet (wobei jedesmal unabhédngig mit den genannten W’keiten
ein Ubertragungsfehler auftritt), seien Y; und Y5 die beiden empfangenen Bits, Z; = Iy, -y,),
Zy = Iiy,-v,-x) (beachte, dass der Empfinger Z; beobachten kann, nicht aber Z3). Dann ist
wegen {Zy =1} c{Z; =1}
P(ZQ = 1)

P(Zy=1|72y) = P(Z,=1)
(dies ist die Wahrscheinlichkeit, mit der ein Empfidnger, der den gesendeten Bits ,,vertraut®,
sofern er zweimal dasselbe empfangen hat, ,richtig liegt”).

Wir fassen die moglichen Ausgéinge von (X, Y}, Y3) (und die sich daraus ergebenden Werte
von Zy, Z5) in einem Baumdiagramm zusammen:

X =0, X =0, X =0, X =0, X =1

Y1=0, |[Yi=0, |Yi=1, Yi=1, ||\1=0, |[[1=1, | Y= Yi=1,
Y=0, ||[Ya=1, |Y2=0, Yo=1, [|Y2=0, ||Y2=0, ||Y2=0, |Yo=1,
lel, Zl=0, Z1:0, lel, lel, leo, Zl=0, Z1=1,
Z2=]_ ZQ=0 ZQ=0 Z2=O ZQZO ZQZO ZQ=0 22:1
Wkeit || W’keit W’keit W’keit W’keit W’keit W’keit W’keit
(1-a) |[(1-a) (1-a) (1-a)fe||af? afi a(l-f1)||a

(1= fo)?||- (1= fo) fo |- fo(1-fo) (=) || f (1= f1)?

Wir sehen:

P(Zi=1)=(1-a)(1 —f0)2 +(1 —a)fg +0Lf12 +a(l —f1)2,
P(Zy=1)=(1-a)(1- fo)* +a(1- f1)?
_ _ (1-a)(1- fo)*+a(l- fi)?
P =2 = oy Q= fop + (- a) 2+ aft+a(l= f)F

Fiir die konkreten Zahlenwerte aus Beispiel 1.50 (a = 0.3, f; = 0.05, fy = 0.1) ergibt sich
P(Zy=1|27;) =0.991.
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1.2.1 Nochmal zur Unabhingigkeit

Erinnerung. Zufallsvariablen X1, ..., X, (X; habe Wertebereich S;) heillen (stochastisch) un-
abhdingig, wenn fiir alle Ereignisse { X; € B;} gilt

P(X1eBl,XgeBg,...,XneBn):In—[P(XZ-eBZ») (1.12)
=1

(vgl. Def. 1.13).
Dann ist die Pfadformel (vgl. Beob. 1.51) besonders ,,angenehm®.

Definition 1.53. Ereignisse A4, ..., A, heilen unabhingig, wenn dies fiir ihre Indikatorvaria-
blen I4,,...,14, gilt.

Speziell: A und B unabhingige Ereignisse (mit P(B) > 0), soist P(An B) = P(A)P(B)
und somit P(A | B) = P(A).

Bemerkung 1.54. Sind ZVn X, ..., X,, unabhingig, so auch
1. jede Teilfamilie X; ,...,X;, (fir 1 <4 < - < 4 < n) (wihle B; = §; in (1.7) fiir
P i,y ik))
2. fi(Xq), fa(X2), ..., fu(X,) fir Funktionen f; : S; — S! (beachte { f;(X;) € B!} = {X ¢
[7Y(B!)}in (1.7), vgl. Bsp. 1.4, 2))
3. In Def. 1.53 geniigt es i.A. nicht, jeweils nur Paare auf Unabhéngigkeit zu priifen:

Beispiel: Seien X1, X5, X3 unabhéngige faire Miinzwiirfe P(X; = 0) = P(X; = 1) = 1,
Y1 = Iix,-x01, Yo = I x,-x31, Y3 = I[x,-x,1. Dann sind jeweils Y} und Y5, Y; und Y3, Y5
und Y3 unabhingig, aber Y7, Y5, Y3 zusammen nicht.

Esist P(Y;=1)=3,zB. P(Y1=1,Y,=1) = P({X1 = Xo = X3 = 1} U{X; = X» =
X3=0})=(1/2)*+(1/2)* = 1/4= P(Y1 = 1)P(Y2 = 1), P(Y1 = 1,Y, = 0) = P({X; =
Xo=1,X3=0}0{X;=X,=0,X3=1}) = (1/2)3+(1/2)3 = 1/4 = P(Y; = 1) P(Y> = 0),
etc.)

Man sagt dazu auch: Y7, Y5, Y3 sind paarweise unabhdngig, aber eben nicht unabhéngig.

1.2.2 Faltung

Definition 1.55. X und Y unabhingige reellwertige ZVn, X ~ p, Y ~ v (in einem gewissen
Zufallsexperiment Z"). Die Verteilung von X + Y heift die Faltung von i und v, geschrieben
TR

(M*V)(B)=P(X+Y€B), BcR

Bemerkung. ;i x v =v* p(denn X +Y =Y + X).
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Beobachtung 1.56 (Diskreter Fall). Falls p(Z) = v(Z) = 1 (d.h. X und Y haben Werte in Z),
so ist

(e )({k) = P(X+Y =k) = ¥ P(X =m,Y =k-m) = ¥ u({m})v({k - m}).

meZ meZ

(Im allg. diskreten Fall P(X € {x;,i € N},Y € {y;,j € N]}) = 1 muss man die ,,Doppelsumme"
betrachten: P(X +Y =2) =} CP(X =2)P(Y =y;).)

4] Ty =

Beispiel 1.57. 1. W;, W, unabhingige 6-er Wiirfelwiirfe, dann ist

S = Wl + W2 ~ Ul’lif{LQ 6} * Unif{m ..... 6}

mit
min{k-1,6}
P(S=k)= Y P(Wi=m)P(W,=k-m)

m=max{k-6,1}
67—k

1
= —(min{k-1,6} ~max{k-6,1} +1) = 2

36
fir ke {2,3,...,12}
2. X,Y va., ~ Berp, soist X +Y ~ Biny ,, d.h. Ber,, * Ber,, = Biny,,.
3. (Binomialfamilie) X, Xs, ..., X,, v.a., ~ Bery, soist X; + Xy +--- + X, ~ Bin,, ,,, d.h.

o cen = 1
Ber," = Ber, * Ber, * --- x Ber;, = Bin,, .

n-mal

Insbesondere gilt
Bin,, , * Bin,, , = Bing, 4, , firpe[0,1],n1,n0 € N,

die Binomialverteilungen bilden (fiir festes p) eine Faltungsfamilie.

(Schreibe Sl = Xl + o0+ an ~ Binn1,p’ 82 = Xn1+1 + Xn1+2 + e 4 Xn1+n2 ~ Bian,p’ SO
ist Sl + Sz =X+ + Xn1+n2 ~ Binnﬁnzm-)

4. (Poissonfamilie) Fiir cv, 8 > 0 ist Poi,, * Poig = Poi,. 4, denn

k m k-m k
Z e—aa_ _e—ﬁ ﬁ _ 6—(a+ﬁ)l Z (k)amﬁk—m

= m! (k-m)! k!l = \m

k
_ e_(am% = Poig,s({k}), keN,.

Auch die Poissonverteilungen bilden eine Faltungsfamilie.

Beobachtung 1.58 (Faltung von Dichten). XY u.a. reellwertige ZVn mit Dichte fx bzw. fy,
so hat X + Y die Dichte

(fx * fr)(z) 1=/fo(:13)fy(z—x)dx, zeR.
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Es ist namlich

P(X+Y <w)= [: [: Lipay<un [x () fy (y) dydz
T e @) 0y dda
- [: 1eocwy [: fx(z)fy(z—2x)drdz = [:(fx * iy )(2) dz

wobei wir in der 2. Zeile y = z — x substituiert haben.

Beispiel 1.59 (Die Normalverteilungen bilden eine Faltungsfamilie). Es gilt

N

.02 ¥ Nupoz = Ny o o210z fUL 11, f19 € R, 01,05 >0

Beweis. Betrachte o.E. den Fall iy = 5 = 0 (denn Z ~ N%Uz, aeR,soist Z +a~ Nwa,‘,z).

Die Behauptung folgt aus der Invarianz der multi-dimensionalen Standard-Normalvertei-
lung unter orthogonalen Transformationen (vgl. Beob. 1.42):
Seien a, b € (0, 1) mit a? + b? = 1, so ist die 2 x 2-Matrix

a b
( b a) orthogonal

(Dies ist eine Drehmatrix, wir konnten a = cos(y),b = sin(y) fiir ein geeign. ¢ € [-m,7)
schreiben, und
a b a b\ [ a*+b* -ab+ba
-b a b a | \ -ba+ab a2+0b?
Seien 71, Z u.a., ~ Nj 1, dann haben nach Beob. 1.42
Zl und a b Z1 _ aZ1 + bZQ
Zg -b «a ZQ B —bZl + CLZQ

dieselbe Verteilung, d.h. auch aZ; + bZ5 und -bZ, + aZs sind u.i.v., ~ Nj 1, insbesondere ist
aZ + bZ, standard-normalverteilt.

Setzen wir ¢ := & 2 so finden wir: X := 01247 ~ /\/'0,0%, Xy =097 ~ /\/0703

b= =2
o2+02 \/a%ﬂrg
(und X4, X5 sind u.a.),

X X5

+
Voi+o? \Jo?+o}

also gilt X1 + Xy ~ Ny 52.,3- O

= G,Zl + bZQ ~ N071,

Bemerkung. Man kann — anstelle von Beob. 1.42 — in diesem Fall auch das Faltungsintegral
explizit ausrechnen:

Betrachte wieder o.E. den Fall i, = po.

52



Fiir z € R ist

[ L exp(—x—Q) ! exp(—(Z_I)Q)dx
R \/2m0? 207 \/27mo3 203

2 2 2

1 exp( 22 )] 1 o p( z x Al
= —_ X —_ —_ —_———
V2r (0% + o) 20t +03) g 2T\ 2(01 +03) 207 205 0F 203
af+a§
2
= —1 eXp(— >~ )f L eXp(— (CE— 1+(02Z/01)2) )dm
o1 (02 + 02) 20t +03) ] Jr (9n 2o,y 2547
1 22
= ————exp
V2m(o? +02) ( 2(of "'02))

(Nebenrechnung: Das Argument der Exponentialfunktion innerhalb des Integrals in der 2. Zeile
ist

2 2 2 2

L
2(02+02) 202 202 o2 202

1, o 2 2xz 1 1 9 __o\-1 o
=—— + —— — +

2(01 72 )(:1: os3(o7% +052) ( 0%+U§)(01 72’) Z)

o2
o'% (0%+a§)(a;2+052)

-1 1
oil (o I2+o'_2)2

I S N - R,
B 2(01 +02 )(x ].+(O'2/0'1)2)’
_o'%+o'
-

N DO

o,

NIV

das Integral in der 2. Zeile iSt V(14 (,/01)2) 0203/ (02+02) (R) = 1.)

1.3 Erwartungswert, Varianz und Kovarianz

Der Erwartungswert ist eine wichtige Kenngrée der Verteilung einer reellwertigen Zufalls-
variable X, er gibt eine Antwort auf die — etwas salopp formulierte — Frage ,,Wie grof} ist X
typischerweise?

1.3.1 Diskreter Fall

Sei X reelle ZV mit abzdhlbarem Wertebereich (in einem gewissen Zufallsexperiment 2”) d.h.
es gibt eine abzihlbare Menge S = Sx ¢ R mit P(X € §) = 1 und Zp(X) hat Gewichte
P(X=x),x€Sb.

Definition 1.60. Der Erwartungswert von X ist definiert als

E[X]:= Y zP(X =),

xGSX

sofern die Reihe absolut konvergiert (d.h. sofern ¢, [2|P(X = x) < co gilt, dann kann die
Summation in beliebiger Reihenfolge erfolgen). Manchmal schreibt man auch py := E[ X].
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Man sagt dann ,,X besitzt einen Erwartungswert™ und schreibt dies auch als X € £! (bzw.
X € LY(P), wenn die zugrundeliegende Wahrscheinlichkeiten P(-) nicht aus dem Kontext klar
sind).

Beispiel 1.61. 1. A ein Ereignis, soist E[I4]=1-P(I4=1)+0-P(I4=0) = P(A).

2. W Augenzahl bei einem fairen Wiirfelwurf (1 ist uniform auf {1,2,3,4,5,6}), so ist

1 1 _ 1. 1 1 _ 1 1+2+3+4 21
E[W]==-1+--2+--3+--44--5+--6=-— ¥3+de5+0 2 4

6666 6 6 6 6
(allgemein: X uniform auf {1,2,..., s} mit s € N, so ist
501 1 1 1
E[X] = —-i:—8(5+ ):s+ )
s s 2 2

3. X habe Werte in S := {2,3,4,... }u{-2,-3,-4, ...} mit Gewichten P(X =n) = P(X =
-n) = m firn =2,3,... (esist X, 5 Qm = Yo (ﬁ - %) =1, d.h. dies sind
W’gewichte), dann ist

NI»—t

S lP(X=r)= 3 =

zeS
d.h. X besitzt keinen Erwartungswert.

Wenn man S durchnummerierte mit zo; =7+ 1, 29,1 = —t — 1, 7 € N, so wire

[ee]

N
ZZE]‘P(XZZE]')ZJJIEEOZJ/’]‘P(X:I']‘):O
7=1

(denn Z?ivl z;P(X = z;) = 0); wenn man andererseits S durchnummerierte mit x3;, =
- -1, T3i-2 = 21, T3i-1 = 20+ 1,1¢€ N, SO ware

ZxJP(X T;) = hm ZxJP(X z;) = log(2)

7=1
(denn 3% 2 P(X = 27) = XY 5y 205 50ty = —3 St 143 Dot § ~ —310g(N)+
310g(2N) = 3log(2)).

(Wir sehen hier ein Beispiel fiir die Tatsache aus der Analysis, dass der Wert einer bedingt
konvergenten Reihe von der Summationsreihenfolge abhéngt.)

Bemerkung 1.62. 1. Eine beschrinkte reellwertige ZV X (d.h. es gibt ein M < oo mit
P(-M < X < M) = 1) besitzt stets einen Erwartungswert.

(Dies gilt insbesondere, wenn X nur endlich viele mogliche Werte hat.)

2. Wenn X endlich viele mogliche Werte x1, ..., z, (mit Gewichten p(z;) = P(X = x;))
hat, so kann man E[ X ] als den ,,Massenschwerpunkt* interpretieren.
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p(z1) p(x2) p(zs) p(x4) p(xs)

T To XT3 Ty Ty

E[X]
Auf einer Balkenwaage (deren Balken Eigengewicht 0 habe) liege an der Position x; das
Gewicht p(x;), damit der Balken in Ruhelage ist, muss man in an der Stelle Y7, z;p(x;) =
E[ X ] unterstiitzen, denn dann ist das Gesamtdrehmonent (proportional zu) zn: p(x;) (-
E[X]) = E[X] - E[X] = 0. o
. Der Erwartungswert von X muss nicht notwendigerweise ein moglicher Wert von X

sein (P(X = E[X]) = 0 ist durchaus moglich, sieche Bsp. 1.61), daher kann man die
Interpretation von E[ X ] als , typischer Wert von X* i.A. nicht wortlich nehmen.

Es gilt aber: Sind X, X5, ... unabhingig mit derselben Verteilung wie X, so konvergiert

M, X2t Xy - Y 2P(X =)

n n—oo

(in geeignetem Sinn), dies ist die Aussage des Gesetzes der grof3en Zahlen, das wir spiter
sehen werden.

Es ist namlich

und #{i<n:X; = x}/nTH—c;P(X = ).

Ilustration: X, X, ... uniform auf {1,2,3,4,5,6},
X, sind jeweils die schwarzen Punkte, M,, die blaue Linie
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(Beachte: Wir haben dies bereits in der Anwendung ,.eine Monte-Carlo-Methode zur
Integration in Kapitel O verwendet.)
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4. Man kann E[ X | als den erforderlichen Einsatz in einem ,fairen Spiel” interpretieren, bei
dem man eine zufdllige Auszahlung X erhilt.

5. Der Erwartungswert ist eine Eigenschaft der Verteilung: Z(X) = Z(Y) impliziert
E[X]=E[Y]. (Klar, da dann P(X =) = P(Y = z) fiir alle = gilt.)

Beispiel 1.63. 1. Sei X ~Bin,,,neN,pe[0,1]:

SSEP(X =k) =Y k(n)pk(l pynk
k=0 i \k
2 (n—-1 )
=3 ()P O B (0,1, 1)) = p
k=1
2. Sei X ~ Geom,, p€[0,1]:

p(1-p)"=p ii (1- p)”-pZZ(l p)"

k=1n=k

(o) ) 1

(1-p)* (1 -p) = Y (1-p) =~ -1
3=0 k=1 p

3. Sei X ~ Poi,, a > 0:

n=0 7’L'

Satz 1.64 (Rechenregeln fiir Erwartungswerte). Seien XY, X1, Xo,... Y1, Y5, ... € LI(P).
1. (Linearitiit) Fiir a,b € R gilt aX + bY € L1(P) und

ElaX +bY] = aE[X] + DE[Y].
2. (Monotonie) Wenn X > Y (es geniigt P(X >Y) = 1), so gilt E[X] > E[Y']; insbesondere
gilt E[X] > 0 fiir X > 0.
3. P(X>0)=1undE[X]=0=P(X =0)=1
4. (Faktorisierung fiir unabhingige Produkte) Wenn X und Y unabhdngig sind, so ist XY €
LY(P) und

E[XY]=E[X]E[Y].

Beweis. 1. Beachte, dass a.X + bY ebenfalls diskret ist, der Wertebereich {ax + by : x € Sx,y €
Sy } ist abzdhlbar. Es ist

Z |z|P(aX +bY =2) = Z lax +by| P(X =z,Y =y) <|a| Z |z|P(X =z) + |b| Z ly|P(Y =y) < oo,
x Y

z T,y S———
<lalla|+[b]ly]

d.h. aX +bY € L1(P). Analog ist

E[aX +bY] =) (ax +by)P(X =z,Y =y)

.y
=ay tP(X=2,Y =y)+b) yP(X =2,Y =y) = aE[X] + bE[Y].
T,y z,y
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E[X]= ZmP(sz) = ZxP(sz,Y:y)

o =0 falls y>zx
> yP(X =2,Y =y) = yP(Y =y) =E[Y]
z,y Yy

3. E[X]= ) zP(X =x) wire >0, wenn P(X = z) > 0 fiir ein > 0 gilte.
x (=0)

4. Beachte, dass XY wiederum diskret ist. Weiter ist

D IP(XY =2)= ) |oy| P(X =2,Y =y) = ) [o| P(X =2)- ) ylP(Y =y) =E[[X|]E[]Y]],

z,y#0 z+0 y#0

~P(X=2)P(¥=y)
d.h. XY € L1(P). Analog folgt

E[XY]= ZzP(XY:z) = Z ryP(X =z, =y)

- Y aP(X =0)- T yP(Y -1) - E[XJE[Y].

]

Beobachtung 1.65 (Erwartungswerte fiir Kompositionen). X (diskrete) reelle ZV, g : R — R,
Y = g(X).
Dann besitzt Y einen Erwartungswert g.d.w. >~ |g(z)|P(X = z) < oo und in diesem Fall ist

E[Y]= Y g(x)P(X = 2).

(Schreibe Y, yP(Y =y) = ¥y Yo ga)-y 9(2) P(X = 2) = ¥, g(2) P(X = 1))

Beispiel 1.66. 1. Seien X, ..., X,, ui.v., ~ Ber,, soist X := X +---+ X, ~ Bin,, ,, und
E[X]=E[Xi]+ -+ E[X,] = np.
(Wir hatten den Erwartungswert einer binomialverteilten ZV bereits in Bsp. 1.63, 2. bestimmt,
hier kommen wir allerdings ohne explizite Rechnung aus).
2. Sei X ~ Hypy, ;, hypergeometrisch verteilt, vgl. Bsp. 1.17. Denken wir an eine Urne mit s
schwarzen und w weillen Kugeln, aus der £ mal ohne Zuriicklegen gezogen wird, so ist
x4 Ig +--+ 14, mitA,; = {i-te gezogene Kugel ist schwarz}

° alsoE[X]=k —

und P(A;) = P(Ay) == P(A;) =

s+w’ S+w
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1.3.2 Der Fall mit Dichte

Definition 1.67. Sei X reellwertige ZV mit Dichte fy, dann besitzt X einen Erwartungswert
(auch X € L' geschrieben), wenn gilt [ |z|fx(z) dx < oo und man setzt dann

E[X]:= [ x fx(z)d.
Beispiel 1.68. 1. X ~ N, hat E[ X ] = 0, denn aus der Symmetrie der Dichte folgt

1 [00 9 1 e} 9
-z /Qd _ / —z /2 B / —z /2d 0
pap— xre T p— xre fL’ ap— xre xTr =
V21 J-oo V21 Jo V27

(strenggenommen muss man auch priifen, dass (27)7Y/2 [ |ac|e‘“72/2 dx = (2/m)"/? Jo xe™ 2y =
(2fm) P = PIT = (1/2) 12 < o0)

Somit gilt auch: Y ~ N, 2 hat E[Y] = 41, denn 0.X + p1=?Y nach Bsp. 1.34).
2. X ~ Exp, hat E[X] =1/, denn

ELx]= fow e dr = (=) - fooo 1- (=) da
— -z _ = “A\x _ L
- [0 ¢ dr = A [o Ae ™ de A

3. Die Cauchy-Verteilung mit Dichte *

E[X] =

e o —L besitzt keinen Erwartungswert:

o 1 |.T| oo_
—[00;14'3:2 _2/ 7r1+x dx-[—log(ler )]0 -

Bericht 1.69. 1. Man kann prinzipiell den Fall mit Dichte aus dem diskreten Fall herleiten: X

. . 1 k .
habe Dichte fx, so nimmt X,y = —|n.X | den Wert —, k € N an mit
n n
(k+1)/n

P(Xe=2)= [ px(a)da,

also ist (sofern die Reihe absolut konvergiert, was man analog iiberpriift)

L (k)0
ol=Z5 L, @®
oo 1 o0
:f —[nfoX(x)dx—>[ zfx(z)dx
-0 N n=00 J-oo

2. (Analogon zu Beob. 1.65 im Fall mit Dichte)
Sei X = (Xy,...,X,) Ré-wertig mit Dichte fx : R? > [0,00], g : R? > R, Y := g(X). Dann
giltY e L1 g.d.w.

_/]%d |g($1,...7I‘d)|fx($1,...,Id)dxl...d.Zd<OO
und in diesem Fall
:fRdg(xl,...,a:d)fX(:El,...,a:d)dxl...dxd<oo.

(Siehe z.B. [Ge, Korollar 4.13])
3. Die Rechenregeln aus Satz 1.64 gelten auch im Fall mit Dichte.
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1.3.3 Varianz und Kovarianz

Fiir eine reellwertige Zufallsvariable X heifit E[ X?2] das 2. Moment von X (allgemein heiBt

E[ XP] das p-te Moment).

Man sagt, dass X ein 2. Moment besitzt, wenn E[X?] < oo gilt und schreibt dies auch
als X € £? (bzw. X € L?(P), wenn die zugrundeliegende Wahrscheinlichkeiten P(-) nicht aus dem

Kontext klar sind).
Definition 1.70. Fiir X,Y € £2? heif3t
1. Var[X]:=E[(X -E[X])?] = E[X?] - (E[X])" die Varianz von X
(manchmal schreibt man auch 0% := Var[ X]),

Var[ X ] die Standardabweichung (oder Streuung) von X
(manchmal auch ox = /agf geschrieben),

2. Cov[X,Y]:=E[(X -E[X])(Y -E[Y])] = E[XY] -E[X]E[Y]
die Kovarianz von X und Y.

X und Y heiBen unkorreliert, wenn Cov[ X, Y] = 0.

Die Standardabweichung oy ist — neben dem Erwartungswert E[ X | — eine weitere wichtige
KenngroBe der Verteilung einer Zufallsvariable X, sie gibt eine Antwort auf die — etwas salopp

formulierte — Frage ,,Wie sehr weicht X typischerweise von E[ X | ab?‘

Einen Hinweis dazu gibt die Chebyshev-Ungleichung:

Satz 1.71. Sei X reelle ZV, f : [0, 00) — [0, 00) monoton wachsend.
1. Fiir a >0 mit f(a) >0 gilt

P(|X|>a) < ﬁE[fﬂXD] (Markov'*-Ungleichung).

2. Fiir X € £2 gilt

P(IX -E[X]|2a) < VaZ[QX]

Beweis. 1.SeiY := f(a)l{x|sa}, SO ist Y < f(]X]) und
E[Y] = f(a)P(IX]>a) <E[f(IX])]

nach Satz 1.64, 2.
2. Wende 1. an auf X := X ~E[X] und f(a) = a2.

(Chebyshev'*-Ungleichung).

(1.13)

(1.14)

]

Insbesondere (wihle a = boy in (1.14)): Die W’keit, dass X von E[ X | um mehr als das

b-fache von o x abweicht, ist hochstens 1/b2.

14 Andrei Andrejewich Markov, 1856—-1922.
“Pafnuty Lvovich Chebyshev, 1821-1894.
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Beobachtung 1.72. 1. Wegen | XY| < X2 + Y2 ist die Kovarianz wohldefiniert. Es gilt (of-
fensichtlich)
Cov[X,Y]=Cov[Y, X].

2. Esist

E[(X -E[X])(Y -E[Y])] =E[XY - XE[Y] - YE[X] + E[X]E[Y]
[YX]-E[X]E[Y]-E[Y]E[X]+E[X]E[Y]

E JE[Y]
E[XY]-E[X]E[Y]
X

(und analog fiir Var[ X'] = Cov[ X, X]).

3. Var[X]=0 <= P(X=E[X])=1
(,,<" ist klar, fiir ,,=“ wende Satz 1.64, 3. an auf die ZV (X - E[X])?)

4. Var[X] ist eine Eigenschaft der Verteilung von X, Cov[X,Y] ist eine Eigenschaft der
gemeinsamen Verteilung von X und Y.

Beispiel 1.73. 1. X ~ Ber,, Var[ X ]| = E[X?] - (E[X])?=p-p?=p(1 -Dp).
2. X ~ Poi,,

E[X (X -1)] = ;k(k - ma%’f _ azéea(;_ e

also

Var[X] = E[X2] - (E[X])" = E[X (X - 1)] +E[X] - (B[X])" = +a-a’ =

3. X ~ Bin,,,

ELX(X - 1)] = 3 hk- ) (-t

n-2
=n(n-1)p? Z (k; ] 2)pk—2(1 _p)(n—2)—(k—2) =n(n-1)p
=2

also

Var[X] =E[X (X -1)]+E[X] - (E[X])2 =n(n-1)p* +np- (np)? = —np* +np = np(1-p)

1] (d.h. P(X = k) = p(1 - p)*, k € Ny, vgl. Bsp. 1.19 und wir hatten

4. X ~ Geom,, p € [0,
= (1-p)/p, siche Bsp. 1.63, 2).

gesehen, dass E[ X ]

Es ist
E[X(X-1)]= Zn(n - Dp(1-p)" =p(1-p)? in(n - p(1-p)"2 = 2(1_—2]?)2
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(verwende, dass f(t) := Yoo t" = o (fiir [¢| < 1) erfiillt dth( ) = 2t)3 =Y, n(n-1)t"2),
somit

(1-p)? 1-p 2p-1 1-p
p? P P p?

Var[X] =E[X(X - 1)]+E[X](1-E[X]) =2

5. X ~ N, -2 hat Var[ X ] = 0% (wir hatten in Bsp. 1.68 bereits gesehen, dass E[ X | = p):

O e exp (- 0 o
1

_ZQ/QdZ— 27212 0y

=f0'222
R V2T 2 J-o0 S
=Z(—16722/2)
dz

= \;22_%([2( - %e‘z2/2)]o; - [: —e 2 dz) = %(0 + \/%) = o2

(Wir haben Bericht 1.69, 2. verwendet, dann im Integral z = (x — p/o’) substituiert und partiell
integriert.)

Satz 1.74 (Rechenregeln fiir Varianz und Kovarianz). Seien X,Y, X, Xs,..., X,, € L2, a,b,c,d €
R.

1.aX +b,cY +de L? und
Cov[aX +b,cY +d] = acCov[ X, Y],
insbesondere
Var[aX +b] = a*Var[ X]

(die Kovarianz ist eine Bilinearform, die Varianz ein quadratisches Funktional).

2. Var[ zn:Xl] = zn:Var[Xi] + > Cov[X;, X;],
=1 =1 1<i,j<n
i)

insbesondere gilt fiir paarweise unkorrelierte X1, ..., X,, also Var[ Z Xi] = Z Var[ X;]
i=1 i=1

3. Sind X undY unabhdingig, so gilt Cov[X,Y] = 0.
4. Es gilt

|Cov[X,Y]| < V/Var[X]+\/Var[Y] (Cauchy-Schwarz-Ungleichung'®)

BSnach Augustin-Louis Cauchy (1789-1857) und Hermann Amandus Schwarz (1843—-1921)
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Beweis. 1. Es ist

Cov[aX +b,cY +d] = Cov[aX,cY] (dennE[aX +b]=E[aX]+bund E[cY +d]=E[cY]+d)
=E[aX ¢Y]-E[aX]E[cY] = ac( E[XY] -E[X]E[Y])
=acCov[X,Y].

2. Dies folgt etwa per Induktion tiber n aus 1., oder direkt folgendermaBen:

Sei 0.E. E[X] = -+ = E[X,,] = 0 (sonst ziehe jeweils die Erwartungswerte ab, verwende
1.), dann ist

~
1l
—_
.
1l
—_
-~
k)
H

= > E[X?]+ ZE[XX] Z\/ar Zcov Xi, X;]
i=1 i#] i#]
3. Klar, denn fiir X und Y unabhingig ist E[ X Y] = E[ X ] E[Y"] nach Satz 1.64, 4.
4. Falls Var[Y'] = 0, so ist die Ungleichung (als 0 < 0) erfiillt

(denn dann ist P(Y —E[Y] = 0) = 1 nach Beob. 1.72, 3. und somit auch Cov[ X, Y] = 0).
Cov[X,Y]

Falls Var[Y] > 0, setze o := — Var[Y]

, €s ist

0 < Var[X + Y] Var[Y] & (Var[X] +2aCov[X,Y] + a*Var[Y])Var[Y]
= Var[X] Var[Y] - (Cov[X,Y])".

Bemerkung 1.75. Es gilt Gleichheit in der Cauchy-Schwarz-Ungleichung g.d.w.
es gibt a,b,c € R (mit a # 0 oder b # 0), so dass P(aX+bY+c: 0) =1.

In diesem Fall heilen X und Y perfekt korreliert.

(Denn wir sehen aus dem Beweis, dass Gleichheit genau dann eintritt, wenn Var[Y] = 0 oder
Var[X +aY]=0.)

Beispiel 1.76. 1. X ~ Bin,, schreibe X =Y; + .-+ Y, mit Y; u.iv. ~ Bery, so ist (mit
Satz 1.74, 2.)

Var[ X ] = ZVar[Y}] =nVar[Y1] = np(1 - p)
(vgl. auch Bsp. 1.73, 3.).

2. X ~Hyp,,, . stelledarals X = Y +-+Y, mitY; = I, A; = {i-te gezogene Kugel ist schwarz}
(bei n-fachem Ziehen ohne Zuriicklegen aus einer Urne mit s schwarzen und w wei3en
Kugeln).
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(Erinnerung: Fiir yy,...,y, € {0,1} mity; +--- +y, = k gilt

s(s=1)(s=2)(s—k+1) - ww-1)(w-n+k+1)
(s+w)(s+w-1)(s+w-2)(s+w-n+1)

Y

P()/l:yla"wy’n:yn):

was nicht von der Reihenfolge abhingt — die Y; sind ,,austauschbar®.)

Esist E[Y;] = P(A;) = P(A1)=Sjw

=:p, Var[Y;] = p(1 - p); fiir i + j ist

s—1
s+ws+w-—1’

s s—1 5 )2
Y, Y] = E[Y;Y;] - E[Y;]E[Y;] = -
COV[ 79 ]] [ ) Z] [ Z] [ .7] S+w8+w_1 <S+w)

s s—1 s 1
= _ =—p(l=-p)—
s+w(s+w—1 s+w> p( p)s+w—1’

E[Y;Y;] = E[Y1 Y] = P(A; n Ap) =

~
_ w 1
s+w s+w-1

also

Var[ X ZVar ZCOV 5 Y] np(l—p)—n(n—1)<—p(1—p)

Z{]

o)

=np(1—p)(1—%)

(Wir sehen: Die Varianz ist kleiner im Fall ohne Zuriicklegen als im Fall mit Zuriicklegen
— insbes. ist sie natiirlich = 0 im Fall n = s + w.)

3. Z reelle ZV mit E[|Z |3] < oo und symmetrischer Verteilung, d.h. es gilt P(Z > z) =
P(Z < -z)fiiralle z > 0 (zB. Z ~ Np1), setze

Y = 72,
dann gilt
Cov[Y,Z] =E[Z? Z] - E[Z*|E[Z] = E[Z®] - E[Z*]E[Z] = 0 - E[Z?] -0 = 0.
Z und Y sind also unkorreliert, aber i.A. nicht unabhingig.

Definition 1.77. Seien X,Y € £2.

Cov[X,Y]

\/ Var[X] Var[Y ]E[_Ll]

RXxy =

heit Korrelationskoeffizient von X und Y (manche Autoren schreiben auch px y ).

(Die Cauchy-Schwarz-Ungleichung (Satz 1.74, 4.) zeigt, dass |k x y| < 1.)
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Beobachtung 1.78 (Interpretation des Korrelationskoeffizienten via ,beste lineare Vorhersa-
ge). Esist

min B[(Y = 51X = 60)] = (1= i, ) minE[(V = 50)?] (= (1= %y )VarlY]),

denn der Ausdruck auf der linken Seite ist

Var[YV - 51X - fo] + (E[Y] - BE[X] - 50)2
= Var[Y] - 26, Cov[ X, Y] + B2Var[X] + (E[Y] - BE[X] - o)’

- 02 —2B10x0vkxy + 0% + (B[Y] - BE[X] - 5)
= 032/(1 - ﬁ%(,y) + U?{(ﬁl - Z—)Y(HX,Y)2 + (E[Y] - BE[X] - 50)2,
was offensichtlich minimal wird fiir die Wahl
pr=p1 = Z_-_;K/X,Ya Bo =55 =E[Y] - BIE[X]
und dann den Wert (1 - x% )0 hat.

(Fiir den Zusatz beachte analog:
E[(Y - By)?] = E[Y?] - 28E[Y] + 5 = Var[Y] + (8 - E[Y])’

ist minimal fiir die Wahl g = E[Y].)

Im Sinne einer moglichst kleinen quadratischen Abweichung ist E[Y'] die beste konstante
,,Vorhersage" von Y. Man kann demnach um einen Faktor (1-+% ,-) besser vorhersagen, wenn
man stattdessen eine affin-lineare Funktion von X verwenden darf.

Demnach (vgl. auch Bem. 1.75)
lkxy|=1 <« perfekter linearer Zusammenhang zwischen X und Y’

kxy =1 <« perfekter linearer Zusammenhang zwischen X und Y
mit positivem Koeffizienten
(X groBerals E[ X] < Y groBer als E[Y])

kxy =—-1 <« perfekter linearer Zusammenhang zwischen X und Y
mit negativem Koeffizienten
(X groBer als E[ X ] < Y kleiner als E[Y'])

Nicht-lineare Zusammenhénge erfasst der Korrelationskoeffizient moglicherweise nicht kor-
rekt (oder gar nicht), vgl. Bsp. 1.76, 3.

Die folgenden Scatterplots zeigen jeweils 100 simulierte Paare (X,Y"), wobei ox = oy = 1
und k x y den angegebenen Wert hat. (Blau eingezeichnet ist die ,,Vorhersagegerade™ x + 3z +

B5-)
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1.3.4 Median(e)

Anschaulich ist der Median einer reellen Zufallsvariable X der Wert m, so dass
1
LP(X <m) = 3° P(X >m)“
gilt.

Da man diese Gleichheit (zumal im diskreten Fall) nicht immer genau einstellen kann,
definiert man formal folgendermal3en:
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Definition 1.79. X reelle ZV, m heifit (ein) Median von X (auch ,Zentralwert, manchmal
auch mx geschrieben), wenn gilt

1 1
P(XZm)2§ und P(Xsm)zi.

Ein Median existiert stets, auch wenn X keinen Erwartungswert besitzt.

Man kann den Median als eine ,,robustere’ Antwort auf die Aufgabe, fiir eine ZV nur einen
»typischen Wert* anzugeben, ansehen (im Gegensatz zum Erwartungswert besitzt ja jede Ver-
teilung einen Median). Allerdings gibt es fiir Mediane keine so angenehmen Rechenregeln, wie
sie Satz 1.64 fiir den Erwartungswert liefert.

Beispiel 1.80. 1. X ~ Exp, hat Dichte fe=%1 .)(x), Verteilungsfunktion (1-e7%%)1[g o)(),
demnach ist der (eindeutig bestimmte) Median m = % log 2.

<
—

06 0.8

0.4

Verteilungsfunktion von Exp,
0.2

0.0

2. X Cauchy-verteilt mit Dichte L5, Verteilungsfunktion % arctan(xz), der (eindeutig be-
stimmte) Median ist m = 0.

=<
=
(&
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S
=1
o
>
= 9
g ©
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&0
g
=
L o
B
>

o |

(e}

I I I I I I I
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(Wegen der Symmetrie der Dichte, es gibt keinen Erwartungswert, vgl. Bsp. 1.68, 3.)
3. X ~ U_Hif{l’g 77777 6}
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Jeder Wert m € 3, 4] ist ein Median (und die vielleicht ,.kanonischste” Wahl wire m = 3,5).
4. X ~ Bing /3 hat Median 1
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\ T T T T T
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T

Bemerkung 1.81. Sei X € 1.

1. Jeder Median von X ist ein Minimierer von a — ]E[|X - a|].
2. Fiir jeden Median m ist [E[X] - m| < \/Var[X].
Beweis. 1. Sei m ein Median. Falls a > m:
X —a|-|X —m| > (a—m)Lixem) — (@ —m)L{xsm},
also
E[IX - al] - E[|X - m|] > (a=m)( P(X <m)-P(X >m)) >0,

>1/2 <1/2
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analog im Fall a < m.

2. Es ist

[E[X]-m|=[E[X - m]| <E[|X - m]]

Caf)x - 5] -/ (=1 - =001 < /AT RO

wobei fiir die erste Ungleichung die Monotonie des Erwartungswerts (Satz 1.64, 2., beachte:
X -m <|X -m|und —(X —m) < |X —m| und fiir die letzte Ungleichung die Cauchy-Schwarz-
Ungleichung (Satz 1.74, 4.) verwenden. [

1.4 Gesetz der grofien Zahlen und zentraler Grenzwertsatz

1.4.1 Gesetz der groBBen Zahlen

Satz 1.82 ((Schwaches) Gesetz der groB3en Zahlen). Seien X1, Xo, ... unabhdngige und iden-
tisch verteilte (u.i.v.) reellwertige ZVn mit E[X1] = p und Var[X;] < oo, dann gilt fiir jedes
e>0

X, +-+ X X
P|¥—M‘>5 SM—%) (1.15)
n 5271 n—o0

1
Beweis. SeiY, = —> (X; - p), esist
n

1=1

1 n
Var[Y,] = ﬁ( Y Var[X;—pl+ Y Cov[X;-p, X, - ,u])
i1 e
1_;:;]]‘_

1 1
= EV&I‘[XIL] = ﬁV&I‘[Xl]

mit Satz 1.74, somit
P(|Ya]2¢) <

< Var[Y,] Var[X|]
2 g
gemil Chebyshev-Ungleichung (Satz 1.71). ]

Erinnerung. Wir hatten bereits in Bem. 1.62, 3. das Gesetz der grolen Zahlen illustriert:

X1, Xo, ... unabhéngig, uniform auf {1,2,3,4,5,6}, X,, sind die schwarzen Punkte,
(X + -+ X,,)/n die blaue Linie
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Wert

(und es auch schon im ,,Auftakt“-Beispiel in Kap 0 verwendet)

Bemerkung 1.83. 1. Wir entnehmen dem Beweis von Satz 1.82 folgende kleine Verallge-
meinerung:

Sind X, X, --- € L? seien paarweise unkorreliert mit

sup Var[ X, ] <0 < oo,

dann gilt fiire > 0

P(|l§n:(Xi—]E[Xi])|>e)§2i(—>0). (1.16)

N1
(Das Argument geht genauso wie im Beweis von Satz 1.82, wenn wir Y,, := % Yy (Xi -
E[XZ]) setzen.)
2. Seien Y,,,n € Nund Y reellwertigen ZVn in einem gewissen Zufallsexperiment 2.
Man sagt die Folge (Y}, )nen konvergiert stochastisch gegen Y, auch geschrieben

stoch.
Y, —Y,

n—oo

(auch Y,, — Y stoch. oder Y, il Y’), wenn gilt

n—00

Ve>0: lim P(]Y,-Y|>e)=0.

Man spricht damit Satz 1.82 oft folgendermalien aus:

X1+"'+Xn stoch.
e
n n—o0
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Bericht 1.84 (Nur der Vollstidndigkeit halber). Die Konvergenzaussage (1.15) in Satz 1.82 sieht
(zumindest mit Blick auf die in der Analysis iibliche Definition der Konvergenz) vielleicht
etwas merkwiirdig aus.

Tatsdchlich gilt fiir X7, X5, ... wi.v. mit E[ X;] = p auch:

Fiir jedes € > 0 gibt es ein (vom Zufall abhédngiges) Ny mit
|X 1+ + X,

—u| <e fiirallen > Ng.
n

In der Literatur heiflt dies manchmal das starke Gesetz der grofien Zahlen, man sagt auch
(X1 + -+ X,,)[n konvergiert fast sicher gegen .

Wir werden dies im weiteren Verlauf der Vorlesung nicht verwenden.

1.4.2 Zum zentralen Grenzwertsatz

Vorbemerkung. Seien X, X, ... unabhingig und identisch verteilt (u.i.v.), E[ X1 ] = u, Var[ X7 ] =
02 < oo.

Wir haben gesehen, dass X; +--- + X, » ny mit hoher Wahrscheinlichkeit, denn

X, ++ X, .
Artet An i — 0 stochastisch

n n—oo
gemil dem Gesetz der grolen Zahlen (Satz 1.82), aber feiner gefragt:

Wie groB ist Xy +--- + X, — nu typischerweise?

Fiir A > /n ist (mit Chebyshev-Ungleichung, Satz 1.71) zumindest

no?

P(IX1+ -+ X, —np| > A) < - (sehr) klein.

Tatsdchlich ist /n die korrekte GroBenordnung der typischen Abweichungen von X +--- +
X,, von nu, beachte dazu
E[(X;++X,) - np] =0

und Var[(Xl +o+ X)) - nu] =nVar[ X;] = no?, also

(X1 +---+Xn)—nu] 1
2

Var [

no

Demnach: Mit dieser Skalierung hiingen zumindest Erwartungswert und Varianz nicht mehr
von n ab.

Wie sieht es aber mit der ,,ganzen™ Verteilung aus? Wir betrachten dazu Simulationen:
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X; ~unifyg 17, E[X1] = 1/2, Var[X;] = %

Histogramme jeweils basierend auf 10° Simulationen von S,
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Zur Vergleichbarkeit gehen wir von den absoluten Anzahlen als Balkenhthen zur sogenannten
Dichte iiber, d.h. die Balkenhohe ist nun jeweils

Anzahl
100.000 x Balkenbreite

Damit wird die Gesamtfldche der Balken = 1 (wie bei einer Wahrscheinlichkeitsdichte).

(Da wir gleich breite Balken verwendet haben, entspricht dies einfach der Wahl einer anderen Skala
auf der y-Achse)
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n =100
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n =500
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Sy,

(Die schwarze Kurve ist die Dichte der Standard-Normalverteilung, f(z) = (27) /2 exp(-22/2).)

Nun dasselbe nochmal mit X; ~ geom, ;, (mit E[X] = 1, Var[ X, ] = 2):
Histogramme jeweils basierend auf 10° Simulationen von S,

n =

Anzahl (von 1e+05)
10000 20000 30000 40000 5000~
|

0
|
I
)
B
1
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3
Il

Anzahl (von 1e+05)
5000 10000 15000 20000 2500

0
]
]
]

X

Zur Vergleichbarkeit gehen wir wieder von den absoluten Anzahlen als Balkenhohen zur
sogenannten Dichte iiber.
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(Die schwarze Kurve ist die Dichte der Standard-Normalverteilung, f(z) = (27)~ /2 exp(-22/2).)

Wir sehen: Fiir geniigend groB3es n ist die Verteilung von

(X1 +-+X,) —nux,

/ 2
TLUXI

Ubrigens: Da die Summe unabhiingiger, normalverteilter ZVn wieder normalverteilt ist, gilt
fiir X PR N 1,02

87 mitZ~Np,. (1.17)

(X1 +-+X,)-nu

d.h. dann gilt (1.17) exakt (dies folgt aus Bsp. 1.59 und Bsp. 1.34, 1.)
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Satz 1.85 (,,Zentraler Grenzwertsatz”). Seien X1, Xs, ... u.i.v. reelle ZVn € £? mit Var[ X ] €
(0, 00), dann gilt fiir —oo < a < b < oo

lim P

n—oo

(a  Xito+ X, - nE[X)]

<b)=P(a<Z<b) mitZ~Nyy. (1.18)
nVar[ X |

Die wichtige Botschaft von Satz 1.85 lautet: Eine Summe von vielen unabhingigen und
identisch verteilten zufédlligen Summanden ist (approximativ) normalverteilt.

Bemerkung 1.86. Die Eigenschaft (1.18) wird auch ausgesprochen als ,,Konvergenz in Vertei-
lung“: X, X, reellwertige ZVn, so sagt man

X, — X in Verteilung (auch X, N oder X, =, X geschrieben),

n—00 n—00

wenn gilt
lim P(X, <z)=P(X <) (=Fx(z))

n—oo

fiir jedes x € R, an dem Fy stetig ist.

Xi+-+X,-nE[X
Satz 1.85 besagt also: — Ty nE[X)] Lz
nVar[ X/ | oo

Bericht 1.87. Es gibt viele Verallgemeinerungen von Satz 1.85, die die Annahme, dass die X;
u.i.v. sind, (stark) abschwichen.

1.4.3 Eine Heuristik zum zentralen Grenzwertsatz

Beweise des zentralen Grenzwertsatzes finden sich in der Lehrbuch-Literatur, z.B. sehr schon
in [KW, Kap. III.12], in [Ge, Kap. 5.3] oder in [MP90, Satz 2.3.7]; wir betrachten hier nur ein
heuristisches Argument:

,»Warum taucht im zentralen Grenzwertsatz die Normalverteilung auf”*

Beobachtung. In der Situation des zentralen Grenzwertsatzes sei

X1+ Xo+-+ X, —npy, Xn+1+Xn+2+“'+X2n_n,uX1)
Y
[ 2 [ 2
noy, noy,

offenbar sind Z; und Z, unabhéngig und identisch verteilt.

(Z1,73) ::(

Betrachten wir die gemeinsame Verteilung von Z; und Z; (Simulationen mit n = 200,
Xi ~ lll'lif[gjl])Z
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1000 simulierte Werte von (71, Z5) 2000 simulierte Werte von (71, Z)
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5000 simulierte Werte von (Z1, Z) 5000 simulierte Werte von (21, Z)

Z,
0
|

Die Simulationen legen nahe: (71, Z,) ist (approximativ) rotationssymmetrisch verteilt.

Beobachtung 1.88 (Eine Charakterisierung der Normalverteilung). Seien 2, Z5 unabhdngige,
reellwertige ZVn mit derselben Dichte f, so dass (Z1, Z3) rotationssymmetrisch verteilt ist.

Dann muss f eine (zentrierte) Normaldichte sein, d.h.

1 x?
f@)= == ( - 55)

fiir ein 02 € (0, 00).

Beweis. Die (gemeinsame) Dichte f(, z,) ist rotationssymmetrisch, also gilt

fiznz) (21, 22) = (V23 + 23)

fiir eine gewisse Funktion g (vgl. Beob. 1.42), andererseits gilt wegen Unabhingigkeit (vgl.
Bericht 1.40)

f(Z1,Z2)(Zl7 22) = f(Zl)f(Z2)
Mit der Wahl z; =7 > 0, 25 = 0 folgt

F(r)f(0) = g(Vr?) = g(r)
(insbesondere muss f symmetrisch sein: f(-r) = f(r)).

Somit erfiillt f folgende Funktionalgleichung (setze oben r = /2% + 23):
F)f(2) = FO)f(Vat+235), 21,2 eR.

(Eine mogliche Losung ist f(z) = e, denn e~ - e~ = e~(:1+:8) = 1. ¢~ (V214" )
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Zur allgemeinen Losung: w(z) := f (\/m ) erfiillt
w(a®)w(b?) = w(0)w(a® +b?), a,beR
also gilt
w(w)w(v) =w()w(u+v), u,v>0 (1.19)

Die allgemeine Losung von (1.19) hat die Form

w(u) = cre” "

also ist

f(2) =w(z?) = c1 - exp(-c2?)
fiir gewisse ¢, o > 0; wegen Normierung [ f(x)dz = 1 muss dann ¢; = (2702)71/2, ¢y =
1/(20?) fiir ein 02 € (0, 00 ) gelten. O

1.4.4 Ergianzung: Hoeffding- und McDiarmid-Ungleichung

Seien X1, X5, ..., X, u.a., X; habe Werte in [a;, b; ] (fiir gewisse Konstanten —oo < a; < b; < 00),
setze
S,n = Xl + e+ Xn.

Offenbar ist Var[ X;] < (b; — a;)? (denn | X; - E[ X;]| < b; — a;) und somit Var[S, ] = Var[ X;] +
-+ Var[ X,,] < ¥, (b; —a;)?, die Chebyshev-Ungleichung (Formel (1.14) aus Satz 1.71) liefert
daher fiir ¢ > 0

Z?: Var[Xz] Z:L: (bz - ai)2
P(|S, - E[S,]| > t) < == = < == 3 :
Das folgende Resultat stellt oft eine deutliche Verschiarfung der Chebyshev-Ungleichung
dar (zumindest fiir beschrinkte Summanden):

Bericht 1.89 (Hoeffding-Ungleichung(en)!6). Unter obigen Voraussetzungen gilt fiir ¢ > 0

P(S, -E[S,] > 1) gexp(—#iaiy), (1.20)

P(S, ~E[S,] < ~t) Sexp(—#iaiy), (1.21)
insbesondere

P(|SH—E[Sn]|zt)szexp(—#iam). (1.22)

Beispiel. Seien X; u.i.v. mit P(X; = +1) = P(X; =-1) = 1, n = 100

16nach Wassily Hoeffding, 1914-1991
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1.2
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Zum Beweis der Aussagen in Bericht 1.89 verwendet man folgendes Lemma:

Lemma 1.90 (Hoeffdings Lemma). a < 0 < b, X ZV mit Werten in [a,b] und E[ X ] = 0, dann
gilt fiirt e R

E[e™] < exp (%tQ(b - a)2)

Beweis. = — et® ist konvex,

eta:

-
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daher gilt fiir jedes x € [a, b]

bh—
ot < b_zetaJr z_zetb
(beachte x = Z:—‘;a + $=2b) insbesondere
b-X X-a b-E[X] E[X]-a
tX ta th| _ ta tb
E[e ]SE[b_ae + b—ae ]— - e+ - e

— b ta a tb

- b—a6 b—ae
Die Funktion b

. ta a
f(t)._log<b_ae P ), teR
(b-a)?
8 £
0
n— t
a 0 b
erfiillt
f(0) = f(0) =0, f"(t) < (b-a)?/4,
a_b(eta - @tb) eta _ oth
. b—a

(esist f'(t) = R = abbem —

(aeta _ betb)(beta _ aetb) _ (eta _ etb)(abeta _ abetb)
(beta _ (zetb)z
abe?ta — g2et(a+b) _ p2et(a+d) 4 qphe2td — ghe2ta 4 ghet(a+d) 4 ghet(a+d) — gpe2t

F'(t) = ab

-a (bete — aet®)?
abet(‘”b)( —a?-b%+ 2ab) ) 1 ab
- (bete — qett)? =-(b-a) (e-t@h)/2)2 (heta — qeth)?2
_ 2 (—ab) 1 2
=(b-a) (bet@ D2 _ get-a)f2)2 < Z(b - a)

denn
(bet(a—b)/Q _ aet(b—a)/2)2 - b2€t(a—b) —9ab + a2et(b—a)

= —dab + (b4 1+ 2ab + 2!V = —dab + (be!(@D/? 4 et (0-0)/2)2
> —4ab,

beachte: —a > 0).
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Also ist
@0 =5+ [ fesyas= [ (7O [ du)ds

_ 2 t s _ 2
< (b-a) / f duds = M252
4 o Jo 8

E[etX] < exp (f(t)) <exp (%tz(b - a)z)

wie behauptet. ]

und somit

Beweis von Bericht 1.89. Fiir u > 0 ist
P(S,-E[S,]>t) = P( exp (u(S, - E[S,])) > e“t)

< e‘“tE[ exp (u(Sn - E[Sn])] = e‘“tE[ 12[ e“(Xi‘]E[Xi])]

i=1

_ e,ut lﬁl ]El:eu(XrE[Xi])] < eiﬂt 12[ exp (%UQ(bz - ai)Q)
i=1 i=1
= oxp (~ut +u 13 (- a) ?)
=1

Mit der (optimalen) Wahl u = 4t/ ¥, (b; — a;)? folgt (1.20). (1.21) kann analog bewiesen
werden (oder ersetze S,, durch -5, in (1.20)); (1.22) folgt aus (1.20) und (1.21). O

Bericht 1.91 (McDiarmid-Ungleichung). Seien X, X,,..., X, unabhingige Zufallsvariablen
mit Werten in S, f : S — R. Es gebe Konstanten ¢y, ..., ¢, < oo, so dass fir i € {1,...,n},
T1,...,T, €9, 2, €5 gilt

‘f(mlv sy L1y Ly Ligly - - - 7xn) - f(l’h e 7%—1,%;7%”1, e ,an)| <6 (1.23)
Dann gilt fiir ¢ > 0

212 )

P(f(Xl,...,Xn) ~E[f(X1,..., X)) >t) <eXp(_ e
und

P(If(X0, - X)) —E[f(X0,. . X)) 2 1) SQeXp(—%jcg).

Die Hoeffding-Ungleichung folgt aus der McDiarmid-Ungleichung (mit der Wahl f(z1,...,z,) =
xr1+---+1,), letztere ist aber in allgemeineren Situationen anwendbar. Wir werden sie hier nicht
beweisen. (Fiir einen Beweis siehe z.B. Kapitel 6.1 in Stéphane Boucheron, Gabor Lugosi und
Pascal Massart, Concentration inequalities : a nonasymptotic theory of independence, Oxford
University Press, 2013)
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Beispiel. Seien X1, Xa, ..., X, wiv. ~ Ber,, pe (0,1) (dh. P(X;=1) =p=1- P(X; = 0)),
W = Z[{Xi¢xi_]_}
1=2

die Anzahl der ,,Wechsel“ in der Folge X1, X»,..., X, (z.B. enthilt (0,0,1,1,0,1,0) 4 Wech-
sel). Beachte: Die Summanden in W sind nicht unabhédngig (wir konnen also nicht die Hoeffding-
Ungleichung verwenden).

Es ist E[W] = Y E[lix,+x, 3] = (n = 1) - 2p(1 - p) und wir kénnen schreiben W' =
f(Xl,XQ, . ,Xn) mit f : {0, 1}” g No,

f(x17 e 7xn) = Z ]-{aciia:i_l}'

1=2

f erfiillt die Voraussetzungen der McDiarmid-Ungleichungen mit ¢; = 1,¢5 = ¢3 = -+ = ¢4
2,¢, =1, somit gilt

212 )

P(W =21 -p)n-1)|21) < 2030 (- -

Wir sehen: Abweichungen um ¢ > \/n sind sehr unwahrscheinlich.
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