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Zufallsvariablen mit Dichten sind ein kontinuierliches
Analogon zu Zufallsvariablen mit Gewichten. In vielen
Situationen ist eine Modellierung eines zufalligen Werts X
als ,allgemeine” reelle Zahl angemessen, d.h. die
Annahme, dass der Wertebereich S diskret ist, ist zu

Leng“.
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Zufallsvariablen mit Dichten sind ein kontinuierliches
Analogon zu Zufallsvariablen mit Gewichten. In vielen
Situationen ist eine Modellierung eines zufalligen Werts X
als ,allgemeine” reelle Zahl angemessen, d.h. die
Annahme, dass der Wertebereich S diskret ist, ist zu

Leng“.

(Auch wenn man argumentieren kénnte, dass die Menge
der im Rechner mit gegebener Genauigkeit darstellbaren
Werte prinzipiell diskret ist, ist es oft ,unpraktisch®, sich
immer auf eine konkrete Diskretisierung festlegen zu
missen.)
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Beispiel 1.24 (Approximation der Exponentialverteilung

durch reskalierte geometrisch verteilte ZVn)

Sei W ~ Geom, mit p « 1, X := pW (hat Werte in pZ. c R).
Fir jedes feste K € N ist

P(W>K)=3 P(W=j)=Y p(1-p)y =(1-p)¥p>(1-p)
j= jK =0

= (1-p)"ps =(1-p)*

(1 p)

(~ 1, wenn p sehr klein)
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Beispiel 1.24 (Approximation der Exponentialverteilung

durch reskalierte geometrisch verteilte ZVn)

Sei W ~ Geom, mit p « 1, X := pW (hat Werte in pZ. c R).
Fir jedes feste K € N ist

P(W > K)=3 P(W =) f:pm Py =(1-p)P (1)
j= =

= (1-p)"ps =(1-p)*

(1 p)

(~ 1, wenn p sehr klein), andererseits ist fur (festes) x > 0

P(X 2 x) = P(pW > x) = P(W > [x/p])
= (1 _p)[X/M ~ (1 _p)x/p ~ e X

(und zwar “egal, wie klein” p ist).
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Bsp. 1.24, Forts.

P(pW > x)=(1-p)*Pl s (1-p)Pw e

Interpretation z.B.: via Wartezeiten auf sehr fein
zeitdiskretisiertem Gitter
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Bsp. 1.24, Forts.

P(pW > x) = (1-p)/"71 ~ (1~ p)/o = ™

Interpretation z.B.: via Wartezeiten auf sehr fein
zeitdiskretisiertem Gitter

Frage also: Gibt es eine reellwertige ZV X, flir die obiges
(P(X > x) = e¥) als Identitat gilt?
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Ja, wie wir sehen werden.
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Bsp. 1.24, Forts.

P(pW > x)=(1-p)*Pl s (1-p)Pw e

Interpretation z.B.: via Wartezeiten auf sehr fein
zeitdiskretisiertem Gitter

Frage also: Gibt es eine reellwertige ZV X, flir die obiges
(P(X > x) = e¥) als Identitat gilt?

Ja, wie wir sehen werden.

In den folgenden Bildern skalieren wir die Hohe der Balken so,
dass die Flache des Balkens bei x = pw gerade
P(pW = x) = p- P(pW = x)/p entspricht.
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Bsp. 1.24: lllustration
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(skalierter) Wert x =p- w, w e Ny
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Bsp. 1.24: lllustration

x)/p

skaliertes Gewicht P(pW
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2.5

5/39



Bsp. 1.24: lllustration

x)/p
1.0

skaliertes Gewicht P(pW
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(skalierter) Wert x =p- w, w e Ny
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Bsp. 1.24: lllustration (die blaue Kurve ist e~¥)

x)/p

skaliertes Gewicht P(pW

1.0

00 02 04 06 038

p=0.04

(skalierter) Wert x =p- w, w e Ny
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Beispiel 1.25 (Approximation einer Normalverteilung

durch reskalierte binomialverteilte ZVn)

Betrachten wir flr S, ~ Bin,, 1> (und verschiedene n) die
Verteilungsgewichte, so beobachten wir, dass sich die
.Form stabilisiert”.
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Bsp. 1.25: lllustration
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Bsp. 1.25: lllustration
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Bsp. 1.25: lllustration

P(Si00=5)

0.02 0.04 0.06 0.0¢

0.00

n=100

20

40 60 80

100

7/39



Beispiel 1.25 (Approximation einer Normalverteilung

durch reskalierte binomialverteilte ZVn)

Betrachten wir fir S, ~ Bin,, 1> (und verschiedene n) die
Verteilungsgewichte, so beobachten wir, dass sich die
.Form stabilisiert*.

Zentrieren und stauchen wir:
Sn - n/2

Xy =
" Vn
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Beispiel 1.25 (Approximation einer Normalverteilung

durch reskalierte binomialverteilte ZVn)

Betrachten wir fir S, ~ Bin,, 1> (und verschiedene n) die
Verteilungsgewichte, so beobachten wir, dass sich die
.Form stabilisiert*.

Zentrieren und stauchen wir:
Sn - n/2
vn

und skalieren die ,Balken” so, dass die Flache des
Balkens bei (s - n/2)/\/n gerade

Xn =

P(S :s):%xﬁp(s _s)

entspricht.
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Bsp. 1.25: lllustration, 2
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Bsp. 1.25: lllustration, 2
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Bsp. 1.25: lllustration, 2

skaliertes Gewicht P(Sigo = S) -\/n
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(skalierter) Wert x = (s — n/2)/\/(n)
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Beispiel 1.25 (Approximation einer Normalverteilung

durch reskalierte binomialverteilte ZVn)
Zentrieren und stauchen wir:
Sn—n/2

X, =
! Vn

10/39



Beispiel 1.25 (Approximation einer Normalverteilung

durch reskalierte binomialverteilte ZVn)
Zentrieren und stauchen wir:

Sn—n/2
X, =

n \/ﬁ

und skalieren die ,Balken” so, dass die Flache des
Balkens bei (s - n/2)/\/n gerade

P(S,=s) - % « /TIP(Sy = §)

entspricht.

Es zeigt sich: Die Balken werden gut durch die Funktion

s 1 _2x2 i
X \/r/zexp( 2x?) beschrieben.
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Bsp. 1.25: lllustration, 3
(,Vorschau“ auf den zentralen Grenzwertsatz)
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Bsp. 1.25: lllustration, 3
(,Vorschau“ auf den zentralen Grenzwertsatz)
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Bsp. 1.25: lllustration, 3
(,Vorschau“ auf den zentralen Grenzwertsatz)
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Definition 1.26

Sei X eine Zufallsvariable mit Werten in einem Intervall
S=[ab]nRcR mit-co<a<bc<oo(imFall

a> —oo,b =00 meinen wir S = [a, «), etc.) und sei
f:S— [0, 00) eine integrierbare Funktion mit

fabf(x)dx:1.
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Definition 1.26

Sei X eine Zufallsvariable mit Werten in einem Intervall
S=[ab]nRcR mit-co<a<bc<oo(imFall

a> —oo,b =00 meinen wir S = [a, «), etc.) und sei
f:S— [0, 00) eine integrierbare Funktion mit

fabf(x)dx:1.

X besitzt die Dichte (auch: Wahrscheinlichkeitsdichte) f,
wenn gilt

d

P(X e[c,d]) = f f(x)dx furjedes Teilintervall [c,d] c S.
Cc

Wir notieren oft auch fy fiir die Dichte einer ZV X (um den

Bezug zu X zu betonen, speziell wenn wir mehrere ZVn

zugleich ins Auge fassen). 12/39



X hat Dichte f

f(x)
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X hat Dichte f, so ist P(X ¢ [c,d]) = [ f(x) dx

f(x)
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Interpretation der Dichte: X ZV mit Dichte fx, fir x ¢ R und
kleines § > 0 ist

X+6
P(xe[x,x+5]):f f(a) da ~ ofx(x)

(wortlich zumindest flr Stetigkeitsstellen x von fx)
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Interpretation der Dichte: X ZV mit Dichte fx, fir x ¢ R und
kleines § > 0 ist

X+0
P(X e[x,x+0]) = f f(a) da ~ ofx(x)
X
(wortlich zumindest flir Stetigkeitsstellen x von fy), also

fx(X) = I(;?(;n %P(X e [x,x+4])
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Interpretation der Dichte: X ZV mit Dichte fx, fir x ¢ R und
kleines § > 0 ist

X+0
P(X e[x,x+0]) = f f(a) da ~ ofx(x)
X
(wortlich zumindest flir Stetigkeitsstellen x von fy), also

fx(X) = I(;?(;n %P(X e [x,x+4])

Man formuliert dies gelegentlich auch mit ,infinitesimalen
GréBen” als

P(X e dx) = fx(x) dx

(Dieser suggestive Ausdruck erhalt einen Sinn im Sinne
der ,Standard-Analysis®, wenn man auf beiden Seiten x
Uber ein Intervall [c, d] integriert, dann erhalt man

Def. 1.26).
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Bemerkung. Fir eine ZV X mit Dichte fx ist es —im
Gegensatz zum Fall mit Gewichten — nicht besonders
sinnvoll, nach der Wahrscheinlichkeit von Ereignissen
{X = x} fiUr feste Punkte x € R zu fragen, es gilt dann
namlich immer

P(X = x) = I(lsw P(X € [x,x +6])

X+6 X
- lim fx(a)da=f fe(a) da=0.

010 Jx
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Beispiel 1.27 (Einige ,klassische* eindimensionale

Verteilungen mit Dichte)

1. (uniforme Verteilung) a,be R, a< b.
Unif[a,b] mit Dichte ﬁ-l[a,b](x)
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Beispiel 1.27 (Einige ,klassische* eindimensionale

Verteilungen mit Dichte)

1. (uniforme Verteilung) a,be R, a< b.
Unif[a,b] mit Dichte ﬁ-l[a,b](x)

0
=

1.0

Dichte von Uniff; g)
0.5
|

0.0
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Beispiel 1.27
2. jieR, 0 >0. N, > mit Dichte —=— exp ( - (Xz‘;;)z) heif3t

Normalverteilung mit Mittelwert . und Varianz o2.
MNo 1 heif3t die Standardnormalverteilung.
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Beispiel 1.27
2. jieR, 0 >0. N, > mit Dichte —=— exp ( - (Xz;*;)z) heif3t

Normalverteilung mit Mittelwert . und Varianz o2.
MNo 1 heif3t die Standardnormalverteilung.

0
<}

<

Dichte von N 4
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Beispiel 1.27

3. (Exponentialverteilung[en]) 6 > 0,
Exp, hat Dichte 6691 ) (x)
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Beispiel 1.27

3. (Exponentialverteilung[en]) 6 > 0,
Exp, hat Dichte 6691 ) (x)

1.5

1.0

0.5

Dichte von Exp;,
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Definition 1.28 (Verteilungsfunktion)

Fir eine Zufallsvariable X mit Werten in R (bzw. in einer
Teilmenge S c R) heif3t die Funktion

Fx(x):=P(X<x), xeR (1)

die Verteilungsfunktion von X.

19/39



Definition 1.28 (Verteilungsfunktion)

Fir eine Zufallsvariable X mit Werten in R (bzw. in einer
Teilmenge S c R) heif3t die Funktion

Fx(x):=P(X<x), xeR (1)

die Verteilungsfunktion von X.

Wenn X mit Wertebereich S c R die Dichte fyx besitzt, so
gilt offenbar

Fx(x)= [ #(a)da @

(mit Setzung fx(a) = 0 fir a¢ S, dem Wertebereich von
X).
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Beispiel 1.27 (Fortsetzung)
1. (uniforme Verteilung) a, b € R, a < b. Uniff,,) mit Dichte

b a [a,b] (X)
Vertellungsfunktlon max { min {2,1},0}
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Beispiel 1.27 (Fortsetzung)
1. (uniforme Verteilung) a, b € R, a < b. Unif{, mit Dichte

=112 (X),
Verteilungsfunktion max { min {#=2,1},0}

1.0

Verteilungsfunktion von Unifiy 3

0.0 02 04 06 038
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Beispiel 1.27 (Fortsetzung)
2. Die Verteilungsfunktion der Standardnormalvertellung
Moty o(x) = Fa, (x) = [ —e-22/2 dz

ist tabelliert bzw. in vielen Computerprogrammen
implementiert (z.B. pnorm in R)

21/39



Beispiel 1.27 (Fortsetzung)
2. Die Verteilungsfunktion der Standardnormalvertellung
Moty o(x) = Fa, (x) = [ —e-22/2 dz

ist tabelliert bzw. in vielen Computerprogrammen
implementiert (z.B. pnorm in R)

Verteilungsfunktion von N 1

00 02 04 06 08 1.0

21/39



Beispiel 1.27 (Fortsetzung)

3. (Exponentialverteilung[en]) 6 > 0, Exp, hat Dichte
fe- 0X1 )(X)
Verte|lungsfunkt|on Fexp, (X) = (1 = €)1, 00y (X)
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Beispiel 1.27 (Fortsetzung)

3. (Exponentialverteilung[en]) 6 > 0, Exp, hat Dichte
ee—GX" [O,M)(X)s

Verteilungsfunktion Fg,p, (x) = (1 - e7) 1[0 ) (X)

Verteilungsfunktion von Exp,
00 02 04 06 08 1.0
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Bemerkung 1.29

1. Die Dichte / Verteilungsfunktion von X hangt nur von
der Verteilung von X ab:

wenn Y =9 X (,Gleichheit in Verteilung*), also

P(X e B) = P(Y € B) fur alle B gilt, so hat Y dieselbe
(offenbar).

Wir sprechen daher oft auch kurz von der Dichte bzw.
Verteilungsfunktion einer Wahrscheinlichkeitsverteilung
auf R, ohne die zugehdrige ZV explizit zu machen.
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Bemerkung 1.29

1. Die Dichte / Verteilungsfunktion von X hangt nur von
der Verteilung von X ab:

wenn Y =9 X (,Gleichheit in Verteilung*), also
P(X e B) = P(Y € B) fur alle B gilt, so hat Y dieselbe
(offenbar).

Wir sprechen daher oft auch kurz von der Dichte bzw.
Verteilungsfunktion einer Wahrscheinlichkeitsverteilung
auf R, ohne die zugehdrige ZV explizit zu machen.

2. Wenn X Dichte fx und Verteilungsfunktion Fx besitzt,
SO ist

d;‘)’(px(x) _ di)’( fw (@) da = f(x)

(zumindest an Stetigkeitspunkten von fy)
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Bemerkung 1.29

3. X ZV mit Werten in S c R mit Verteilungsfunktion Fy,
c<d,soist

P(X e (c,d]) = P(X <d)-P(X <c)=F(d) - F(c)
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Bemerkung 1.29

3. X ZV mit Werten in S c R mit Verteilungsfunktion Fy,
c<d,soist

P(X e (c,d]) = P(X <d)-P(X <c)=F(d) - F(c)

(und falls P(X = ¢) = 0, z.B. weil X eine Dichte besitzt, so ist natrlich
auch P(X € [c,d]) = P(X = ¢) + P(X € (¢,d]) = F(d) - F(c)).
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Bemerkung 1.29

3. X ZV mit Werten in S c R mit Verteilungsfunktion Fy,
c<d,soist

P(X ¢ (c,d]) = P(X <d)-P(X <c) = F(d) - F(c)

(und falls P(X = ¢) = 0, z.B. weil X eine Dichte besitzt, so ist natrlich
auch P(X € [c,d]) = P(X = ¢) + P(X € (¢,d]) = F(d) - F(c)).

Fir B = Ulnﬂ(Cj, d,] mit Ci < d1 <0< dg << Cphq < dn ist
(mit Eigenschaft (A) aus Def. 1.7)

P(XeB)=>" P(Xe(c,d])= 1. (Fx(d)-Fx(ci))
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Bemerkung 1.29

3. X ZV mit Werten in S c R mit Verteilungsfunktion Fy,
c<d,soist

P(X ¢ (c,d]) = P(X<d)-P(X<c)=F(d)-F(c)
(und falls P(X = ¢) = 0, z.B. weil X eine Dichte besitzt, so ist natrlich
auch P(X € [c,d]) = P(X = ¢) + P(X € (¢,d]) = F(d) - F(c)).

Fur B = Ulnﬂ(Cj, d,] mit Ci < d1 <0< dg << Cphq < dn ist
(mit Eigenschaft (A) aus Def. 1.7)
P(XeB)=>" P(Xe(c,d])= 1. (Fx(d)-Fx(ci))

(und ,allgemeine“ Mengen B c R kdnnen auf diese Weise
approximiert werden).

In diesem Sinne ,weil3 Fx alles* Gber die Verteilung von X.
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Bemerkung 1.29

4. (Bezug zum diskreten Fall). Sei X ZV mit (hdchstens)
abzahlbarem Wertebereich S = {x;, x2,...} c R und
Gewichten px(x,) wie in in Def. 1.11, d.h.

P(XeB)= 3 px(xn),

n:xpeB

dann ergibt sich als Verteilungsfunktion

Fx(x)= 3 px(Xn).

n:Xp<x

(Diese ist stlickweise konstant mit [h6chstens] abzahlbar
vielen Spriingen.)
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Beispiel: Verteilungsfunktion einer Binomialverteilung

Verteilungsfunktion von Bingg o 5

1.0

00 02 04 06 038

\ \ \ \ \
0 5 10 15 20
X
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Bemerkung 1.29

5. Stets ist Fx nicht-fallend und rechtsstetig (wenn X eine
Dichte besitzt, so ist Fx stetig) mit

lim Fx(x) =1, lim Fx(x) =0.

[Die Eigenschaften folgen aus Prop. 1.8:

Fur x < yist {X < x} c {X <y} und somit Fx(x) < Fx(y); seien x, > x
mit X, N X, so gilt {X < xp} ~ {X < x} fUr n - oo und daher auch
Fx(xn) =~ Fx(x), d.h. Fp ist rechtsstetig. Analog gilt

Fp(xn) = P(Xn < xp) # P(R) =1 fur x; # oo und

Fx(Xn) = P(X < xp) N P(X e@) =0 flr x, N —o0]

27/39



Bemerkung 1.29

5. Stets ist Fx nicht-fallend und rechtsstetig (wenn X eine
Dichte besitzt, so ist Fx stetig) mit

lim Fx(x) =1, lim Fx(x) =0.

[Die Eigenschaften folgen aus Prop. 1.8:

Fur x < yist {X < x} c {X <y} und somit Fx(x) < Fx(y); seien x, > x
mit X, N X, so gilt {X < xp} ~ {X < x} fUr n - co und daher auch
Fx(xn) =~ Fx(x), d.h. Fp ist rechtsstetig. Analog gilt

Fp(xn) = P(Xn < xp) # P(R) =1 fur x; # oo und

Fx(Xn) = P(X < xp) N P(X e@) =0 flr x, N —o0]

6. Umgekehrt gibt es zu jeder Funktion F : R — [0, 1] mit
den Eigenschaften aus Def. 1.28, 5. eine ZV X mit Fx = F.
(Wir kommen darauf zuriick, siehe Beob. 1.31 unten.)
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Definition 1.30
Die (verallgemeinerte) inverse Funktion von Fy,
F'(t) =inf{x eR: F(x) >t}, te[0,1]

(mit Setzung inf @ = +o00) heil3t auch die Quantilfunktion
von X.

(Beachte, dass die so definierte Funktion F;(1 linksstetig ist.)
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Definition 1.30

Die (verallgemeinerte) inverse Funktion von Fy,

F'(t) =inf{x eR: F(x) >t}, te[0,1]

(mit Setzung inf @ = +o00) heil3t auch die Quantilfunktion
von X.

(Beachte, dass die so definierte Funktion F)‘(1 linksstetig ist.)
Mit dieser Definition ergibt sich fur x e R, t € [0, 1] die
Beziehung

Fx'(t) <x < t<Fx(x).

(In der Literatur gibt es leicht verschiedene Definitionen der
LQuantilfunktion“, man prife ggfs. jeweils die verwendete
Konvention.)
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Beispiel: Ablesen von F-1

F'(t) =inf{x eR: F(x) >t}, te[0,1]

1.0

F(x)

00 02 04 06 038
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-1.0 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

X
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Beispiel: Ablesen von F-1

F'(t) =inf{x eR: F(x) >t}, te[0,1]

1.0

F(x)
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Erinnerung: Inverse via Spiegelung an der Diagonalen

1.0

0.5

F(x)=t
0.0

-0.5

-1.0

1.0 -0.5 0.0 05 1.0
x=F(t)
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Beobachtung 1.31 (Erzeugung reeller ZVn mit

vorgegebener Verteilung)

Sei F : R - [0, 1] eine Verteilungsfunktion ,
F'(t):=inf{xeR:F(x)>t}, te[0,1]

die inverse Verteilungsfunktion oder Quantilfunktion (aus
Def. 1.30), U reelle ZV, U ~ Unifyg 11, dann hat

X :=F1(U)

die Verteilungsfunktion Fx = F.
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Beobachtung 1.31 (Erzeugung reeller ZVn mit

vorgegebener Verteilung)

Sei F : R - [0, 1] eine Verteilungsfunktion ,
F'(t):=inf{xeR:F(x)>t}, te[0,1]

die inverse Verteilungsfunktion oder Quantilfunktion (aus
Def. 1.30), U reelle ZV, U ~ Unif(q 1}, dann hat

X :=F1(U)
die Verteilungsfunktion Fx = F.

Beweis. Es gilt F-1(t) < x <= t< F(x), somitist fir x e R
P(X <x)=P(F'(U)<x)=P(U<F(x))
=P(0<U<F(x))=F(x)-0=F(x).
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Beispiel 1.32

1. Exp, hat Verteilungsfunktion
Fixp, (X) = (1 = €)1} &) (X) mit inverser Funktion

Fg)]pe(t) =-1log(1-1t), also ist —% log(1 - U) ~ Exp,

(und natdrlich ebenso —% log(U))
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Beispiel 1.32

1. Exp, hat Verteilungsfunktion
Fixp, (X) = (1 = €)1} &) (X) mit inverser Funktion

1
Fimy, (1) = =3 log(1 - 1), also ist ~5log(1-U) ~ Exp,
(und nattrlich ebenso —% log(U))

2. p(k), k e Ny Wahrscheinlichkeitsgewichte,
F(x) = ¥ .x<x P(k) zugehdrige Verteilungsfunktion (vgl.
Bem. 1.29, 4.), so hat

X:=min{neNp: Zn:p(k) > U}
k=0

die Gewichte (p(K))ken,-

(Dies ist etwa eine Moglichkeit, eine Poisson-verteilte ZV zu
simulieren.)
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Bericht: Verteilungen in R. R verwendet folgende
Namenskonvention: Wenn name fir eine Verteilung steht,
so ist

@ dname die Dichte- bzw. Gewichtsfunktion von name

@ pname die Verteilungsfunktion von name (“p” steht fur
“probability distribution function”)
@ gname die Quantilfunktion von name

113 ”

@ rname simuliert gemaf name (“r” steht fir “random?”)
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Beispiele:
@ Uniforme Verteilung Uniff, -

[dlplglrlunif(...,min=a, max=b)
@ Normalverteilung NV, 2:
[diplglr]lnorm(...,mean=u, sd=0)

(beachte: R parametrisiert mit o, nicht mit o2)
@ Exponentialverteilung Exp,:

[diplglr]lexp (..., rate=\)

@ Poissonverteilung Poi,:
[dlplglrlpois (..., lambda=M\)

@ Binomialverteilung Bin, p:
[dlplglr]lbinom(...,size=n,prob=p)

(Siehe auch die Online-Hilfe in R.)
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Transformation von Dichten

Beobachtung 1.33

X habe Dichte fx, seia>0, beR, so hat'Y := aX + b die
Dichte

(y) = (v - b))
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Transformation von Dichten

Beobachtung 1.33

X habe Dichte fx, seia>0, beR, so hat'Y := aX + b die
Dichte ’
fv(y) = éfx((y - b)/a)

denn
P(Y <y)=P(X < L2) - f iy_b)/a e (x) dx
- [ (=) 2oz
wir substituieren x = (z - b)/a (< z=ax +b), Z =1/a.

(Beachte: Y e [y,y +0] < Xe[L2, L2 +2])
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Beispiel 1.34
1. X~Not, pueR,0>0,80ist Yi=oX+pu~N, 2
Insbesondere gilt V,, ,2((—o0, x]) = ®((x - ) /o)

2. X ~Expy, a>0, so hat Y := aX die Dichte 1e~*/2 (d.h.
Y ~ EXP1/a)

[ggfs. Details an der Tafel]
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Transformation von Dichten, 2

Proposition 1.35 (Allgemeine Dichtetransformation im Fall

RY)

X
X reelle ZV mit Dichte fx, d.h. Fx(x) = f fe(2)dz, IR

(méglicherweise unbeschrénktes) offenes Intervall mit
P(Xel)=1,Jcl, ¢: - J stetig differenzierbar, bijektiv.

Dann hat Y := p(X) die Dichte

(o' (y)) cJ
f(y) =1 o' )] yed
0, y¢d.

[Bem.: Wenn ¢ nicht bijektiv ist, so wird ¢(X) i.A. keine Dichte
besitzen, z.B. X ~ Ny 1, ¢(X) = 1(0,00)(X), S0 ist ¢(X) ~ Bery5.]
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Skizze zur Dichtetransformation (Prop. 1.35)

el (y+0)~p (}/1) +0- (90‘1)’1(}/)
AN A=)

[Rechnung ggfs. an der Tafel]
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Beispiel 1.36
1. U ~ Unif[o 4}, s0 hat X := —log(U) Dichte e~* fir x > 0
(wie wir in Bsp. 1.32 gesehen haben)

2. U ~ Unifpg 11, n€ N, so hat Y := U" Dichte
fy(y)=ny!/nt(fur0<y<1)

[Rechnung ggfs. an der Tafel]

39/39



