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Bedingte W’keit, Unabhangigkeit, gemeinsame Verteilung Bedingte W’keit Gemeinsame und Randvert. Unabhangigkeit

Ein Beispiel zur Motivation

Beispiel 1.37

Wir ziehen zwei Kugeln ohne Zuriicklegen aus einer Urne
mit s > 0 schwarzen und w > 0 weif3en Kugeln. Wir stellen
uns die Kugeln nummeriert vor, Nr. 1,.... w seien weif3,
w+1,...,w+ s schwarz. Sei X; die Nr. der Kugel im i-ten
Zug (=1,2).

Also: X = (X1, X2) ist uniform verteilt auf
S={(i,j):1<ij<w+s,i%j}.
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Ein Beispiel zur Motivation

Beispiel 1.37

Wir ziehen zwei Kugeln ohne Zuriicklegen aus einer Urne
mit s > 0 schwarzen und w > 0 weil3en Kugeln. Wir stellen
uns die Kugeln nummeriert vor, Nr. 1,.... w seien weif3,
w+1,...,w+ s schwarz. Sei X; die Nr. der Kugel im i-ten
Zug (=1,2).

Also: X = (X1, X2) ist uniform verteilt auf
S={(i,j):1<ij<w+s,i%j}.
Betrachte die Ereignisse
A= {erste Kugel ist weiB} = {X; < w},
B = {zweite Kugel ist weiB} = {X, < w}
(= {Xe{(i)eS:j<w}})
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Bedingte W’keit, Unabhangigkeit, gemeinsame Verteilung Bedingte W’keit Gemeinsame und Randvert. Unabhangigkeit

Beispiel 1.37, Forts.
A= {erste Kugel ist weiB}, B = {zweite Kugel ist weil3}
Ohne weitere Informationen ist
P(B)=P(Xe{(i,j)eS:j<w})
(i ))eSj<swy  w(w+s-1) w
#S (w+s)(w+s-1) w+s
(und Ubrigens = P(A))
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Beispiel 1.37, Forts.
A= {erste Kugel ist weiB}, B = {zweite Kugel ist weil3}
Ohne weitere Informationen ist
P(B) = P(Xe {(i,j)eS:j< w})
(i ))eSj<swy  w(w+s-1) w
#S (w+s)(w+s-1) w+s
(und Ubrigens = P(A))
Nehmen wir an, wir haben den ersten Zug beobachtet

und gesehen, dass A eingetreten ist. Mit dieser
Information sollte die W’keit von B

w -1 w
<
w+s-1 w+s

sein
(denn es ,wurde schon eine weil3e Kugel verbraucht’).
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Bedingte W’keit, Unabhangigkeit, gemeinsame Verteilung Bedingte W’keit Gemeinsame und Randvert. Unabhangigkeit

Beobachtung und Definition 1.38

Sei (Q, F, P) Wraum, A< F mit P(A) > 0. Fiir Be F

P(Bn A)

P(BIA) = =5z

hei3t bedingte Wahrscheinlichkeit von B, gegeben A.

P(-| A) ist ein Wahrscheinlichkeitsmal3 auf Q, d.h. die
Eigenschaften aus Forderung (1.2) Normierung und
o-Additivitat sind erfillt. (Prifung per Inspektion)

Wir lassen P(B| A) undefiniert, wenn P(A) = 0.
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Bedingte W’keit, Unabhangigkeit, gemeinsame Verteilung Bedingte W’keit Gemeinsame und Randvert. Unabhangigkeit

In Beispiel 1.37 ist

A= {erste Kugel ist weiB}, B = {zweite Kugel ist weiB3}

w
P(A) = w+s’

P(AnB)=P(X; <W, X < W) =

w(w-1)
(w+s)(w+s-1)’
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Bedingte W’keit, Unabhangigkeit, gemeinsame Verteilung Bedingte W’keit Gemeinsame und Randvert. Unabhangigkeit

In Beispiel 1.37 ist

A= {erste Kugel ist weiB}, B = {zweite Kugel ist weiB3}

w
w+s’

P(A)

P(AnB) = P(X, < w, X < w) - — W -1)

(w+s)(w+s-1)’

also ergibt sich tatsachlich P(B | A) = W"Z—;L
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Bedingte W’keit, Unabhangigkeit, gemeinsame Verteilung Bedingte W’keit Gemeinsame und Randvert. Unabhangigkeit

Bemerkung 1.39 (,NatUrlichkeit von Definition 1.38%)

Nehmen wir an, wir mdchten angesichts der Information
A ist eingetreten” das W'mal3 P revidieren zu einem
W'maf P mit
@ P(A)=1 (d.h. Aist sicher unter P) und
@ P(B) = c4P(B) fiir Bc A mit einem ¢4 >0
(d.h. Teilereignisse von A erhalten bis auf
Normierung ihr altes Gewicht).

6/44



Bedingte W’keit, Unabhangigkeit, gemeinsame Verteilung Bedingte W’keit Gemeinsame und Randvert. Unabhangigkeit

Bemerkung 1.39 (,NatUrlichkeit von Definition 1.38%)

Nehmen wir an, wir mdchten angesichts der Information
A ist eingetreten” das W'mal3 P revidieren zu einem
W'maf P mit
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@ P(B) = c4P(B) fiir Bc A mit einem ¢4 >0
(d.h. Teilereignisse von A erhalten bis auf
Normierung ihr altes Gewicht).
Dann gilt

P(AnC)

PO

(=P(C|A)) firalle CeF.
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Bemerkung 1.39 (,NatUrlichkeit von Definition 1.38%)
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A ist eingetreten” das W'mal3 P revidieren zu einem
W'maf P mit
@ P(A)=1 (d.h. Aist sicher unter P) und
@ P(B) = c4P(B) fiir Bc A mit einem ¢4 >0
(d.h. Teilereignisse von A erhalten bis auf
Normierung ihr altes Gewicht).

Dann gilt
=~ _ P(AnC) ,_ )
P(C) = ~PA) (=P(C|A)) firalle CeF.
Beweis: Fiir Ce Fist P(C) = P(An C) + P(C~ A) & c4P(An C),
T,—/
<P(Ac)=0

mit Wahl C = A und 1. folgt 1 = P(A) = c4P(A), also c4 = 1/P(A).
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Bedingte W’keit, Unabhangigkeit, gemeinsame Verteilung Bedingte W’keit Gemeinsame und Randvert. Unabhangigkeit

Beachte:

(Stochastische) Abhangigkeit und Kausalitat sind nicht dasselbe

Bemerkung 1.40

P(B| A) # P(B) kann nicht notwendigerweise als
JKausalitat’ (im Sinne von ,A beeinflusst, ob B eintritt*)
interpretiert werden:

So ist in Beispiel 1.37 ist auch

P(BnA)  w-1
P(B) w+s-1

P(A|B) = * P(A),

aber es passt nicht zu unserer Vorstellung, dass der 2.
Zug den 1. Zug beeinflusst.
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Bedingte W’keit, Unabhangigkeit, gemeinsame Verteilung Bedingte W’keit Gemeinsame und Randvert. Unabhangigkeit

Satz 1.41

Sei (2, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, | eine
(héchstens abzahlbare) Indexmenge, B; € F paarweise
disjunkt mit P(U;e; Bi) =1 und P(B;) > 0 firi e I.

1. (Formel von der totalen Wahrscheinlichkeit)
Fir Ae F gilt

P(A) = ZP(B:')P(A|B/)-

iel
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Sei (2, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, | eine
(héchstens abzahlbare) Indexmenge, B; € F paarweise
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1. (Formel von der totalen Wahrscheinlichkeit)
Fir Ae F gilt

P(A) = ZP(B:')P(A|B/)-

iel

Q
Man kann dies anhand eines Diagramms
veranschaulichen:
P(A | B)) ist der Anteil von An B; an der
~Wahrscheinlichkeitsmasse” P(B;) von B;
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Bedingte W’keit, Unabhangigkeit, gemeinsame Verteilung Bedingte W’keit Gemeinsame und Randvert. Unabhangigkeit

Satz 1.41

Sei (2, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, | eine
(héchstens abzahlbare) Indexmenge, B; € F paarweise
disjunkt mit P(U;e; B;) =1 und P(B;) > 0 firi e |.
1. (Formel von der totalen Wahrscheinlichkeit)
Fir Ae F gilt

P(A) = ZP(B:')P(A|B/)-

iel

Q
Man kann dies anhand eines Diagramms
veranschaulichen:
P(A | B)) ist der Anteil von An B; an der
Wahrscheinlichkeitsmasse“ P(B;) von B;

Beweis:

Y. P(B)P(A|B) =Y P(AnB) = P(U(An B)) = P(A)

iel iel iel 8/44



Bedingte W’keit, Unabhangigkeit, gemeinsame Verteilung Bedingte W’keit Gemeinsame und Randvert. Unabhangigkeit

Satz 1.41 (Fortsetzung)

B; € F paarw. disjunkt mit P(Uje; B;) =1 und P(B;) > 0 fiiri e |
2. (Formel von Bayes)

FirAe F mit P(A) >0 und jedes k < | gilt

P(Bk)P(A| Bx)
Yie P(B)P(A| B))

P(Bk | A) =
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Bedingte W’keit, Unabhangigkeit, gemeinsame Verteilung Bedingte W’keit Gemeinsame und Randvert. Unabhangigkeit

Satz 1.41 (Fortsetzung)

B; € F paarw. disjunkt mit P(Uje; B;) =1 und P(B;) > 0 fiiri e |
2. (Formel von Bayes)

FirAe F mit P(A) >0 und jedes k < | gilt

P(Bk)P(A| Bx)

PBIA) = 5 B(B)PAI BY

Insbesondere gilt fiir Ereignisse A, B mit P(A) >0

P(B)P(A|B)

A A= P(B)P(A| B) + P(B°)P(A| B°)

(verwende Zerlegung Bu B¢ = Q)

9/44



Bedingte W’keit, Unabhangigkeit, gemeinsame Verteilung Bedingte W’keit Gemeinsame und Randvert. Unabhangigkeit

Satz 1.41 (Fortsetzung)

B; € F paarw. disjunkt mit P(Uje; B;) =1 und P(B;) > 0 fiiri e |
2. (Formel von Bayes)

FirAe F mit P(A) >0 und jedes k < | gilt

P(Bk)P(A| Bx)

PBIA) = 5 B(B)PAI BY

Insbesondere gilt fiir Ereignisse A, B mit P(A) >0

P(B)P(A|B)

A A= P(B)P(A| B) + P(B°)P(A| B°)

(verwende Zerlegung Bu B¢ = Q)

Beweis: Der Nenner ist = P(A) nach 1.,
der Z&hler ist = P(An By) nach Def.
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Bedingte W’keit, Unabhangigkeit, gemeinsame Verteilung Bedingte W’keit Gemeinsame und Randvert. Unabhangigkeit

Beispiel 1.42 (Verrauschter Ubertragungskanal)

Ein (einzelnes) Bit X (aus {0, 1}, es gelte

P(X =1)=ae (0,1)) wird uber einen fehleranfalligen
Kanal gesendet, der jede 1 mit Wkeit f; und jede 0 mit
Wkeit fy flippt, sei Y das empfangene Bit.
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Beispiel 1.42 (Verrauschter Ubertragungskanal)

Ein (einzelnes) Bit X (aus {0,1}, es gelte

P(X =1)=ae (0,1)) wird uber einen fehleranfalligen
Kanal gesendet, der jede 1 mit Wkeit f; und jede 0 mit
Wkeit fy flippt, sei Y das empfangene Bit.

Dann ist
P(Y=0|X=1)=fi, P(Y=1|X=1)=1-f,
P(Y=1|X=0)=f,, P(Y=0|X=0)=1-f,
also
P(Y =1)
=P(X=1)P(Y=1|X=1)+P(X=0)P(Y=1]X=0)
=a(1 —f1)+(1 —a)fo,
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Bedingte W’keit, Unabhangigkeit, gemeinsame Verteilung Bedingte W’keit Gemeinsame und Randvert. Unabhangigkeit

Beispiel 1.42 (Fortsetzung)

Ein (einzelnes) Bit X (aus {0, 1}, es gelte

P(X =1)=ae (0,1)) wird uber einen fehleranfalligen
Kanal gesendet, der jede 1 mit W’keit f; und jede 0 mit
Wkeit fy flippt, sei Y das empfangene Bit.

Analog ist

P(Y =0)
=P(X=0)P(Y=0|X=0)+P(X=1)P(Y=0[X=1)
:(1 —3)(1 —fo)+af1
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Bedingte W’keit, Unabhangigkeit, gemeinsame Verteilung Bedingte W’keit Gemeinsame und Randvert. Unabhangigkeit

Beispiel 1.42, Forts.

P(X=1]Y=1)

i P(X=1)P(Y=1]|X=1)

T PX=1)P(Y=1]X=1)+ P(X=0)P(Y=1]|X=0)
_ a(1-h)

- 8(1 —f1)+(1 —a)fo
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Bedingte W’keit, Unabhangigkeit, gemeinsame Verteilung Bedingte W’keit Gemeinsame und Randvert. Unabhangigkeit

Beispiel 1.42, Forts.

P(X=1]Y=1)

i P(X=1)P(Y=1]|X=1)

T PX=1)P(Y=1]X=1)+ P(X=0)P(Y=1]|X=0)
_ a(1-h)

- 8(1 —f1)+(1 —a)fo

P(X=0|Y=0)
P(X=0)P(Y=0|X=0)
B P(X=0)P(Y=0|X=0)+P(X=1)P(Y=0|X=1)
__(1-a)(i-h)
(1-a)(1-1f) + afy
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Bedingte W’keit, Unabhangigkeit, gemeinsame Verteilung Bedingte W’keit Gemeinsame und Randvert. Unabhangigkeit

Beispiel 1.42 (Fortsetzung)

Ein (einzelnes) Bit X (aus {0, 1}, es gelte

P(X =1)=ae (0,1)) wird uber einen fehleranfalligen
Kanal gesendet, der jede 1 mit W’keit f; und jede 0 mit
Wkeit fy flippt, sei Y das empfangene Bit.

Z.B. fUr die konkreten Werte a=0.3, f; =0.05, f, = 0.1
ergibt sich P(Y =1) =0.355

P(X=1|Y=1)~0.803, P(X=0]Y =0)=0.977.
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Bedingte W’keit, Unabhangigkeit, gemeinsame Verteilung Bedingte W’keit Gemeinsame und Randvert. Unabhangigkeit

Beispiel 1.43 (Medizinische Reihenuntersuchung)

Eine Krankheit
@ komme bei 2% der Bevolkerung vor (,Pravalenz 2%"),

@ ein Test schlage bei 95% der Kranken an
(,Sensitivitat 95%"),

@ aber auch bei 10% der Gesunden (,Spezifitat 90%").

Eine zufallig gewahlte Person wird mit positivem Resultat
getestet. Wie wahrscheinlich ist es, dass sie tatsachlich
krank ist?
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Bedingte W’keit, Unabhangigkeit, gemeinsame Verteilung Bedingte W’keit Gemeinsame und Randvert. Unabhangigkeit

Sei
A= {Test fallt positiv aus}, B := {getestete Person ist krank},
also P(B) =0,02, P(A| B) =0,95, P(A| B°) =0,1
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Bedingte W’keit, Unabhangigkeit, gemeinsame Verteilung Bedingte W’keit Gemeinsame und Randvert. Unabhangigkeit

Sei
A = {Test fallt positiv aus}, B := {getestete Person ist krank},
also P(B) =0,02, P(A| B) =0,95, P(A| B¢) =0,1, somit

P(B)P(A| B)
P(B)P(A| B) + P(B°)P(A| B°)
0,02-0,95 N
= 0,02-095+0,98.01 - 012

P(B|A) =
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Bedingte W’keit, Unabhangigkeit, gemeinsame Verteilung Bedingte W’keit Gemeinsame und Randvert. Unabhangigkeit

Sei
A = {Test fallt positiv aus}, B := {getestete Person ist krank},
also P(B) =0,02, P(A| B) =0,95, P(A| B¢) =0,1, somit

P(B)P(A| B)
P(B)P(A|B) + P(B°)P(A| B°)
0,02-0,95 N
©0,02-0,95+0,98-0,1 0,162
(wir sehen: geringe ,positive Korrektheit*), andererseits
P(B)P(A°| B)

(B)P(A°| B) + P(B°)P(A°| B°)

~ 0,02-0,05
~0,02-0,05+0,98-0,9

(recht hohe ,negative Korrektheit®).

P(B|A) =

P(BIA) = o

~0,0011
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Bedingte W’keit, Unabhangigkeit, gemeinsame Verteilung Bedingte W’keit Gemeinsame und Randvert. Unabhangigkeit

Demnach: Ein negatives Testergebnis schlief3t die
Krankheit mit hoher W’keit aus, ein positives Testergebnis
sollte eher als ,der Fall sollte weiter beobachtet /
untersucht werden® interpretiert werden als ,die
Testperson ist krank®.
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Bedingte W’keit, Unabhangigkeit, gemeinsame Verteilung Bedingte W’keit Gemeinsame und Randvert. Unabhangigkeit

Demnach: Ein negatives Testergebnis schlief3t die
Krankheit mit hoher W’keit aus, ein positives Testergebnis
sollte eher als ,der Fall sollte weiter beobachtet /
untersucht werden® interpretiert werden als ,die
Testperson ist krank®.

S.a. Gerd Gigerenzer, Das Einmaleins der Skepsis, Berlin
Verlag, 2002, der auch einladt, den Sachverhalt anschaulich
anhand einer ,Vierfelder-Tafel* bezogen auf eine
Gesamtpopulation der GréBe 1000 zu betrachten:

krank gesund | X

pos. getestet | 19 98 117

neg. getestet 1 882 883
r 20 980 1000
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Bedingte W’keit, Unabhangigkeit, gemeinsame Verteilung Bedingte W’keit Gemeinsame und Randvert. Unabhangigkeit

Beobachtung 1.44 (Multiplikationsformel)

Ai, Az, ..., A, € F Ereignisse (auf einem Wraum (Q, F, P)
erklart) mit
P(Ain---nA,q) >0,

so ist

P(A1 ﬁAgﬂ---ﬂAn)
= P(A1)P(A2|A1)P(A3|A1 ﬂAg)P(An|A1 ﬂ---ﬂAnq).

(Beweis per Inspektion, das Produkt rechts teleskopiert)
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Bedingte W’keit, Unabhangigkeit, gemeinsame Verteilung Bedingte W’keit Gemeinsame und Randvert. Unabhangigkeit

Betrachten wir z.B. in der Situation von Bsp. 1.37 (Ziehen
ohne Zurtcklegen aus Urne mit s schwarzen und w
weiBen Kugeln) drei Zlge, sei
A = {erste Kugel ist weiB}, A, = {zweite Kugel ist weiB},
As = {dritte Kugel ist schwarz}, so ist
w w-1

P(As |A) = ———
S+w’ (A [ A1) s+w-1’
_ S
s+w-2’

P(AY) =

P(A3|A1 ﬁAg)Z
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Betrachten wir z.B. in der Situation von Bsp. 1.37 (Ziehen
ohne Zurtcklegen aus Urne mit s schwarzen und w
weiBen Kugeln) drei Zlge, sei
A = {erste Kugel ist weiB}, A, = {zweite Kugel ist weiB},
As = {dritte Kugel ist schwarz}, so ist

w w-1

P(As | At) = —————
S+w’ (A [ A1) s+w-1’

P(AY) =

P(A3|A1mA2)=S+—VSV_2,
also
w w-1 S
S+w S+w-1 s+w-2
w(w-1)s
(s+w)(s+w-1)(s+w-2)

P(A1 ﬂAg ﬁA3)
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Bedingte W’keit, Unabhangigkeit, gemeinsame Verteilung Bedingte Wkeit Gemeinsame und Randvert. Unabhangigkeit

Gemeinsame Verteilung und
Randverteilungen

Definition 1.45 (Gemeinsame Verteilung und

Marginalverteilungen)

Seien Xi, X, ..., Xy ZVn (die auf einem gemeinsamen
W'raum (Q, F, P) definiert sind), X; habe Werte in S;,

X= (X, Xe, ..., Xa)

die Produkt-Zufallsvariable (mit Werten in S; x --- x ), so
heiBt .2 (X) die gemeinsame Verteilung der X;, X5, ..., Xy
(Z(X) ist ein Wahrscheinlichkeitsmaf3 auf dem Wertebereich von X,
d.h. auf dem Produktraum Sy x --- x Sy, vgl. Definition 1.10).

Z(X;) hei3t die i-te Randverteilung (oder
Marginalverteilung) von X.
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Bedingte W’keit, Unabhangigkeit, gemeinsame Verteilung Bedingte Wkeit Gemeinsame und Randvert. Unabhangigkeit

Beispiel

Fassen wir die Haufigkeitstabelle (normiert auf
Gesamtsumme = 1) aus Bsp. 1.43 als Verteilungstafel der
gemeinsamen Verteilung von

Xi (,Testergebnis® mit Werten in S; = {positiv, negativ})
und

X (,Gesundheitszustand mit Werten in

S, = {krank, gesund}) auf:

Xz

X, krank gesund

positiv | 0.019 0.098 | 0.117

negativ | 0.001 0.882 | 0.883
0.02 0.98 1
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Bedingte W’keit, Unabhangigkeit, gemeinsame Verteilung Bedingte Wkeit Gemeinsame und Randvert. Unabhangigkeit

Beispiel 1.46

1. Sei X = (Xi, Y1) uniform verteilt auf dem (diskreten)

Quadrat

Q :={0,1,....L-1}2={(x,y) e N2 : max{x, y} < L} (mit

L e N), d.h.

P(X; = x, Y, :y):ﬁ:é fir x,y €{0,1,...,L-1}.
y
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Bedingte W’keit, Unabhangigkeit, gemeinsame Verteilung Bedingte Wkeit Gemeinsame und Randvert. Unabhangigkeit

Beispiel 1.46

1. Sei X = (Xi, Y1) uniform verteilt auf dem (diskreten)
Quadrat
Q :={0,1,....L-1}2={(x,y) e N2 : max{x, y} < L} (mit
L e N), d.h.

1

1
P(X1:X,Y1 y)_#Q E

Somit ist y
P(Xi=x)=Y,0P(Xi=x,Yi=y)=1
fir 0 < x < L und ebenso
P(Yi=y)=1furO<y<L

fir x,y €{0,1,...,L-1}.

21/44



Bedingte W’keit, Unabhangigkeit, gemeinsame Verteilung Bedingte Wkeit Gemeinsame und Randvert. Unabhangigkeit

Beispiel 1.46

1. Sei X = (Xi, Y1) uniform verteilt auf dem (diskreten)
Quadrat

Q :={0,1,....L-1}2={(x,y) e N2 : max{x, y} < L} (mit
L e N), d.h.

1
P(Xi=x,Y1=Yy)=—

1
#Q, e
Somit ist y
P(Xi=x)=Y,0P(Xi=x,Yi=y)=1
fir 0 < x < L und ebenso
P(Yi=y)=1furO<y<L

fir x,y €{0,1,...,L-1}.

Wir sehen hier:
P(Xi=x,Yi=y)=P(Xi=x)-P(Y;=y), d.h. die
gemeinsamen Gewichte erhalt man als Produkt der
Randverteilungs-Gewichte. Man sagt dazu auch: X; und

Y; sind unabhangig (siehe Def. 1.51 unten fir den allgem. Fall). 44



Bedingte W’keit, Unabhangigkeit, gemeinsame Verteilung Bedingte Wkeit Gemeinsame und Randvert. Unabhangigkeit

Beispiel 1.46 (Fortsetzung)

2. Sei X = (Xo, Y2) uniform verteilt auf dem (diskreten)
Dreieck Dy := {(x,y) e N2 : x + y < L}, d.h.

1 ..
P(XZZXaYZZy):#DL:L(L+1) fur(X7y)€DL
Yy
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Bedingte W’keit, Unabhangigkeit, gemeinsame Verteilung Bedingte Wkeit Gemeinsame und Randvert. Unabhangigkeit

Beispiel 1.46 (Fortsetzung)

2. Sei X = (Xo, Y2) uniform verteilt auf dem (diskreten)
Dreieck Dy := {(x,y) e N2 : x + y < L}, d.h.

1 .
P(X2=X,Y2=}’)=#DL=L(L+1) fiir (x,y) e D,
Somitist P(Xz = x) = ¥, P(Xz2 = X, Y2 = y
y) = ;DXL - i&ff; fir 0 < x < L und analog 0
P(Yo=y) =23 far0<y <L 000
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Bedingte W’keit, Unabhangigkeit, gemeinsame Verteilung Bedingte Wkeit Gemeinsame und Randvert. Unabhangigkeit

Beispiel 1.46 (Fortsetzung)

2. Sei X = (Xo, Y2) uniform verteilt auf dem (diskreten)
Dreieck Dy := {(x,y) e N2 : x + y < L}, d.h.

1 -
POG=xYo=y) = 5 =gy fUr (xy)eDy
Somit ist P(Xz = x) = ¥, P(Xo = X, Yz = y
V>:£abi-fﬁi£§ fir 0 < x < L und analog 0
P(Y2=Y)—2(L+{) fuirO<y <L 000

Wir sehen in diesem Fall:
P(Xo=x,Yo=y)+ P(Xo=x)-P(Y2=y), die Koordinaten
Xo und Y2 sind nicht unabhangig.
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Bedingte W’keit, Unabhangigkeit, gemeinsame Verteilung Bedingte Wkeit Gemeinsame und Randvert. Unabhangigkeit

Beispiel 1.46 (Fortsetzung)

3. Sei X = (X3, Y3) uniform verteilt auf der (diskreten,
verschobenen) Nebendiagonale
N :={(x,y)eNs:x+y =L}, dh.

1 1 ..
P(X3=X,Y3=y)=mzz fir (x,y) e N
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Bedingte W’keit, Unabhangigkeit, gemeinsame Verteilung Bedingte Wkeit Gemeinsame und Randvert. Unabhangigkeit

Beispiel 1.46 (Fortsetzung)

3. Sei X = (X3, Y3) uniform verteilt auf der (diskreten,
verschobenen) Nebendiagonale
N :={(x,y)eNs:x+y =L}, dh.

1 1 .
P(X3=X,Y3=y)=mzz fir (x,y) e N
Somit ist
P(X3 = X) = ZyP(Xg = X,Y3 :y) = 1I far
0 < x < L und analog
P(Ys=y)=1furO<y<L
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Bedingte W’keit, Unabhangigkeit, gemeinsame Verteilung Bedingte Wkeit Gemeinsame und Randvert. Unabhangigkeit

Beispiel 1.46 (Fortsetzung)

3. Sei X = (X3, Y3) uniform verteilt auf der (diskreten,
verschobenen) Nebendiagonale
N :={(x,y)eNs:x+y =L}, dh.

1 1 .
P(X3=X,Y3=y)=mzz fir (x,y) e N
Somit ist
P(X3 = X) = zyP(Xg = X,Y3 :y) = 1I far
0 < x < L und analog
P(Ys=y)=1furO<y<L

Wir sehen in diesem Fall:

P(Xs=x,Ys=y)# P(Xs=x)-P(Ys=y), die Koordinaten
X3 und Y3 sind nicht unabhangig.

(Es gilt hier sogar Y3 = L - X3, d.h. es gibt einen

deterministischen Zusammenhang.) pa



Bedingte W’keit, Unabhangigkeit, gemeinsame Verteilung Bedingte Wkeit Gemeinsame und Randvert. Unabhangigkeit

Zudem sehen wir an Beispiel 1.46, 1. und 3. zusammen:

Die Randverteilungen legen die gemeinsame Verteilung
nicht fest.

So gilt Z(X;) = Z(X3) und Z(Y;) =2(Y3)
(man schreibt dies auch als X; =9 X3, Y;=2Yj;,
,Gleichheit in Verteilung®), aber

2((X%, YD) = Z((%. Ys)).
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Bedingte W’keit, Unabhangigkeit, gemeinsame Verteilung Bedingte Wkeit Gemeinsame und Randvert. Unabhangigkeit
Bedingte Verteilung
und mehrstufige Experimente

Wir haben ZVn Xi, X, ..., X, im Sinn und kennen
@ die Verteilung von Xj,
@ fiir 2 < k < ndie bedingte Verteilung von X, wenn
X1, X5, ..., Xk_1 schon beobachtet wurden.
(d.h. fur beliebige beobachtete Werte xy, X2, . . ., Xk_1
kennen wir P(Xk € - ‘ Xi = Xq,... ,Xk,1 = Xk,1))
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Bedingte W’keit, Unabhangigkeit, gemeinsame Verteilung Bedingte Wkeit Gemeinsame und Randvert. Unabhangigkeit

Bedingte Verteilung
und mehrstufige Experimente

Wir haben ZVn X;, X, ..., X, im Sinn und kennen
@ die Verteilung von Xj,
@ fiir 2 < k < ndie bedingte Verteilung von X, wenn
X1, X5, ..., Xk_1 schon beobachtet wurden.
(d.h. fur beliebige beobachtete Werte xy, X2, . . ., Xk_1
kennen wir P(Xk € - ‘ Xi = Xq,... ,Xk,1 = Xk,1))
Dann kann man die gemeinsame Verteilung (zumindest im
diskreten Fall, d.h. die gemeinsamen Gewichte) des Vektors
(X1, Xo, ..., X,) mittels der Multiplikationsformel
(Beob. 1.44) bestimmen (,Pfadregel):
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Bedingte W’keit, Unabhangigkeit, gemeinsame Verteilung Bedingte Wkeit Gemeinsame und Randvert. Unabhangigkeit

Bedingte Verteilung
und mehrstufige Experimente

Wir haben ZVn X;, X, ..., X, im Sinn und kennen
@ die Verteilung von Xj,
@ fiir 2 < k < ndie bedingte Verteilung von X, wenn
X1, X5, ..., Xk_1 schon beobachtet wurden.
(d.h. fur beliebige beobachtete Werte xy, X2, . . ., Xk_1
kennen wir P(Xk € - ‘ Xi = Xq,... ,Xk,1 = Xk,1))
Dann kann man die gemeinsame Verteilung (zumindest im
diskreten Fall, d.h. die gemeinsamen Gewichte) des Vektors
(X1, Xo, ..., X,) mittels der Multiplikationsformel
(Beob. 1.44) bestimmen (,Pfadregel):

P(X1 =X1,X2=X2,...,Xn=Xn)
=P(X1 =X1)'P(X2=X2|X1 =X1)'P(X3=X3|X1 :X1,X2=X2)
a "P(Xn:Xn|X1 :X17X2:X27~--7Xn—1 :an‘l)
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Bedingte W’keit, Unabhangigkeit, gemeinsame Verteilung Bedingte Wkeit Gemeinsame und Randvert. Unabhangigkeit

Man stellt Rechnungen, die die verschiedenen Falle
(langs der ,Pfade”) in dieser Weise aufzahlen, oft mittels
eines Baumdiagramms dar, wie in dem folgenden
Beispiel.
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Bedingte W’keit, Unabhangigkeit, gemeinsame Verteilung Bedingte Wkeit Gemeinsame und Randvert. Unabhangigkeit

Man stellt Rechnungen, die die verschiedenen Falle
(langs der ,Pfade”) in dieser Weise aufzahlen, oft mittels
eines Baumdiagramms dar, wie in dem folgenden
Beispiel.

Beispiel 1.47

Wir haben eine faire Miinze M; und zwei gezinkte
Minzen M., M5 (deren Seiten jeweils mit 0 und 1
beschriftet seien), wobei

3 1
P(M,=1) = Z’P(M3_ 1) =71
Wir werfen erst M, wenn M; den Wert 1 zeigt, so werfen
wir dann M., sonst Ms. Sei

X; = Resultat des i-ten Wurfs, i =1, 2.
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Bedingte W’keit, Unabhangigkeit, gemeinsame Verteilung

Beispiel 1.47, Forts.

_3
PW‘A
A [Xi=
A p)(\\)
?V (2\0/)(1:1):21
o /0(’,7
9. _0)= 4
2 Pw
X;=0
PG T,
(’\/2‘0/)(1 :O):g

(X1, X2)=(1,1)

(X1,X2) =(1,0)

(X1,X2) =(0,1)

(X1 ) XZ) = (07 0)

| = | w

| —

| W

Bedingte W'keit Gemeinsame und Randvert. Unabhangigkeit
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Bedingte W’keit, Unabhangigkeit, gemeinsame Verteilung Bedingte Wkeit Gemeinsame und Randvert. Unabhangigkeit

Beispiel 1.47, Forts.
Die gemeinsame Verteilung von (Xj, Xz) ist damit

X2 1 0
X;

1 1.,3_3 1. 1_1]1
2 4 8 2 4 8 2
0 1.01_1 1, 3_3]|1
2 48 2 48 2

1 1

2 2
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Bedingte W’keit, Unabhangigkeit, gemeinsame Verteilung Bedingte Wkeit Gemeinsame und Randvert. Unabhangigkeit

Beispiel 1.47, Forts.
Die gemeinsame Verteilung von (Xj, X>) ist damit

X2 1 0
X;

1 1.,3_3 1. 1_1]1
2 4 8 2 4 8 2
0 1.01_1 1, 3_3]|1
2 48 2 48 2

1 1

2 2

Wir sehen hier wieder: Die Randverteilungen legen (i.A.)
nicht die gemeinsame Verteilung fest. Es ist
P(Xi=1)=P(Xo=1)=1

(und dieselben Randverteilungen ergaben sich, wenn
man zwei Mal M, wirft, aber die gemeinsame Verteilung

ware eine andere). oit4



Bedingte W’keit, Unabhangigkeit, gemeinsame Verteilung Bedingte Wkeit Gemeinsame und Randvert. Unabhangigkeit

Beispiel 1.48

Nehmen wir an, in der Situation von Bsp. 1.42
(,verrauschter Ubertragungskanal‘) wird das zuféllige Bit X
sicherheitshalber zweimal gesendet (wobei jedesmal
unabhangig mit den genannten W’keiten ein
Ubertragungsfehler auftritt), seien Y; und Y- die beiden
empfangenen Bits, Z; = 1;y,_v,}, £ = 1(v,-v,-x} (beachte,
dass der Empfanger Z; beobachten kann, nicht aber 25).
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Bedingte W’keit, Unabhangigkeit, gemeinsame Verteilung Bedingte Wkeit Gemeinsame und Randvert. Unabhangigkeit

Beispiel 1.48

Nehmen wir an, in der Situation von Bsp. 1.42
(,verrauschter Ubertragungskanal‘) wird das zuféllige Bit X
sicherheitshalber zweimal gesendet (wobei jedesmal
unabhangig mit den genannten W’keiten ein
Ubertragungsfehler auftritt), seien Y; und Y- die beiden
empfangenen Bits, Z; = 1;y,_v,}, £ = 1(v,-v,-x} (beachte,
dass der Empfanger Z; beobachten kann, nicht aber 25).

Dannist wegen {Z =1} c {Z; =1}

P(£=1)

P(Z=11Z=1)= 555

(dies ist die Wahrscheinlichkeit, mit der ein Empfanger,
der den gesendeten Bits ,vertraut’, sofern er zweimal
dasselbe empfangen hat, ,richtig liegt).
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Bedingte W’keit, Unabhangigkeit, gemeinsame Verteilung Bedingte Wkeit Gemeinsame und Randvert. Unabhangigkeit

Beispiel 1.48, Forts.

Wir fassen die méglichen Ausgange von (X, Y, Y2) (und
die sich daraus ergebenden Werte von Z;, Z>) in einem
Baumdiagramm zusammen:
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Bedingte W’keit, Unabhangigkeit, gemeinsame Verteilung Bedingte Wkeit Gemeinsame und Randvert.

Beispiel 1.48, Forts.

N
SN N

X=0,Y1=0] [X=0,Y1=1] [X=1,Y1=0] [X=1,Y1=1
1—;/\ 1-&/\ /\—ﬁ ﬁ/\—ﬂ
X =0, =0, [x=o, =0, |[x=1, |[x=1, |[x=1, |[x=1,

Yi =0, Y1—0, Yi=1, Y1:1, Yi=0, [|Yi=1, ||Yi=1, ||Yi=1,
Y, =0, Yo =1, Y, =0, Yo =1, Y, =0, Y, =0, Y>=0, Yo =1,
Zy=1, ||[£1=0, |£4=0, |Z&=1, ||&=1, ||Z=0, ||£=0, ||Z=1,
Zr =1 Z,=0 Z,=0 Z,=0 Z,=0 Z,=0 Z,=0 Z =

Wekeit Wekeit Wkeit Wekeit Wkeit Wkeit Wekeit Wekeit
(1-a) ||[(1-a) |(1-a) ||(1-a)f2||af? afy a(1-1f)

a
=62]-( -6 |-H(1 - ) (=) ||-f (1-f)2

Unabhangigkeit

31/44



Bedingte W’keit, Unabhangigkeit, gemeinsame Verteilung Bedingte Wkeit Gemeinsame und Randvert. Unabhangigkeit

Beispiel 1.48, Forts.
Wir sehen:

P(Z =1)=(1-a)(1-£)2+(1-a)f2+af2+a(1-f)?
P(Z=1)=(1-a)(1-f)2+a(1-f)>?
P(Z=1|Z=1)

B (1-a)(1-fH)2+a(1-f)?
S (1-a(1-h)2+(1-a)ff+af?+a(1-f)?
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Bedingte W’keit, Unabhangigkeit, gemeinsame Verteilung Bedingte Wkeit Gemeinsame und Randvert. Unabhangigkeit

Beispiel 1.48, Forts.
Wir sehen:

P(Zi=1)=(1-a)(1-H)2+(1-a)f2+af2+a(1-f)>?
P(Zy=1)=(1-a)(1-f)2+a(1-f)?
P(Zy=1]2Z=1)

B (1-a)(1-f)2+a(1-1f)2
S (1-a(1-h)2+(1-a)ff+af?+a(1-f)?

Far die konkreten Zahlenwerte aus Beispiel 1.42
(@=0.3,f; =0.05, f, = 0.1) ergibt sich

P(Zg=1 |Z1 21)§0991
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Bedingte W’keit, Unabhangigkeit, gemeinsame Verteilung Bedingte Wkeit Gemeinsame und Randvert. Unabhangigkeit
Unabhangigkeit
Definition 1.49

Ereignisse A und B (auf demselben W’raum) heif3en
(stochastisch) unabhangig, falls qilt

P(AnB) = P(A)P(B)
(Sofern P(A) > 0, so gilt dann auch P(B | A) = P(B), d.h. die
bedingte und die unbedingte W’keit von B stimmen (berein, analog
mit vertauschten Rollen.)
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Bedingte W’keit, Unabhangigkeit, gemeinsame Verteilung Bedingte Wkeit Gemeinsame und Randvert. Unabhangigkeit
Unabhangigkeit
Definition 1.49

Ereignisse A und B (auf demselben W’raum) heil3en
(stochastisch) unabhangig, falls qilt

P(AnB) = P(A)P(B)
(Sofern P(A) > 0, so gilt dann auch P(B | A) = P(B), d.h. die
bedingte und die unbedingte W’keit von B stimmen (berein, analog
mit vertauschten Rollen.)

Allgemein: Ereignisse A+, Az, ..., A, hei3en (stochastisch)
unabhéangig, falls qilt

P(mA,-) -TIPA) firallez+Jc{1,2,...,n} (1)
ied ied

(for unendlich viele Ereignisse Ay, Az, ... : (1) fir jedes endliche J c N).
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Bedingte W’keit, Unabhangigkeit, gemeinsame Verteilung Bedingte Wkeit Gemeinsame und Randvert. Unabhangigkeit

Beispiel

Wir ziehen eine Karte (nennen wir sie K) aus einem gut
gemischtem Skatblatt, sei A= {K ist ein As},

B = {K ist kreuz}.
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Bedingte W’keit, Unabhangigkeit, gemeinsame Verteilung Bedingte Wkeit Gemeinsame und Randvert. Unabhangigkeit

Beispiel

Wir ziehen eine Karte (nennen wir sie K) aus einem gut
gemischtem Skatblatt, sei A= {K ist ein As},

B = {K ist kreuz}.

Esist P(A)=3=12, P(B) =3 =

P(AnB) =4 =33 =P(A)- P(B) d.h. Aund B sind
unabhangig.
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Bedingte W’keit, Unabhangigkeit, gemeinsame Verteilung Bedingte Wkeit Gemeinsame und Randvert. Unabhangigkeit

Beispiel

Wir ziehen eine Karte (nennen wir sie K) aus einem gut
gemischtem Skatblatt, sei A= {K ist ein As},

B = {K ist kreuz}.
Esist P(A) = 35 =
P(AnB)=5=%-
unabhangig.

P(B) =35 =
- P(A)- P(B) d.h. Aund B sind

1
8?
1_
4~

Aber auch: Ziehe eine zweite Karte K> (ohne K
zurﬂckzustecken) sei C = {K; ist kreuz}. Es ist
(C) 87+24-8 _ P(A n C) 38+117 — P(A) ) P(C)

32-31
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Bedingte W’keit, Unabhangigkeit, gemeinsame Verteilung Bedingte Wkeit Gemeinsame und Randvert. Unabhangigkeit

Beispiel

Wir ziehen eine Karte (nennen wir sie K) aus einem gut
gemischtem Skatblatt, sei A= {K ist ein As},

B = {K ist kreuz}.
Es ist P(A) = 55 =
P(AnB)=5=%-
unabhangig.

P(B) =35 =
- P(A)- P(B) d.h. Aund B sind

1
8?
1_
4~

Aber auch: Ziehe eine zweite Karte K> (ohne K
zurﬂckzustecken) sei C = {K; ist kreuz}. Es ist
P(C) _ 87+248 _ P(A n C) 3-8+1.7 _ — P(A) . P(C),

32-31 32-31

d.h. auch A und C sind unabhangig (was vielleicht
zumindest auf den ersten Blick nicht zur Intuition passt).
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Bedingte W’keit, Unabhangigkeit, gemeinsame Verteilung Bedingte Wkeit Gemeinsame und Randvert. Unabhangigkeit

Beispiel

Wir ziehen eine Karte (nennen wir sie K) aus einem gut
gemischtem Skatblatt, sei A= {K ist ein As},

B = {K ist kreuz}.

Esist P(A)= =1, P(B)=2% =

P(AnB) =4 =33 =P(A)- P(B) d.h. Aund B sind
unabhangig.

Aber auch: Ziehe eine zweite Karte K> (ohne K
zurﬂckzustecken) sei C = {K; ist kreuz}. Es ist
P(C) _ 87+248 _ P(A n C) 3-8+1.7 _ — P(A) . P(C),

32-31 32-31

d.h. auch A und C sind unabhangig (was vielleicht
zumindest auf den ersten Blick nicht zur Intuition passt).

Die Ereignisse B und C sind nicht unabhangig.
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Bedingte W’keit, Unabhangigkeit, gemeinsame Verteilung Bedingte Wkeit Gemeinsame und Randvert. Unabhangigkeit

Bemerkung 1.50

1. Sind Ereignisse A¢, A, ..., A, unabhangig, so gilt dies
offenbar auch fir jede Teilfamilie A;,,. .., A; (mit
1<ip < <ig<n).
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Bemerkung 1.50

1. Sind Ereignisse A¢, A, ..., A, unabhangig, so gilt dies
offenbar auch fir jede Teilfamilie A;,,. .., A; (mit
1<ip < <ig<n).

2. Es genlgt i.A. nicht, in (1) nur Paare zu prifen.
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Bedingte W’keit, Unabhangigkeit, gemeinsame Verteilung Bedingte Wkeit Gemeinsame und Randvert. Unabhangigkeit

Bemerkung 1.50

1. Sind Ereignisse A¢, A, ..., A, unabhangig, so gilt dies
offenbar auch fir jede Teilfamilie A;,,. .., A; (mit
1<ip < <ig<n).

2. Es genlgt i.A. nicht, in (1) nur Paare zu prifen.

Beispiel: Wir werfen dreimal eine faire Miinze, mit
Ergebnissen Wi, Wo, W3, sei A = {W; = Wa},
Az = {Wj = Wa}, Az = {W> = W}

35/44



Bedingte W’keit, Unabhangigkeit, gemeinsame Verteilung Bedingte Wkeit Gemeinsame und Randvert. Unabhangigkeit

Bemerkung 1.50

1. Sind Ereignisse A¢, A, ..., A, unabhangig, so gilt dies
offenbar auch fir jede Teilfamilie A;,,. .., A; (mit
1<ip < <ig<n).

2. Es genlgt i.A. nicht, in (1) nur Paare zu prifen.

Beispiel: Wir werfen dreimal eine faire Miinze, mit
Ergebnissen Wi, Wa, Ws, sei Ay = {W; = Wa},

Ao ={W; = Ws}, Az = {Wo = W3}.

Es ist P(A,) = %, P(A,’ﬂAj) = 1§ aF % = % = P(A,)P(A/) far
i+j,i,je{1,2,3}, aber

P(A1 ﬂAg ﬁAs) = 2—1 * P(A1)P(A2)P(A3)
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Bedingte W’keit, Unabhangigkeit, gemeinsame Verteilung Bedingte Wkeit Gemeinsame und Randvert. Unabhangigkeit

Bemerkung 1.50

1. Sind Ereignisse A¢, A, ..., A, unabhangig, so gilt dies
offenbar auch flr jede Teilfamilie A;, ..., A, (mit
1<ip < <ig<n).

2. Es genlgt i.A. nicht, in (1) nur Paare zu prifen.

Beispiel: Wir werfen dreimal eine faire Miinze, mit
Ergebnissen Wi, Wa, Ws, sei Ay = {W; = Wa},

Ao ={W; = Ws}, Az = {Wo = W3}.

Es ist P(A,) = %, P(A,’ﬂAj) = 1§ aF % = % = P(A,)P(A/) far
i+j,i,je{1,2,3}, aber

P(A1 ﬂAg ﬁAs) = ‘11 * P(A1)P(A2)P(A3)

Man sagt dazu, dass die Ereignisse A; hier paarweise
unabhéngig sind.
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Bedingte W’keit, Unabhangigkeit, gemeinsame Verteilung Bedingte Wkeit Gemeinsame und Randvert. Unabhangigkeit

Diskussion.

1. Stochastische Unabhangigkeit ist eine (gemeinsame)
Eigenschaft von Ereignissen und deren
Wahrscheinlichkeiten; (Un-)abhangigkeit ist nicht
automatisch mit (Nicht-)Existenz eines kausalen
Zusammenhangs gleichzusetzen.
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Bedingte W’keit, Unabhangigkeit, gemeinsame Verteilung Bedingte Wkeit Gemeinsame und Randvert. Unabhangigkeit

Diskussion.

Beispiel:

Wir befragen eine zufallig an einem Samstagnachmittag
auf dem Mainzer Gutenbergplatz ausgewahlte
Testperson. Die Ereignisse ,hat SchuhgréBe > 41 und
,hat FUhrerschein® sind nicht unabhangig
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Diskussion.

Beispiel:

Wir befragen eine zufallig an einem Samstagnachmittag
auf dem Mainzer Gutenbergplatz ausgewahlte
Testperson. Die Ereignisse ,hat SchuhgréBe > 41 und
,hat Fihrerschein“ sind nicht unabhangig

(gegeben {hat SchuhgréBe > 41} handelt es sich
vermutlich eher um einen Erwachsenen, daher ist die
Chance, dass die Person auch einen Fihrerschein hat
groBer als der Anteil der FUhrerscheinbesitzer in der
Gesamtbevdlkerung, die auch viele Kinder umfasst).
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Diskussion.

Beispiel:

Wir befragen eine zufallig an einem Samstagnachmittag
auf dem Mainzer Gutenbergplatz ausgewahlte
Testperson. Die Ereignisse ,hat SchuhgréBe > 41 und
,hat Fihrerschein“ sind nicht unabhangig

(gegeben {hat SchuhgréBe > 41} handelt es sich
vermutlich eher um einen Erwachsenen, daher ist die
Chance, dass die Person auch einen Fihrerschein hat
groBer als der Anteil der FUhrerscheinbesitzer in der
Gesamtbevdlkerung, die auch viele Kinder umfasst).

Trotzdem ware die Behauptung, dass gro3e Ful3e
FlUhrerscheine hervorbringen, nattrlich unsinnig.
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Diskussion.

2. Nichtsdestoweniger modelliert man die erneute
Wiederholung eines gewissen zufalligen Experiments
unter gleichen Bedingungen (oder auch die Befragung
verschiedener Versuchspersonen aus einer grof3en
Grundgesamtheit) zumeist mittels (angenommener)
stochastischer Unabhangigkeit.

Die Annahme unabhangiger Kopien eines gewissen
Zufallsexperiments bildet haufig einen zentralen
Ansatzpunkt statistischer Analysen.
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Unabhangige Zufallsvariablen

Definition 1.51

Zufallsvariablen Xi, Xa, ..., Xy (die auf einem gemeinsamen
W’raum definiert sind) heif3en (stochastisch) unabhangig,
wenn fir alle Ereignisse {X; € B;} gilt

P(Xi € By, X € By, ..., Xg € By) = HP(XEB) 2)

39/44



Bedingte W’keit, Unabhangigkeit, gemeinsame Verteilung Bedingte Wkeit Gemeinsame und Randvert. Unabhangigkeit

Beobachtung 1.52

X1, Xo,..., X, ZVn, X; habe Werte in S;, S; abzahlbar fiir
i=1,2,...,n. Dann sind Xy, Xz, . .., X, unabhangig g.d.w.
gl/tVX1 € S1,X2 € SQ,...,XnE Sn :

n
P(X1 =X1,X2=X2,...,Xn=Xn)ZHP()(i:Xi)

i=1

(d.h. die gemeinsamen Gewichte haben Produktgestalt).
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Beobachtung 1.52

X1, Xo,..., X, ZVn, X; habe Werte in S;, S; abzahlbar fiir
i=1,2,...,n. Dann sind Xy, Xz, . .., X, unabhangig g.d.w.
gl/tVX1 € S1,X2 € SQ,...,XnE Sn :

n
P(X1 =X1,X2=X2,...,Xn=Xn)ZHP()(i:Xi)

i=1
(d.h. die gemeinsamen Gewichte haben Produktgestalt).

Beweis: ,=“: Klar (wahle B; = {x;} in (2)).
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Beobachtung 1.52

X1, Xo,..., X, ZVn, X; habe Werte in S;, S; abzahlbar fiir
i=1,2,...,n. Dann sind Xy, Xz, . .., X, unabhangig g.d.w.
gl/tVX1 € S1,X2 € SQ,...,Xn € Sn :
n
P(X1 =X1,X2 = Xg,...,xn =Xn) = HP()(, ZX,‘)
i=1
(d.h. die gemeinsamen Gewichte haben Produktgestalt).
Beweis: ,=“: Klar (wahle B; = {x;} in (2)).
~~="1 Seien B;c Sy,...B,c S, es ist
P({X €Bi}n-n{XneBy}) = P U X5 =x1,..., Xn = Xn})

(X15enes Xn)€Byx:+xB,

= Z P(X1=X1,...,Xn:Xn): Z P(X1=X1)-" Z P(X =X,—,)
Xx1€By,..., Xn€Bp Xx1€B, Xn€Bp
=P(Xi=x1)-P(Xn=xp)

= P(X; € By)--P(Xp € By).
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Bedingte W’keit, Unabhangigkeit, gemeinsame Verteilung Bedingte Wkeit Gemeinsame und Randvert. Unabhangigkeit

Beobachtung und Definition 1.53

Flir unabhéngige Zufallsvariablen X, ..., X, ist also die
gemeinsame Verteilung, d.h. die Verteilung von

X = (X1 e ,X,,) durch die Randverteilungen festgelegt
(siehe Def. 1.45).

Man nennt dann . := £ (X) das Produkt der
i = ZL(X1), ..., un=2(X,) und schreibt

= ® fig ® - ® fin
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Bedingte W’keit, Unabhangigkeit, gemeinsame Verteilung Bedingte Wkeit Gemeinsame und Randvert. Unabhangigkeit

Bemerkung 1.54

Sind ZVn X, ..., X, unabhangig, so auch

1. jede Teilfamilie X, o X (Mit 1< << <n)
(wahle B; = S; in ( fur/¢{/1, ik })

2. {1(X1), L(X2),. .., f(X,) fur Funktionen f;: S; — S/
(beachte {fi(X;) € B/} = {X;e f~(B})} in (2))
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Bedingte W’keit, Unabhangigkeit, gemeinsame Verteilung Bedingte Wkeit Gemeinsame und Randvert. Unabhangigkeit

Bemerkung 1.54 (Fortsetzung)

3. In Def. 1.51 gendgt es i.A. nicht, jeweils nur Paare auf
Unabhangigkeit zu prifen:
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Bemerkung 1.54 (Fortsetzung)

3. In Def. 1.51 genugt es i.A. nicht, jeweils nur Paare auf
Unabhangigkeit zu prifen:

Beispiel (wir sprechen Bsp. 1.50, 2. mit ZVn aus):

Seien Xj, X2, X3 unabhangige faire Mianzwdrfe
P(Xi=0)=P(Xi=1)=1,

Y1 = 1{)(1:)(2}, Yg = 1{X1:X3}7 Yg = 1{X2:X3}- Dann sind jeweils
Y; und Ys, Y und Y3, Yo und Ys; unabhangig, aber

Y;, Yo, Y3 zusammen nicht.
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Bemerkung 1.54 (Fortsetzung)

3. In Def. 1.51 genugt es i.A. nicht, jeweils nur Paare auf
Unabhangigkeit zu prifen:

Beispiel (wir sprechen Bsp. 1.50, 2. mit ZVn aus):

Seien Xj, X2, X3 unabhangige faire Mianzwdrfe
P(Xi=0)=P(Xi=1)=1,

Y1 = 1{)(1:)(2}, Yg = 1{X1:X3}7 Yg = 1{X2:X3}- Dann sind jeweils
Y; und Ys, Y und Y3, Yo und Ys; unabhangig, aber

Y;, Yo, Y3 zusammen nicht.

(Esist P(Yi=1)=1,2B. P(Yi=1,Y=1) = P({Xi = Xo = X3 =
Tu{Xi=Xe=X3=0}) = (1/2)°+(1/2)° =1/4=P(Y1 = 1)P(Y2 = 1),
P(Y; :1,Y2:0):P({X1 =Xo=1,X=0}u{X :X2:0,X3:1}):
(1/2)3 +(1/2)3 =1/4 = P(Y; =1)P(Y2 = 0), etc.)
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Bemerkung 1.54 (Fortsetzung)

3. In Def. 1.51 genugt es i.A. nicht, jeweils nur Paare auf
Unabhangigkeit zu prifen:

Beispiel (wir sprechen Bsp. 1.50, 2. mit ZVn aus):

Seien Xj, X2, X3 unabhangige faire Mianzwdrfe
P(Xi=0)=P(Xi=1)=1,

Y1 = 1{)(1:)(2}, Yg = 1{X1:X3}7 Y3 = 1{X2:X3}- Dann sind jeweils
Y; und Ys, Y und Y3, Yo und Ys; unabhangig, aber

Y;, Yo, Y3 zusammen nicht.

(Esist P(Yi=1)=1,2B. P(Y1=1,Y2=1) = P({Xi = Xo = X3 =

1 u{Xi=Xe=X3=0}) = (1/2)°+ (1/2)° = 1/4 = P(Y1 = 1)P(Y2 = 1),
P(Yi=1,Y=0)=P({Xi =X =1,X%=0} u{X; = X2 =0,X3 = 1}) =
(1/2)%+(1/2)3 =1/4 = P(Y; =1)P(Y2 = 0), etc.)

Man sagt dazu auch: Y3, Ys, Y3 sind paarweise
unabhangig, aber eben nicht unabhangig.
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Bedingte W’keit, Unabhangigkeit, gemeinsame Verteilung Bedingte Wkeit Gemeinsame und Randvert. Unabhangigkeit

Bemerkung 1.54 (Fortsetzung)
4. Vergleichen wir Def. 1.49 und Def. 1.51, so sehen wir:

Ereignisse Aq, A, ..., A, sind genau dann unabhangig,
wenn dies fir ihre Indikatorvariable 14,,14,,...,14, gilt.
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