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Ergänzung: Hoeffding- und McDiarmid-Ungleichung

Seien X1,X2, . . . ,Xn u.a., Xi habe Werte in [ai ,bi] (für
gewisse Konstanten −∞ < ai < bi <∞), setze

Sn ∶= X1 +⋯ +Xn.

Offenbar ist Var[Xi] ≤ (bi − ai)
2 (denn ∣Xi −E[Xi]∣ ≤ bi − ai)

und somit Var[Sn] = Var[X1] +⋯ +Var[Xn] ≤ ∑
n
i=1(bi − ai)

2,
die Chebyshev-Ungleichung (Satz 1.77) liefert daher für
t > 0

P(∣Sn −E[Sn]∣ ≥ t) ≤ ∑
n
i=1 Var[Xi]

t2 ≤
∑

n
i=1(bi − ai)

2

t2 .

Das folgende Resultat stellt oft eine deutliche
Verschärfung der Chebyshev-Ungleichung dar
(zumindest für beschränkte Summanden).
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Ergänzung: Hoeffding- und McDiarmid-Ungleichung

Bericht 1.95 (Hoeffding-Ungleichung(en))

Seien X1,X2, . . . ,Xn u.a., Xi habe Werte in [ai ,bi]

(für gewisse Konstanten −∞ < ai < bi <∞), setze
Sn ∶= X1 +⋯ +Xn. Dann gilt für t ≥ 0

P(Sn −E[Sn] ≥ t) ≤ exp ( −
2t2

∑
n
i=1(bi − ai)

2),

P(Sn −E[Sn] ≤ −t) ≤ exp ( −
2t2

∑
n
i=1(bi − ai)

2),

insbesondere

P(∣Sn −E[Sn]∣ ≥ t) ≤ 2 exp ( −
2t2

∑
n
i=1(bi − ai)

2).
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Ergänzung: Hoeffding- und McDiarmid-Ungleichung

Beispiel. n = 100, Xi u.i.v. mit P(Xi = +1) = P(Xi = −1) = 1
2

Schranken für P(∣Sn −E[Sn]∣ ≥ t)
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Ergänzung: Hoeffding- und McDiarmid-Ungleichung

Beispiel. n = 100, Xi u.i.v. mit P(Xi = +1) = P(Xi = −1) = 1
2

Schranken für P(∣Sn −E[Sn]∣ ≥ t) (Werte auf log10-Skala)
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Ergänzung: Hoeffding- und McDiarmid-Ungleichung

Zum Beweis der Aussagen in Bericht 1.95 verwendet man
folgendes Lemma:

Lemma 1.96 (Hoeffdings Lemma)
a < 0 < b, X ZV mit Werten in [a,b] und E[X ] = 0, dann
gilt für t ∈ R

E[etX ] ≤ exp (1
8 t2(b − a)2)
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Ergänzung: Hoeffding- und McDiarmid-Ungleichung

Beweis. x ↦ etx ist konvex,

x
0

etx

a b

daher gilt für jedes x ∈ [a,b]

etx ≤
b − x
b − a

eta +
x − a
b − a

etb

(beachte x = b−x
b−aa + x−a

b−ab).
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Ergänzung: Hoeffding- und McDiarmid-Ungleichung

etx ≤
b − x
b − a

eta +
x − a
b − a

etb

Ersetze x ↝ X , nehme Erwartungswert:

E[etX ] ≤ E[
b −X
b − a

eta +
X − a
b − a

etb] =
b −E[X ]

b − a
eta +

E[X ] − a
b − a

etb

=
b

b − a
eta −

a
b − a

etb.
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Ergänzung: Hoeffding- und McDiarmid-Ungleichung

E[etX ] ≤
b

b − a
eta −

a
b − a

etb

Die Funktion f (t) ∶= log (
b

b − a
eta −

a
b − a

etb), t ∈ R

t
0

f (t)

(b−a)2

8 t2

a b

erfüllt f (0) = f ′(0) = 0, f ′′(t) ≤ (b − a)2/4 (ggfs. an der Tafel)
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Ergänzung: Hoeffding- und McDiarmid-Ungleichung

f (t) ∶= log (
b

b − a
eta −

a
b − a

etb), t ∈ R erfüllt

f (0) = f ′(0) = 0, f ′′(t) ≤ (b − a)2/4

Also ist

f (t) = f (0) + ∫
t

0
f ′(s)ds = ∫

t

0
(f ′(0) + ∫

s

0
f ′′(u)du)ds

≤
(b − a)2

4 ∫

t

0
∫

s

0
du ds =

(b − a)2

8
t2

und somit

E[etX ] ≤ exp (f (t)) ≤ exp (
1
8

t2(b − a)2)

wie behauptet.
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Ergänzung: Hoeffding- und McDiarmid-Ungleichung

f (t) ∶= log (
b

b − a
eta −

a
b − a

etb), t ∈ R erfüllt
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Ergänzung: Hoeffding- und McDiarmid-Ungleichung

Beweis der Hoeffding-Ungleichung. Für u > 0 ist

P(Sn −E[Sn] ≥ t) = P(exp (u(Sn −E[Sn])) ≥ eut)

≤ e−utE[exp (u(Sn −E[Sn])] = e−utE[
n

∏
i=1

eu(Xi−E[Xi ])]

= e−ut
n

∏
i=1

E[eu(Xi−E[Xi ])] ≤ e−ut
n

∏
i=1

exp (1
8u2(bi − ai)

2)

= exp ( − ut + u2 1
8

n

∑
i=1

(bi − ai)
2).

(nach Hoeffdings Lemma).

Mit der (optimalen) Wahl u = 4t/∑n
i=1(bi − ai)

2 folgt

P(Sn −E[Sn] ≥ t) ≤ exp ( −
2t2

∑
n
i=1(bi − ai)

2)

11/15



Ergänzung: Hoeffding- und McDiarmid-Ungleichung

Beweis der Hoeffding-Ungleichung. Für u > 0 ist

P(Sn −E[Sn] ≥ t) = P(exp (u(Sn −E[Sn])) ≥ eut)

≤ e−utE[exp (u(Sn −E[Sn])] = e−utE[
n

∏
i=1

eu(Xi−E[Xi ])]

= e−ut
n

∏
i=1

E[eu(Xi−E[Xi ])] ≤ e−ut
n

∏
i=1

exp (1
8u2(bi − ai)

2)

= exp ( − ut + u2 1
8

n

∑
i=1

(bi − ai)
2).

(nach Hoeffdings Lemma).

Mit der (optimalen) Wahl u = 4t/∑n
i=1(bi − ai)

2 folgt

P(Sn −E[Sn] ≥ t) ≤ exp ( −
2t2

∑
n
i=1(bi − ai)

2)

11/15



Ergänzung: Hoeffding- und McDiarmid-Ungleichung

Bericht 1.97 (McDiarmid-Ungleichung)
X1,X2, . . . ,Xn unabhängige Zufallsvariablen mit Werten in
S, f ∶ Sn → R. Es gebe Konstanten c1, . . . ,cn <∞, so dass
für i ∈ {1, . . . ,n}, x1, . . . ,xn ∈ S, x ′i ∈ S gilt

∣f (x1, . . . ,xi−1,xi ,xi+1, . . . ,xn) − f (x1, . . . ,xi−1,x ′i ,xi+1, . . . ,xn)∣ ≤ ci .

Dann gilt für t ≥ 0

P(f (X1, . . . ,Xn) −E[f (X1, . . . ,Xn)] ≥ t) ≤ exp ( −
2t2

∑
n
i=1 c2

i

)

und

P(∣f (X1, . . . ,Xn) −E[f (X1, . . . ,Xn)]∣ ≥ t) ≤ 2 exp ( −
2t2

∑
n
i=1 c2

i

).
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Ergänzung: Hoeffding- und McDiarmid-Ungleichung

Beachte:
Die Hoeffding-Ungleichung folgt aus der
McDiarmid-Ungleichung
(mit der Wahl f (x1, . . . ,xn) = x1 +⋯ + xn),
letztere ist aber in allgemeineren Situationen anwendbar.

Wir werden sie hier nicht beweisen.
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Ergänzung: Hoeffding- und McDiarmid-Ungleichung

Beispiel. Seien X1,X2, . . . ,Xn u.i.v. ∼ Berp, p ∈ (0,1) (d.h.
P(Xi = 1) = p = 1 −P(Xi = 0)),

W ∶=
n

∑
i=2

1{Xi≠Xi−1}

die Anzahl der ”Wechsel“ in der Folge X1,X2, . . . ,Xn

(z.B. enthält (0,0,1,1,0,1,0) 4 Wechsel).

Beachte: Die Summanden in W sind nicht unabhängig
(wir können also nicht die Hoeffding-Ungleichung
verwenden).
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Ergänzung: Hoeffding- und McDiarmid-Ungleichung

W =
n

∑
i=2

1{Xi≠Xi−1}

Es ist E[W ] = ∑
n
i=2 E[1{Xi≠Xi−1}] = (n − 1) ⋅ 2p(1 − p)

und wir können schreiben W = f (X1,X2, . . . ,Xn) mit
f ∶ {0,1}n → N0,

f (x1, . . . ,xn) =
n

∑
i=2

1{xi≠xi−1}.

f erfüllt die Voraussetzungen der McDiarmid-Ungleichung
mit c1 = 1,c2 = c3 = ⋯ = cn−1 = 2,cn = 1, somit gilt

P(∣W − 2p(1 − p)(n − 1)∣ ≥ t) ≤ 2 exp ( −
2t2

4n − 6
)

Wir sehen: Abweichungen um t ≫
√

n sind sehr
unwahrscheinlich.
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