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Erganzung: Hoeffding- und McDiarmid-Ungleichung

Seien X, X, ..., X, u.a., X; habe Werte in [a;, b;] (fUr
gewisse Konstanten —oo < g; < b; < =), setze

Spi=Xi++ X,
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Erganzung: Hoeffding- und McDiarmid-Ungleichung

Seien X, X, ..., X, u.a., X; habe Werte in [a;, b;] (fUr
gewisse Konstanten —oo < g; < b; < =), setze

Spi=Xi++ X,

Offenbar ist Var[ X;] < (b; — a;)? (denn |X; - E[X]| < b; — a;)
und somit Var[S,] = Var[ Xi] +--- + Var[ X,] < 374 (b — &;)?
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Erganzung: Hoeffding- und McDiarmid-Ungleichung

Seien X, X, ..., X, u.a., X; habe Werte in [a;, b;] (fUr
gewisse Konstanten —oo < g; < b; < =), setze

Spi=Xi++ X,

Offenbar ist Var[ X;] < (b; — a;)? (denn |X; - E[X]| < b; — a;)
und somit Var[S,,] = Var[Xi] + -+ + Var[ X,] < ¥4 (b — &)?,
die Chebyshev-Ungleichung (Satz 1.77) liefert daher fir
t>0

P(|Sn—E[Sn]| > t) ZI 1\;;11'[ ] < ZI 1(bt2 a,) ‘
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Erganzung: Hoeffding- und McDiarmid-Ungleichung

Seien X, X, ..., X, u.a., X; habe Werte in [a;, b;] (fUr
gewisse Konstanten —oo < g; < b; < =), setze

Spi=Xi++ X,

Offenbar ist Var[ X;] < (b; — a;)? (denn |X; - E[X]| < b; — a;)
und somit Var[S,,] = Var[Xi] + -+ + Var[ X,] < ¥4 (b — &)?,
die Chebyshev-Ungleichung (Satz 1.77) liefert daher fir
t>0

Z,1Var[ ]_Zl1(b al) )

P(1S,-E[S,]| > t) < Z z

Das folgende Resultat stellt oft eine deutliche
Verscharfung der Chebyshev-Ungleichung dar
(zumindest fir beschrankte Summanden).
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Erganzung: Hoeffding- und McDiarmid-Ungleichung

Bericht 1.95 (Hoeffding-Ungleichung(en))

Seien Xi, X, ..., X, u.a., X; habe Werte in [a;, b;]
(fir gewisse Konstanten —oo < g; < b; < =), setze
Spi=Xi+--+ X,. Dann gilt far t >0

212
P(Sn~E[Sn] > ) <exp (- s p —55 ).
212
P(Sh~B[Sn] < ~t) <exp (= s p 55 ).
insbesondere
2t2
P(1$:~E[S:]| 2 1) s2exp (- 57— 53)

3/15



Erganzung: Hoeffding- und McDiarmid-Ungleichung

Beispiel. n=100, X u.i.v. mit P(X;=+1) = P(X;=-1) =1

Schranken fur P(|S, - E[S,]| > t)

Wert

00 02 04 06 0.8
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Erganzung: Hoeffding- und McDiarmid-Ungleichung

Beispiel. n=100, X u.i.v. mit P(X;=+1) = P(X;=-1) =1
Schranken fur P(|S, - E[S,]| > t)

log,o(Wert)
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Erganzung: Hoeffding- und McDiarmid-Ungleichung

Zum Beweis der Aussagen in Bericht 1.95 verwendet man
folgendes Lemma:

Lemma 1.96 (Hoeffdings Lemma)

a<0<b, X ZV mit Werten in [a,b] und E[X] = 0, dann
gilt fir t e R

E[e¥] < exp (%tz(b— a)z)

6/15



Erganzung: Hoeffding- und McDiarmid-Ungleichung

Beweis. x — e ist konvex,

e tx

-
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Erganzung: Hoeffding- und McDiarmid-Ungleichung

Beweis. x — e ist konvex,

etX

l l x

a 0 b
daher gilt fir jedes x € [a, b]

b-x X-a
tx ta tb
® *b-a° "b-a

(beachte x = &% a+ X=4p),
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Erganzung: Hoeffding- und McDiarmid-Ungleichung
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Erganzung: Hoeffding- und McDiarmid-Ungleichung

tx

<b—x m X-—a

tb
< + e
b-a b-a

Ersetze x ~ X, nehme Erwartungswert:

b-X X-a b-E[X] E[X]-a
tX ta o) ta tb
Ele ]sE[b_ae +b—ae] € 5o ©
_ b ta a tb
“b-a° b-a°
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Erganzung: Hoeffding- und McDiarmid-Ungleichung

E[e*] <
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Erganzung: Hoeffding- und McDiarmid-Ungleichung

b a
E[eX ta tb
[e ] : b- ae b- ae
: : o b . a
Die Funktion f(t) := Iog(b_ae b—ae ), teR
b— 2
( 8‘%) 12
\\\ ///I f(t)
= t
a 0 b
erfU"t f(O) = f’(O) = O, f”(t) < (b_ 3)2/4 (ggfs. an der Tafel)
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Erganzung: Hoeffding- und McDiarmid-Ungleichung

. b ta _ a tb ¥
f(t)._log(b_ae b€ ), teR erfillt

£(0) = /(0) = 0, () < (b- a)2/4
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Erganzung: Hoeffding- und McDiarmid-Ungleichung

. b ta _ a tb ¥
f(t)._log(b_ae b€ ), teR erfillt

f(0)=f(0)=0, f'(t) < (b-a)?/4
Also ist

f(t)=f(0)+/0tf’(s) ds=f0t(f’(0)+fosf”(u) du) ds

(b-a)® rt s _(b-a)2,
< fofo duds -2t

und somit
E[e™] <exp (f(t)) <exp (%l‘z(b - a)2)

wie behauptet. n
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Erganzung: Hoeffding- und McDiarmid-Ungleichung

Beweis der Hoeffding-Ungleichung. Fir u > 0 ist
P(Sn-E[Sy] > t) = P exp (u(S, - E[S,])) > )

< e‘“’E[ exp (u(Ss - E[Sn])] = e_UtE[ IQI eu()(’_E[)(i])]

i=1
n n
_ gt H E[eu(X,-—E[X/])] < eut H exp (%Uz(b/ - a,-)2)
i=1

i=1

- exp( - ut+ P} Zn:(b,- - a,)z).

i=1

(nach Hoeffdings Lemma).
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Erganzung: Hoeffding- und McDiarmid-Ungleichung

Beweis der Hoeffding-Ungleichung. Fir u > 0 ist
P(Sn~E[Sa] 2 1) = P(exp (u(S, - E[S,])) > 6*)
< e“”E[ exp (u(S, - ]E[Sn])] = e“”E[ IIi[ e“(Xf‘E[Xf])]
=g 121[ E[e!XEXD] < g7t 121[ exp (§U2(b; - a;)?)

- exp( - ut+ P} Zn:(b,- - a,)z).

i=1
(nach Hoeffdings Lemma).
Mit der (optimalen) Wahl u = 4t/ YL, (b; — a;)? folgt

212
P(Sn~E[Sn] > 1) < exp (- s p —55)

O]
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Erganzung: Hoeffding- und McDiarmid-Ungleichung

Bericht 1.97 (McDiarmid-Ungleichung)

Xy, Xo, ..., X, unabhangige Zufallsvariablen mit Werten in

S, f: 8" > R. Es gebe Konstanten ¢y, ..., ¢, < o0, S0 dass
furie{1,....,n}, xy,...,x,€ S, x/ € S gilt
‘f(X‘la"'7Xi—17Xi7Xi+17"'7Xﬂ)_f(X17"'aXi—17X/'I7Xi+1a"'7Xn)‘SCI"

Danngiltfirt>0

P(F(Xr.. ... Xa) ~E[f(Xs...... X0)] zt)sexp(—i)

und

P([F(Xi.... Xn) ~E[f(X1,.... Xn)]| 2 1) <2exp - _fz)
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Erganzung: Hoeffding- und McDiarmid-Ungleichung

Beachte:

Die Hoeffding-Ungleichung folgt aus der
McDiarmid-Ungleichung

(mit der Wahl f(xq,...,Xn) = X1 + -+ + Xpn),

letztere ist aber in allgemeineren Situationen anwendbar.

Wir werden sie hier nicht beweisen.
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Erganzung: Hoeffding- und McDiarmid-Ungleichung

Beispiel. Seien X, Xz,..., X, u.i.v. ~ Berp, p€(0,1) (d.h.
P(Xi=1)=p=1-P(X=0))

n
W= 1ixex )
i=2

die Anzahl der ,Wechsel* in der Folge Xi, X5,..., X,
(z.B. enthalt (0,0,1,1,0,1,0) 4 Wechsel).
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Erganzung: Hoeffding- und McDiarmid-Ungleichung

Beispiel. Seien X, Xz,..., X, u.i.v. ~ Berp, p€(0,1) (d.h.
P(Xi=1)=p=1-P(X=0))

n
W= 1ixex )
i=2

die Anzahl der ,Wechsel* in der Folge Xi, X5,..., X,
(z.B. enthalt (0,0,1,1,0,1,0) 4 Wechsel).

Beachte: Die Summanden in W sind nicht unabhangig
(wir kbnnen also nicht die Hoeffding-Ungleichung
verwenden).
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Erganzung: Hoeffding- und McDiarmid-Ungleichung

W= 1)
i=2
Es st B[W] = X7, E[1 x.x )] = (- 1)-2p(1 - p)

und wir kdnnen schreiben W = f(Xi, Xz, ..., X;) mit
fi {O,1}n—>N0,

n
f(X1 o ;Xn) = 21{x,-¢x,_1}-
i=2
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W= 1)
i=2
Es st B[W] = X7, E[1 x.x )] = (- 1)-2p(1 - p)

und wir kdnnen schreiben W = f(Xi, Xz, ..., X;) mit
fi {O,1}n—>N0,

n
f(X1 o ;Xn) = 21{x,-¢x,_1}-
i=2

f erflllt die Voraussetzungen der McDiarmid-Ungleichung
mitci=1,c0=C3=--=Cr1=2,C,=1, somit gilt

PQVV—2pU-an—1ﬂ2t)SzeXp(_4§T6)
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Erganzung: Hoeffding- und McDiarmid-Ungleichung

W= 1)
i=2
Es st B[W] = X7, E[1 x.x )] = (- 1)-2p(1 - p)

und wir kdnnen schreiben W = f(Xi, Xz, ..., X;) mit
fi {O,1}n—>N0,

n
f(X1 o ;Xn) = 21{x,-¢x,_1}-
i=2

f erflllt die Voraussetzungen der McDiarmid-Ungleichung
mitci=1,c0=C3=--=Cr1=2,C,=1, somit gilt

212
P(\W—2p(1 -p)(n-1)|> t) sZexp(— 4n—6)
Wir sehen: Abweichungen um t > \/n sind sehr

unwahrscheinlich.
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