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1.1. EREIGNISSE, ZUFALLSVARIABLEN UND WAHRSCHEINLICHKEITEN S. 64

Definition 1.24. Sei X eine Zufallsvariable mit Werten in einem In-
tervall S = [a,b] c Rmit —co <a < b < oo (imFalla>-c0,b= 0o meinen wir
S =[a,00),etc.) UNd se€i f: S — [0, 00) eine integrierbare Funktion mit

Lbf(w)dx: 1.

X besitzt die Dichte (auch: Wahrscheinlichkeitsdichte) f, wenn gilt

d
P(X €[e,d]) = /C f(x)dr fir jedes Teilintervall [¢, d] c S.

Wir notieren oft auch f fur die Dichte einer ZV X (um den Bezug zu X zu beto-
nen, speziell wenn wir mehrere ZVn zugleich ins Auge fassen).
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X hat Dichte f, soist P(X € [c,d]) = [ f(z) dz
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Interpretation der Dichte:
X ZV mit Dichte fx, fOr z € R und kleines ¢ > 0 ist

P(X g [:z:,:z:+5]) = Lx+6fX(a) da~dfx(x)

(wortlich zumindest flr Stetigkeitsstellen x von fy), also

1
fx(x) = %?SEP(X e [z,2+6])

Man formuliert dies gelegentlich auch mit ,infinitesimalen Grof3en”
als

P(X edzx) = fx(x)dr

(Dieser suggestive Ausdruck erhalt einen Sinn im Sinne der ,Standard-Analysis®, wenn man auf

beiden Seiten x Uber ein Intervall [¢, d] integriert, dann erhalt man Def. 1.24).
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Bemerkung.

Far eine ZV X mit Dichte fy ist es — im Gegensatz zum Fall mit
Gewichten — nicht besonders sinnvoll, nach der Wahrscheinlichkeit
von Ereignissen {X = x} far feste Punkte = € R zu fragen.

P(X:X> = P( Xéfmﬂxi gfx(o)oh N
Lov ppdes xR
aber P(XeR) =1
beodde: 1R sind wdd obadliber
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Beispiel 1.25 (Einige ,klassische” eindimensionale Verteilungen mit

Dichte). &F l/J Ll le

1. (uniforme Verteilung) a,b e R, a < b.

Unif[a,b] mit Dichte %al[a,b](x) S 4‘L[c. Ll(x\ldk
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_ )2
Beispiel 1.25.2. 1 € R, o > 0. AV, ,» mit Dichte — L exp ( - (z=1) )
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V2ro?

heiBt Normalverteilung mit Mittelwert 1 und Varianz o=.
MNo.1 heiBBt die Standardnormalverteilung. Lo de ooz
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Beispiel 1.25. 3. (Exponentialverteilung[en]) 6 > 0,

FExpg hat Dichte Qe_exl[ojoo)(m)

Dichte von Exp,
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Definition 1.26 (Verteilungsfunktion). FUr eine Zufallsvariable X mit
Werten in R (bzw. in einer Teilmenge S c R) heif3t die Funktion

Fx(z)=P(X <), z€R (1.9)
die Verteilungsfunktion von X. = ’P[ X € (< e, Xj>

Wenn X mit Wertebereich S c R die Dichte fx besitzt, so gilt offen-
bar

i
Fx(x)= [ fx(a)da (1.10)
(mit Setzung fx(a) =0 fir a ¢ S, dem Wertebereich von X).
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Beispiel 1.25 (Fortsetzung). 1. (uniforme Verteilung) a,b € R, a < b.
Umf[a.,b] mit chhte 7=al1a.07(2), Fumg (x)
Verteilungsfunktion max { min {#=2,1},0} [0 b))

= ,56: o %.m(n*‘a

1.0

Verteilungsfunktion von Unify; 5,
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Beispiel 1.25 (Fortsetzung). 2. Die Verteilungsfunktion der Stan-
dardnormalverteilung N 1,

2
O(z):=F X / ~2°[2
(2) = Fp, (0) = | =
ist tabelliert bzw. in vielen Computerprogrammen implementiert (z.B.
pnorm in R)

1.0

Verteilungsfunktion von A ;
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S. 74

Beispiel 1.25 (Fortsetzung). 3

Expg hat Dichte fe~%71, OO)(;,;)/—

Verteilungsfunktion FEng(x) (1-e707) 11 o0y (2)

Verteilungsfunktion von Exp,

1.0

00 02 04 06 0.8
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Bemerkung 1.27. 1. Die Dichte / Verteilungsfunktion von X hangt
nur von der Verteilung von X ab:

wenn Y =4 X (,Gleichheit in Verteilung®), also P(X € B) = P(Y € B)
far alle B gilt, so hat Y dieselbe (offenbar).

Wir sprechen daher oft auch kurz von der Dichte bzw. Verteilungs-
funktion einer Wahrscheinlichkeitsverteilung auf R, ohne die zugehori-
ge ZV explizit zu machen.

2. Wenn X Dichte fyx und Verteilungsfunktion F'y besitzt, so ist

@)= [ @) da= fy(a)

(zumindest an Stetigkeitspunkten von fy)

F)((x)"?(xé(' o x) = ;W{XM da
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Bemerkung 1.27.3. X ZV mit Werten in .S c R mit Verteilungsfunk-
tion Fx, c<d,soist Pyl dl\ (== c )
P(X e(c,d])=P(X <d)-P(X <c)=F(d)-F(c)

(und falls P(X = ¢) = 0, z.B. weil X eine Dichte besitzt, so ist natlrlich auch
P(X €[c,d]) = P(X =c)+ P(X €(c,d]) = F(d) - F(c)).

FlOr B = U;-lzl(ci,d@'] Mitci<dy<co<dy << CnA-< d,, i1st (mit Eigen-
schaft (A) aus Def. 1.7)

P(XeB)=Y 1 P(X e (cindi]) = YL (Fx(dy) - Fx(c;))
(und ,allgemeine® Mengen B c R konnen auf diese Weise approximiert werden).

In diesem Sinne ,weil3 F'y alles” Gber die Verteilung von X.
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Bemerkung 1.27. 4. (Bezug zum diskreten Fall). Sei X ZV mit
(hochstens) abzahlbarem Wertebereich S = {x{,z9,...} ¢ R und
Gewichten px (x,) wie inin Def. 1.11, d.h.

P(XeB)= ), px(zn), R R
n:xneB
dann ergibt sich als Verteilungsfunktion SF%-‘,(,@Q:
Fx(z)= Y px(an). ¢ Bee,x]
n:TplT wnd x c IR

(Diese ist stickweise konstant mit [hochstens] abzahlbar vielen
Springen.)
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Beispiel: Verteilungsfunktion einer Binomialverteilung

S e
] —
an 0 | —
s ° —
S g 7 ( B [g{os)
E ; / lo(og
3 % —
5 o ,
C (
= — |
2 o ‘
5 @
~ o — e e— i ______________________________
© | | | | |
0 5 10 15 20



KAPITEL 1. GRUNDLAGEN AUS DER WAHRSCHEINLICHKEITSTHEORIE,
1.1. EREIGNISSE, ZUFALLSVARIABLEN UND WAHRSCHEINLICHKEITEN S.79

Bemerkung 1.27. 5. Stets ist F'x nicht-fallend und rechtsstetig (wenn
X eine Dichte besitzt, so ist F'y stetig) mit

lim Fy(z)=1, lim Fyx(x)=0.

T—>00 XTr—>—00

(LQ,W/\)'((?C« X, <X, sk $X ex,) < g X 2%,
= XI}(‘(X\ ;P(X 4*4\ <P (X éxz\ "_[:—6%3

2)  Se. %, \ X

n—> (2

IR P [ > 1K ex. 3> >1Xey
== V[XAXIA\ \ P(XL)(\ {f()\)
f(xh\

6. Umgekehrt gibt es zu jeder Funktion F': R — [0, 1] mit den Eigen-
schaften aus Def. 1.26, 5. eine ZV X mit F'y = F.

(Wir kommen darauf zurlck, siehe Beob. 1.29 unten.)
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Definition 1.28. Die (verallgemeinerte) inverse Funktion von F'y,
F)}l(t) =inf{reR: 14;((:1:) >t}, tel0,1]

(mit Setzung inf @ = +o0) heil3t auch die Quantilfunktion von X .

(Beachte, dass die so definierte Funktion Fi! linksstetig ist. In der Literatur gibt es leicht verschiedene Defini-
tionen der ,Quantilfunktion®, man prife ggfs. jeweils die verwendete Konvention.)

Mit dieser Definition ergibt sich flr z € R, ¢ € [0, 1] die Beziehung

F)}l(t)gw — t< Fy(o).
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S. 81

Beispiel: Ablesen von F~!
F)_(l(t) =inf{reR: Fx(x) >t}, tel0,1]

1.0

00 0.2 04 O'GA\ 0.8

-1.0 -0.8 06 04 Oi! OO 02 04 0.6 0.8 1.0
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1.1. EREIGNISSE, ZUFALLSVARIABLEN UND WAHRSCHEINLICHKEITEN
Erinnerung: Inverse via Spiegelung an der Diagonalen

<

~-—

0.5

0.0

F(z)=t

-0.5

-1.0

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
xr=F-1(1)
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Beobachtung 1.29 (Erzeugung reeller ZVn mit vorgegebener Ver-
teilung). Sei F': R — [0, 1] eine Verteilungsfunktion ,

F7(¢) —mf{xe]R F(:z;)>t} [0,1]

die inverse Verteilungsfunktion oder Quantilfunktion (aus Def. 1.28),
U reelle ZV, U ~ Unifp 11, dann hat

| :
X=F(U) vuulg (i\>
die Verteilungsfunktion F'y = F.
Do Es gl F'1ex <= £ < FK)
(g € elond, x €R).

¢ (o,1)
Se. % € IR

) P(>(4 ) = POENW ex) - P(U ¢ F6)

r(x)—0
F)(M = {7(0oc U U cF6) = - - )

o
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Beispiel 1.30. 1. Expy hat Verteilungsfunktion S~
( '9x> & 0
FEXpe(gf) =(1- 6—9$)1[O,w)($) mit 1- © 3

—0Ox= ,@% (/l"e)

. . 1
inverser Funktion Fﬁipg(t)———log(l 1), also ist —élog(l U) ~ Expy
-

. 1 (
(und natirlich ebenso —5log(U)) ; \/, 5
S i N 1

Y

2. p(k), k € Ny Wahrscheinlichkeitsgewichte, F(z) = .. 1<, p(k) zu-
gehorige Verteilungsfunktion (vgl. Bem. 1.27, 4.), so hat

X :=min{neNy: Y p(k)>U}
k=0
die Gewichte (p(k))geN,-

(Dies ist etwa eine Moglichkeit, eine Poisson-verteilte ZV zu simulieren.)
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Bericht: Verteilungen in R.

R verwendet folgende Namenskonvention: Wenn name flr eine Verteilung steht,
SO ist

* dname die Dichte- bzw. Gewichtsfunktion von name

 pname die Verteilungsfunktion von name (“p” steht flr “probability distribution
function”)

* gname die Quantilfunktion von name
 rname Simuliert gemaf name (“r” steht flr “random”)
Beispiele:
* Uniforme Verteilung Uniff,;: [dIplglr]Junif(...,min=a,max=b)

» Normalverteilung V, »: [dlplqlrInorm(. .. ,mean=/,sd=0)
(beachte: R parametrisiert mit o, nicht mit ¢2)

» Exponentialverteilung Exp,: [dlplqlrlexp(...,rate=\)
 Poissonverteilung Poiy: [dlplglr]lpois(...,lambda=\)

* Binomialverteilung Bin,, ,,: [dlplqlr]lbinom(. .. ,size=n,prob=p)

(Siehe auch die Online-Hilfe in R.)



KAPITEL 1. GRUNDLAGEN AUS DER WAHRSCHEINLICHKEITSTHEORIE,
1.1. EREIGNISSE, ZUFALLSVARIABLEN UND WAHRSCHEINLICHKEITEN S. 86

Transformation von Dichten
Beobachtung 1.31. X habe Dichte fx, seia>0,beR, sohatY :=

aX + b die Dichte . / Nebe. be. .
fy(y) = EfX((y_ b)/a) Ve [3' g+ 5
_ _ 1)
4= ox+ b = o9k
( O > Xé[tﬂ 19
beade ,,'

?( Y‘w b P(x‘t‘j——b> = fj;(f/x)dx
-

Shlo&hhlw r= Z:; (<’> 2 zaxtb ) di' a ,&—45=4—'
A4 o

o
S A=) e
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Beispiel 1.32.1. X ~ Ny, peR,0>0,80istY :=0X + p ”Nu 2
Insbesondere gilt /\//Mg((—oo, r])=0((z—p)/o)

v/@/i@@Jt e 4’(6(00)( x)

2. X ~Expy, a>0,s0hatY :=aX die Dichte %e—l’/al[ojw)(x)
(d.h. Y ~ Expl/a)
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Transformation von Dichten, 2

Proposition 1.33 (Allgemeine Dichtetransformation im Fall R1).

X
X reelle ZV mit Dichte fy, d.h. Fy(z) = f fx(2)dz, IcR
(moglicherweise unbeschranktes) offenes Intervall mit P(X € ) =1,

Jcl,:I— J stetig differenzierbar, bijektiv. /S"
Dann hat Y := ¢(X) die Dichte J | /
( -1 {', l N
f)f(¢_1(y)), yes, 1T
fy(y) = {1/ (¢7 W) s
0, y ¢ J.

[Bem.: Wenn ¢ nicht bijektiv ist, so wird ¢(X) i.A. keine Dichte besitzen, z.B. X ~ N;,
() = L(p,00)(T), SO ISt p(X) ~ Beryjy.]

A
{ >

o
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Y = ¢(X) hat Dichte fX( ‘1(y))/g0’( ‘1(y)) “’D.‘Qd\\(d\mks{gw«a&"

(W wabhos a~, dass P drled rmencher (a- Ouweh%i;—h&lw
wacl se d A‘Sir) e
Z (f) /\\Af 3 = /7(\/42.—:\ = O, :ﬁ: ﬁ/
a.l’nb \/'(_2: ?AV clie 2z < Au{j ‘ '(II\

Zsp D = P (Ye2) =4
5"0/)\’ {‘»[(-?:\/0 {Fuv Cm(ka. 2 > SU‘OJ

2ed: P(Ver) = PUPIX) c2)=P(X < Ph)
¢ G)
ot o et [ %‘(wb) Flety ))Ad?f
s.lboshhice x= 7 (0) oy ()
o) o 0y, -6 )l)- PIE )
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Y = (X) hat Dichte fx (o~ 1(y))/¢' (v~ (1))

¢ /
I,\\ -1 -
an P WS) T (4861
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Beispiel 1.34.1. U ~ Unifp, 17, so hat
X :=—log(U) Dichte e~ flr x > 0 (wie wir in Bsp. 1.30 gesehen haben)

2. U ~ Unify 13, n € N, so hat Y := U" Dichte fy(y) = n~tyt/m=1 (fir
0<y<1)
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1.1.3 Zum mehrdimensionalen Fall
Dichten im mehrdimensionalen Fall

Definition 1.35.Sei f : R? > R, eine (geeignet) Integrierbare* Funktion
mit

Rdf(x)dmz[:"'[:f(xl,...,de)dgjl...dxd:1.

Eine Zufallsvariable X mit Werten in R? besitzt die Dichte f, wenn
flr (geeignete) Teilmengen A c R¢ gilt

P(XEA)=ff(x)da:
foo /_ Lg(xq,...,29) f(x1,...,x4)dxy--dxy,.

*Wir denken hier z.B. an ein d-fach iteriertes Riemann-Integral.
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Dichten im mehrdimensionalen Fall

Analog zum 1-dimensionalen Fall besitzt die Dichte fy
einer d-dimensionalen ZV X die Interpretation

P(X € [w1, 21 +01] x [0, 29 + 09] X -+ % [M])
v 01090 fx((x1,-. ., 20)) D(J,XOH S4]
fur (z1,...,24) e RYund 0 < 61,09,...,64 < 1.
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Beispiel 1.36. 1. Uniforme oder Laplace-VerteiIung auf einem be-
schrankten Gebiet S c R4: X mit Dichte fy(z) = 1g(z) erflllt

far A c S (geeignet?)

1(S)

[41dz  vol(A)
P(Xed)= .[ ol(S)1 s(w)d = [i;llda: vol(S)

(Z.B. der zufallig gewahlte Punkt Z aus Kapitel 0 kann als uniform auf S = [0, 1]? verteilt modelliert

c R”

werden.)

S

*in dem Sinne, dass ein d-dimensionales ,Volumen® vol(A) definierbar ist
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Beispiel 1.36 (Forts.).

2. Die 2-dimensionale Standard-Normalverteilung hat Dichte f(x,y) =
1

%exp( — %(:1:2 + y2))

3. Allgemeiner: Die d-dimensionale Standard-Normalverteilung hat

Dichte |

1
flxy,...,xq) = exp(——(x2+---+x2))
(2m)4/2 2 \1/\,-\5‘1,

= | =
Gy )
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Die 2-dimensionalle Standard-Normalverteilung hat
Dichte f(x,y) = Z_GXP( - %(502 + 92))
708
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Die 2-dimensionale Standard-Normalverteilung hat
1

Dichte f(x,y) = %GXP( - %@2 + yz))

' — 0.15
— 0.10

~EN e
_ 0.05

N
0.00




