1 GRUNDLAGEN AUS DER WAHRSCHEINLICHKEITSTHEORIE
1.4 Erwartungswert, Varianz und Kovarianz

Satz 1.77
Sei X reelle ZV, f: [0, ) — [0, c0) monoton wachsend.

1. Fara>0 mitf(a) >0 gilt

P(|1X| > a) < %E[MXD] (Markov' -Ungleichung). (1)

2. Fiir X € £? gilt

P(IX -E[X]|> a) < Va;[2X I (Chebyshe?-Ungleichung)
(2)
Lo yalde a=A0-WauTx] | oo ad-
rS. = 2
100

2Andrei Andrejewich Markov, 1856—1922.
2Pafnuty Lvovich Chebyshev, 1821-1894.
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1. P(X]|> a) < %quxp]

2. P(IX-E[X]|> a) <

Var[ X ]
22
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1. P(IX| > a) < %quxp]

2. P(IX - E[X]| > a) < Va;[zx]

Beweis.

1.Sei Y := f(a)/{|x|za}, soist Y < f(|X]) und

E[Y] = f(a)P(|X| > a) < E[f(X])]
nach Satz 1.70, 2. (+o. Pixl< oY)
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E[f(IX])]

1.P(|X|za)§@

Var[ X ]
22

2. P(IX-E[X]|> a) <

Beweis.

1.Sei Y := f(a)/{|x|za}, soist Y < f(‘XD und
E[Y]=f(a)P(|X|> a) <E[f(|X])]

nach Satz 1.70, 2.
2.Wende 7. an auf X := X - E[X] und f(a) = &. O
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1. P(|X] > a) < —E[f(|X])]

f(a)
Var[ X ]
22

2. P(IX-E[X]|> a) <

Beweis.

1.Sei Y := f(a)/{|x|za}, soist Y < f(‘XD und
E[Y]=f(a)P(|X|> a) <E[f(|X])]

nach Satz 1.70, 2.

2.Wende 7. an auf X := X - E[X] und f(a) = &. O

Insbesondere (wahle a = boy in (2)):
Die Wkeit P(|X - E[X]| > box), dass X von E[X] um mehr als
das b-fache von oy abweicht, ist héchstens 1/b2.
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Beobachtung 1.78

1. Wegen |XY| < X2 + Y? ist die Kovarianz wohldefiniert. Es
gilt (offensichtlich)

Cov[ X, Y] =Cov[Y, X].
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Beobachtung 1.78

1. Wegen |XY| < X2 + Y? ist die Kovarianz wohldefiniert. Es
gilt (offensichtlich)

Cov[ X, Y] =Cov[Y, X].

2. Esist
E[(X -E[X])(Y -E[Y])
=E[XY - XE[Y] - YE[X] + E[X]E[ Y]]
=E[YX]-E[X]E[Y]-E[Y]E[X] +E[X]E[Y]
= E[XY] - E[X]E[Y]

(und analog fir Var[ X] = Cov[ X, X]).
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Beobachtung 1.78 (Fortsetzung)

3. Var[X]=0 <= P(X=E[X])=1
=" ist klar, fiir =" wende Satz 1.70, 3. an auf die ZV
(X -E[X])?)
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Beobachtung 1.78 (Fortsetzung)

3. Var[X]=0 <= P(X=E[X])=1
=" ist klar, fiir =" wende Satz 1.70, 3. an auf die ZV
(X -E[X])?)

4. Var[ X] ist eine Eigenschaft der Verteilung von X,
Cov[ X, Y] ist eine Eigenschaft der gemeinsamen
Verteilung von X und Y.
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Beispiel 1.79
1. X ~ Berp, Var[X] = E[X2] - (E[X])2 = p- p? = p(1 - p).
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Beispiel 1.79
1. X ~ Berp, Var[X] = E[X?] - (E[X])2 = p- p? = p(1 - p).
2. X ~ Poia, 2

k 00 k-2

E[X(X~1)] = Zk(k-ne-a——a?gze-a(k_z)! = o?

)
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Beispiel 1.79
1. X ~ Berp, Var[X] = E[X?] - (E[X])2 = p- p? = p(1 - p).
2. X ~ Poi,,

E[X(X-1)] = 3 k(k- 1)e-aa—k —a?Y e o2
k=0 k! s (k=2)t

also

Var[X] = E[X?] - (E[X]) = E[X(X - 1)] + E[X] - (E[X])?

:a2+a—a2:a

2b. 0 W L k\,%u%&(:&. b {axw\ (/waﬁ’LZwap

(E(\ﬂ 2) . NowIwl= ETWY (\Em)

= AT C6%) - (4\

29((—,
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Beispiel 1.79 (Fortsetzung)
3. X ~Binpp,

X(X-1)]= 3 k(k - 1)(T)or(1 - p)*
EX(C-1)]= 3o k=) )1 -p)

n

n-2\ x_ D) (k-
—n(n-1)p2 3. (5 )PF R0 - p) 2D
k=2

=n(n-1)p?
also
Var[X] = E[X(X - 1)] + E[X] - (E[X])?

=n(n-1)p? + np- (np)? = -np? + np
=np(1-p)
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Beispiel 1.79 (Fortsetzung)
4. X ~ Geomp, p € [0, 1] (wir hatten gesehen, dass E[X] = (1 -p)/p,

siehe Bsp. 1.69,.2) Dy ) — (/\,r,\“.P (N =04,2,.

Es ist
= \elk)= ELN? ] (EWD)
E[X(X-1)]= > n(n-1)p(1-p)" ] C
n=0
oo 1- 2
-p(1-p)* 5 n(n-1)p(1 - p)" 2 - 2P
(verwende, dass f(t) := Yo t" = 7= (fur |t] < 1) erfallt

B21(t) = 553 = Sie n(n - 1)1"?), somit
Var[X] = E[X(X - 1)] +E[X](1 - E[X])

(1-p? 1-p 2p-1 1-p

=2 . _1op
p p P P
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Beispiel 1.79 (Fortsetzung)

5. X ~ N, 52 hat Var[X] = o2 (wir hatten in Bsp. 1.74 bereits
gesehen, dass E[X] = p): Didde o X

KT/L (x—u)T
Var[X] = E[(X - u)?]] = [R(X—u)z\/ﬁexp( - ) dx

202

2 oo
X/P, /\75/0222 1 e#2gz- 2 f 2?2 gz
Ldx V2 V2r Jeo ——m—
da® 6 :z(,%e-ﬂ/z)

: %([ (- e - [T

\/2_(0+\/_)

(Wir haben Bericht 1.75, 2. verwendet, dann im Integral z = (x - p/o)
substituiert und partiell integriert.)
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Satz 1.80 (Rechenregeln fiir Varianz und Kovarianz)
Seien X, Y, X1, Xo, ..., Xne L2, a,b,c,deR.
1.aX +b,cY +de L% und

Cov[aX + b,cY +d] = acCov[ X, Y],

insbesondere Var[aX + b] = & Var[ X] (die Kovarianz ist eine
Bilinearform, die Varianz ein quadratisches Funktional).
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Satz 1.80 (Rechenregeln fiir Varianz und Kovarlanz) *’\
Seien X, Y, Xy, Xo, ..., Xne L2, a,b,c,d ¢ R. ,icw R
1.aX+b,cY +de L2 und Wy

Cov[aX + b,cY +d] = acCov[ X, Y],

insbesondere Var[aX + b] = & Var[ X] (die Kovarianz ist eine
Bilinearform, die Varianz ein quadratisches Funktional).
bot E(- =0

n n
2.Va[ Y X =Y var[X]+ Y Cov[X, X, /
i=1 i=1 f<ij<n v
i#f

insbesondere gi/t flr paarweise unkorrelierte X, .. X,7 also

Var[ZX] ZVar - \]OMI:ZK’S VM[ZQ( !E[ﬂﬂ
~n=[( X.- nzm)) 1—0 @(x -E[XINK «;[x,ﬂ
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Satz 1.80 (Rechenregeln fiir Varianz und Kovarianz, 2)
3. Sind X und Y unabhéngig, so gilt Cov[ X, Y] =0.

ELXY) — E() ETY)
NMEWELY)

/kiv )(, \/ ho.

3nach Augustin-Louis Cauchy (1789—1857)
und Hermann Amandus Schwarz (1843-1921)
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Satz 1.80 (Rechenregeln fiir Varianz und Kovarianz, 2)
3. Sind X und Y unabhéngig, so gilt Cov[ X, Y] =0.

4. Es gilt

|Cov[X, Y]| < v/ Var[ X]\/Var[ Y]
(die Cauchy-Schwarz-Ungleichung®)

3nach Augustin-Louis Cauchy (1789—1857)
und Hermann Amandus Schwarz (1843-1921)
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Beweis.
1. Esist

Cov[aX + b,cY + d] = Cov[aX,cY]
(denn E[aX + b] =E[aX]+bund E[cY +d]=E[cY] +d)

=E[aXcY]-E[aX]E[cY]
= ac(E[XY]-E[X]E[Y])
=acCov[ X, Y].
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Beweis.

2. Dies folgt etwa per Induktion Uber n aus 1., oder direkt
folgendermafi3en:

Sei0.E. E[Xi] =--- =E[X,] = 0 (sonst ziehe jeweils die
Erwartungswerte ab, verwende 1.), dann ist

v 3] < E[(3,)°] - 3 50x]
DR ER)
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Beweis.
3. Klar: fur X und Y unabhangig ist E[ X Y]
Satz 1.70, 4, also Cov[ X, Y] =E[X Y] - E[X]

E
E

[X]
[Y]

E

[Y
0

] nach
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Beweis.
3. Klar: fur X und Y unabhangig ist E[ X Y]
Satz 1.70, 4, also Cov[ X, Y] =E[X Y] -E[X]E[Y]

4. Falls Var[ Y] = 0, so ist die Ungleichung
|Cov[X, Y]| < /Var[X]/Var[ Y] (als 0 < 0) erfullt

(denndannist P(Y -E[Y] =0) =1 nach Beob. 1.78, 3. und somit auch
Cov[X, Y]=0).

E[X]E[Y] nach
=0
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Beweis.
3. Klar: fur X und Y unabhangig ist E[ X Y]
Satz 1.70, 4, also Cov[ X, Y] =E[X Y] -E[X]E[Y]

4. Falls Var[ Y] = 0, so ist die Ungleichung
|Cov[X, Y]| < /Var[X]/Var[ Y] (als 0 < 0) erfullt

(denndannist P(Y -E[Y] =0) =1 nach Beob. 1.78, 3. und somit auch
Cov[X, Y]=0).

E[X]E[Y] nach
=0

Cov[ X, Y]

, s ist
Var[y] 5!

Falls Var[ Y] > 0, setze o := -
0 <Var[X +aY]Var[Y]
L (Var[X] + 2aCov[X, Y] + aZVar[Y])Var[Y]

= Var[X] Var[ Y] - (Cov[ X, Y])°.
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Bemerkung 1.81

Es gilt Gleichheit in der Cauchy-Schwarz-Ungleichung g.d.w.

es gibt a,b,c <R (mit a+ 0 oder b £ 0), so dass
P(aX+bY+c=0)=1.

In diesem Fall heiBen X und Y perfekt korreliert.
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Bemerkung 1.81
Es gilt Gleichheit in der Cauchy-Schwarz-Ungleichung g.d.w.

es gibt a,b,c <R (mit a+ 0 oder b £ 0), so dass
P(aX+bY+c=0)=1.

In diesem Fall heiBen X und Y perfekt korreliert.

(Denn wir sehen aus dem Beweis, dass Gleichheit genau dann
eintritt, wenn Var[ Y] = 0 oder Var[ X +a Y] =0.)
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Beispiel 1.82
1. X ~ Binpp, schreibe X = Y; +---+ Y, mit Y; u.i.v. ~ Berp, SO
ist (mit Satz 1.80, 2.)
n
Var[X] = ) Var[Y;] = nVar[ Y1] = np(1 - p)
i=1

(vgl. auch Bsp. 1.79, 3.).
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Beispiel 1.82 (Fortsetzung)

2. X ~Hypg y p, Stelledarals X = Yj +--+ Yy mit Yj =14,
A; = {i-te gezogene Kugel ist schwarz}
(bei n-fachem Ziehen ohne Zurlicklegen aus einer Urne mit s
schwarzen und w wei3en Kugeln)
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Beispiel 1.82 (Fortsetzung)

2. X ~Hypg y p, Stelledarals X = Yj +--+ Yy mit Yj =14,
A; = {i-te gezogene Kugel ist schwarz}
(bei n-fachem Ziehen ohne Zurlicklegen aus einer Urne mit s
schwarzen und w wei3en Kugeln)

Erinnerung: FUr yq,...,¥n € {0,1} mit yq +---+ yp = k qilt

P(Yi=y1,....,Yn=Yn)
_s(s-1)(s-2)(s-k+1)-ww—-1)-(W-n+k+1)

- (s+w)(s+w-1)(s+w-2)-(s+w-n+1)

was nicht von der Reihenfolge abhangt — die Y; sind
,<austauschbar”.

9
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Beispiel 1.82 (Fortsetzung)
2. EsistE[Y;] = P(A)) = P(A;) =
Var[ Y] = p(1 - p); far i # j ist

E[Y; Yj] =E[Y1 Y2] = P(A1nA) =

S

w P

S s-1

Cov[Y;, Y;] =ELY; Yi] - E[Y;]E[ Y]

S s—-1

s+ws+w-1

y

S )2
S+w

S ( -1 s )
Ts+wls+w-1 s+w
=$S+Jv—1
= — 1— —_—
PA-P) 7

s+ws+w-1’
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Beispiel 1.82 (Fortsetzung)

2. X=Y1+-+Yn~Hyps w
mit Y; = 14, A; = {i-te gezogene Kugel ist schwarz}
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Beispiel 1.82 (Fortsetzung)

2. X=Y1+-+Yn~Hyps w
mit Y; = 14, A; = {i-te gezogene Kugel ist schwarz}
Also (mit p = s/(s+ w))

Var[ X Z Var[ Y, Z Cov[Y;, Y,

i%f
= mp(1-p) - n(n-1)( - p(" —p)%)

S+ w
= np(1 - p)(1 —Sf%)
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Beispiel 1.82 (Fortsetzung)
2. X=Y1+-+Yn~Hyps w
mit Y; = 14, A; = {i-te gezogene Kugel ist schwarz}
Also (mit p = s/(s+w))

Var[ X Z Var[ Y, Z Cov[Y;, Y,

i%f
- p(1-p) = n(n-1)( - p(1 —p)%)

S+w
n-1
= 1-p(1-—
mp(t-p)(1- =)
Wir sehen: Die Varianz ist kleiner im Fall ohne Zurticklegen
als im Fall mit Zurlicklegen — insbes. ist sie natlrlich = 0 im
Falln=s+w.
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Beispiel 1.82 (Fortsetzung)

3. Zreelle ZV mit E[|Z[*] < oo und symmetrischer Verteilung,
d.h.esqit P(Z>2z)=P(Z<-z)furalle z>0 (z.B.

Z ~Np,1), setze
Y = 2% / ‘ N

o
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Beispiel 1.82 (Fortsetzung)

3. Zreelle ZV mit E[|Z[*] < oo und symmetrischer Verteilung,
d.h.esqit P(Z>2z)=P(Z<-z)furalle z>0 (z.B.
Z ~Ny1), setze
Y =22,

dann gilt
Cov[Y,Z] = E[Z? Z] - E[Z?]E[Z]
- E[Z%] - E[Z®]E[Z] =0-E[Z?]-0 = 0.
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Beispiel 1.82 (Fortsetzung)

3. Zreelle ZV mit E[|Z[*] < oo und symmetrischer Verteilung,
d.h.esqit P(Z>2z)=P(Z<-z)furalle z>0 (z.B.
Z ~Ny1), setze
Y =22,

dann gilt

Cov[Y,Z] = E[Z? Z] - E[Z?]E[Z]
- E[Z%] - E[Z®]E[Z] =0-E[Z?]-0 = 0.

Z und Y sind also unkorreliert, aber i.A. nicht unabhangig.
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Definition 1.83
Seien X, Y € £2.
Cov[ X, Y]

ey \/ Var[ X] Var[ Y] =1

heiBBt Korrelationskoeffizientvon X und Y (manche Autoren
schreiben auch py y).

(Die Cauchy-Schwarz-Ungleichung (Satz 1.80, 4.) zeigt, dass
lkx,v] < 1.)

Ysbes. - abe,d ER, &, >0

“oXeb cVad = ey,
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Beobachtung 1.84 (Interpretation des
Korrelationskoeffizienten via ,,beste lineare
Vorhersage®)

2=
Es ist ';(\/ - ((2 X"T(Z'D)
i | /—/\_’_\ 2 1
jmin E[(Y = 51X - fo)”]
= (1= rky) minB[(Y = 50)] (= (1= %y Var[V]),
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Denn

E[(Y - 81X - 5o)?]
= Var[ Y - 81X - fo] + (E[Y] - B1E[X] - fp)°
= Var[ Y] - 281 Cov[X, Y] + 82Var[ X] + (E[ Y] - B1E[X] - Bo )’
= 0% - 2B1oxoyrx,y + Biox + (E[Y] - BE[X] - ﬁo)2

2
=o%(1- "%(,Y) + U§(51 - Z—;F&x,y) +(E[Y] - BE[X] —50)2
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Denn

E[(Y—51X—50)2]
= Var[ Y - 81X - o] + (E[Y] - BsE[X] - f)°

= Var[ Y] - 28,Cov[ X, Y] + 82Var[X] + (E[ Y] - B1E[X] - Bo)°

= 0% - 2B1oxoyrx,y + Biox + (E[Y] - BE[X] - ﬁo)2

2
=o%(1- "%(,Y) + U§(51 - Z—;ﬁx,y) +(E[Y] - BE[X] —50)2

was offensichtlich minimal wird fir die Wahl
B1 =01 = aﬂx v, Bo=pBy=E[Y]-BiE[X]

und dann den Wert (1 - x% )o% hat.
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Flr den Zusatz beachte analog:
E[(Y - 50)2] = E[Y2] - 2BE[ Y] + 52 = Var[ Y] + (8 - E[ Y])?

ist minimal far die Wahl 5 = E[ Y].
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Flr den Zusatz beachte analog:
E[(Y - 50)2] = E[Y2] - 2BE[ Y] + 52 = Var[ Y] + (8 - E[ Y])?
ist minimal far die Wahl 5 = E[ Y].

Im Sinne einer méglichst kleinen quadratischen Abweichung ist
E[ Y] die beste konstante ,Vorhersage® von Y. Man kann
demnach um einen Faktor (1 - /»ef( y) besser vorhersagen,
wenn man stattdessen eine affin-lineare Funktion von X
verwenden darf.
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Flr den Zusatz beachte analog:
E[(Y - 50)2] = E[Y2] - 2BE[ Y] + 52 = Var[ Y] + (8 - E[ Y])?
ist minimal far die Wahl 5 = E[ Y].

Im Sinne einer méglichst kleinen quadratischen Abweichung ist
E[ Y] die beste konstante ,Vorhersage® von Y. Man kann
demnach um einen Faktor (1 - Iiiyy) besser vorhersagen,
wenn man stattdessen eine affin-lineare Funktion von X
verwenden darf.

Die folgenden Scatterplots zeigen jeweils 100 simulierte Paare
(X,Y), wobei ox = oy = 1 und kx y den angegebenen Wert
hat.

(Blau eingezeichnet ist die ,Vorhersagegerade® x — 37 x + 3;.)
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kx,y =0
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1.4 Erwartungswert, Varianz und Kovarianz S. 56
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Demnach (vgl. auch Bem. 1.81)

perfekter linearer Zusammenhang

=1
|KX’Y| zwischen X und Y

perfekter linearer Zusammenhang zwischen
kxy=1 <« Xund Y mitpositivem Koeffizienten

(X gréBer als E[X] < Y grdBer als E[Y])

perfekter linearer Zusammenhang zwischen
kxy=-1 <« XundY mitnegativem Koeffizienten

(X gréBer als E[X] < Y kleiner als E[Y])

Nicht-lineare Zusammenhange erfasst der
Korrelationskoeffizient mdglicherweise nicht korrekt
(oder gar nicht), vgl. Bsp. 1.82, 3.
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Anschaulich ist der Median einer reellen Zufallsvariable X der
Wert m, so dass

LP(X<m)= % =P(X >m)*

gilt.
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Median(e)

Anschaulich ist der Median einer reellen Zufallsvariable X der
Wert m, so dass

LP(X<m)= % =P(X >m)*

gilt.

Da man diese Gleichheit (zumal im diskreten Fall) nicht immer
genau einstellen kann, definiert man formal folgendermafB3en:

Definition 1.85

X reelle ZV, m heif3t (ein) Median von X (auch ,Zentralwert,
manchmal auch my geschrieben), wenn gilt

P(sz)z% und P(Xgm)z%.
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m Median von X, wenn

1

P(sz)z2 1

und P(X<m)> >

Ein Median existiert stets, auch wenn X keinen Erwartungswert
besitzt.
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m Median von X, wenn
P(sz)z% und P(Xgm)zé.

Ein Median existiert stets, auch wenn X keinen Erwartungswert
besitzt.

Man kann den Median als eine ,robustere” Antwort auf die
Aufgabe, fiir eine ZV nur einen ,typischen Wert‘ anzugeben,
ansehen (im Gegensatz zum Erwartungswert besitzt ja jede
Verteilung einen Median).
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1.5 Median(e)

m Median von X, wenn
P(sz)z% und P(Xgm)zé.

Ein Median existiert stets, auch wenn X keinen Erwartungswert
besitzt.

Man kann den Median als eine ,robustere” Antwort auf die
Aufgabe, fiir eine ZV nur einen ,typischen Wert‘ anzugeben,
ansehen (im Gegensatz zum Erwartungswert besitzt ja jede
Verteilung einen Median).

Allerdings gibt es fur Mediane keine so angenehmen
Rechenregeln, wie sie Satz 1.70 fir den Erwartungswert liefert.
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m Median von X, wenn

N —

P(X>m)> und P(X<m)2

N =

Bemerkung

Falls der Median von X (im Sinne von Def. 1.85) uneindeutig
ist, d.h. wenn die Verteilungsfunktion Fx von X den Wert % auf
einem nicht-trivialen Intervall annimmt, so betrachtet man
gelegentlich ,pragmatisch*

%(inf{x eR: Fx(x) = %} +sup{x eR: Fx(x) = %})7

das arithmetische Mittel des kleinst- und des grotmoglichen
Medians, als ,den” Median. "

(So berechnet es beispielsweise R.) 2
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Beispiel 1.86

1. X ~ Exp, hat Dichte §e~%*1 [0,00) (X), Verteilungsfunktion
(1- e*ex)1[0700)(x), demnach ist der (eindeutig bestimmte)
Median m = 1 log 2.

e
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c

o
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1.5 Median(e)

Beispiel 1.86 (Fortsetzung)
2. X Cauchy-verteilt mit Dichte %1— Verteilungsfunktion

1
+x2?

1 arctan(x), der (eindeutig bestimmte) Median ist m = 0.

Verteilungsfunktion von Cauchy;,

O ..
=
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Beispiel 1.86 (Fortsetzung)
3. X ~ unif{172’m76}
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Jeder Wert m € [3,4] ist ein Median (und die vielleicht
.Kanonischste® Wahl ware m = 3.,5).
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1.5 Median(e)

Beispiel 1.86 (Fortsetzung)
4. X ~ Bil’l371/3 hat Median 1

Verteilungsfunktion von Bing 13

Q
-

0.8

02 04 06

0.0

,,,,,,,,,,,, ‘
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Bemerkung 1.87 2
Sei X e L. avﬂ@w\ ELO(' ‘*> ] = EX)
1. Jeder Median von X ist ein Minimierer von
a~E[|X-al].

2. Fur jeden Median mist [E[X] - m| < /Var[X].
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Bemerkung 1.87
Sei XeL'.

1. Jeder Median von X ist ein Minimierer von
a~E[|X-al].

2. Fir jeden Median m ist [E[X] - m| < \/Var[X].
Beweis. 1. Sei m ein Median. Falls a > m:

(X —a -[X-m|>(a-m)1xcm - (@- M1 xomy,
also

E[|X - a|] -E[|X -m|] > (a- m)( P(X <m)-P(X>m))>0,

>1/2 <1/2

analog im Fall a < m.
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Bemerkung 1.87

Sei X e,

1. Jeder Median von X ist ein Minimierer von
a~E[|X-al].

2. Fur jeden Median mist [E[X] - m| < /Var[X].
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Bemerkung 1.87
Sei XeL'.

1. Jeder Median von X ist ein Minimierer von
a~E[|X-al].

2. Fur jeden Median mist [E[X] - m| < /Var[X].
Beweis. 2. Es ist

[E[X] - m| = [E[X - m]| <E[|X - m|]

1§'IE[|X—IE[X]\] - \/<E[|X - IE[X]y])2 <\/E[IX -E[X][3],

wobei fir die erste Ungleichung die Monotonie des Erwartungswerts
(beachte: X - m < |X - m|und —=(X - m) <|X - m| ) und fir die letzte
Ungleichung die Cauchy-Schwarz-Ungleichung verwenden.
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Erinnerung. Wir hatten bereits in Bem. 1.68, 3 das Gesetz der
groBen Zahlen illustriert:

Xi, Xo, ... unabh., uniform auf {1,2,3,4,5,6}, X, sind die
schwarzen Punkte, (X; +--- + X)/n die blaue Linie

O — o0 0 o0 [ ] [ ] ) L) [ ] °
[To [} . “we o L) [} [}
q‘ — L] ® o 00 L] e o0 L] - o LN ] o o

Wert
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S.3

Satz 1.88 ((Schwaches) Gesetz der groBen Zahlen)

Seien X1, Xo, ... unabhéngige und identisch verteilte (u.i.v.)
reellwertige ZVn mit E[ X1] = n und Var[ X1] < oo, dann gilt fir
fjedese >0

P(‘X1 +-I-7-+X,, —M‘ N 8) . Var[ X1 ]

N O
€2n  n-oo
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S.3

Satz 1.88 ((Schwaches) Gesetz der groBen Zahlen)

Seien X1, Xo, ... unabhéngige und identisch verteilte (u.i.v.)
reellwertige ZVn mit E[ X1] = n und Var[ X1] < oo, dann gilt fir
fjedese >0

— 0

€2n  n-oo

Xn ‘>€ Var[X]
n K B

P(‘X1 + o+ Xy

o 1L
Beweis. Sei Y), := - Y (Xi— ), esist
i=1

n
Var[ Yp] = (Z —pl+ COV[X,-—M,)Q-—M])
=1 1<ij<n

\/V:h\TMD() i#]

-1 1
= g Var[Xi] = —Var[ Xi]
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S. 4

Satz 1.88 ((Schwaches) Gesetz der groBen Zahlen)

Seien X1, Xo, ... unabhéngige und identisch verteilte (u.i.v.)
reellwertige ZVn mit E[ X1] = p und Var[ X1] < oo, dann gilt fiir
jedese >0

P(|X1 +-+ Xy —M| S 6) < Var[ X ]

—0

n €2n  n-oo

12 1
Vo= > (X — 1) hat Var[ Yy] = —Var[X4]
i
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S. 4

Satz 1.88 ((Schwaches) Gesetz der groBen Zahlen)

Seien X1, Xo, ... unabhéngige und identisch verteilte (u.i.v.)
reellwertige ZVn mit E[ X1] = p und Var[ X1] < oo, dann gilt fiir
jedese >0

P(|X1 +','7""‘Xn —M| N 5) . Var[ X1]

—.0
£2n  n-oo

12 1
Vo= > (X — 1) hat Var[ Yy] = —Var[ Xq],
i

somit

Var[Yn]  Var[Xi]
P(IYnl 2 ) « —5— = —_

geman Chebyshev-Ungleichung.
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1. Wir entnehmen dem Beweis von Satz 1.88 folgende kleine
Verallgemeinerung:
Sind X, X, --- € £2 seien paarweise unkorreliert mit

sup Var[ Xp] < 6 < oo,
n
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1.5 Gesetz der groBen Zahlen

Bemerkung 1.89

1. Wir entnehmen dem Beweis von Satz 1.88 folgende kleine
Verallgemeinerung:
Sind X, X, --- € £2 seien paarweise unkorreliert mit

sup Var[ Xp] < 6 < oo,
n

dann gilt fire > 0

(Das Argument geht genauso wie im Beweis von Satz 1.88,
wenn wir Y, = 1 37 (X; - E[X;]) setzen.)



