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Ein Beispiel zur Motivation

Beispiel 1.37

Wir ziehen zwei Kugeln ohne Zuriicklegen aus einer Urne mit

s > 0 schwarzen und w > 0 weil3en Kugeln. Wir stellen uns die
Kugeln nummeriert vor, Nr. 1,... w seienwei3, w+1,... . w+$s
schwarz. Sei X; die Nr. der Kugel im i-ten Zug (= 1, 2).

X=(XoX,) ik wifom wletbod S=%G,)):
A= e g E"‘j‘t we(3Y =$ X, 2} 44(,34&—:;)}
BR= 3 2hele ——1 =1 % e

(= §X it )eS 3 ul)



1 GRUNDLAGEN AUS DER WAHRSCHEINLICHKEITSTHEORIE
1.3 Bedingte Wkeit, Unabhéngigkeit, gemeinsame Verteilung S.3

Beispiel 1.37, Forts.

A= {erste Kugel ist weiB}, B = {zweite Kugel ist weiB3}

Ohne weitere Informationen ist i( ' ‘)G,S . k
41l BN
PE) =P Y €ileS jauh) = — 22—
W - (w—ts-"l\ W

- (W=+s): (w+s=1) T wrs é“ P(A\>
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S.4

Beispiel 1.37, Forts.
A= {erste Kugel ist weiB}, B = {zweite Kugel ist weiB3}
Ohne weitere Informationen ist

P(B):P(Xe{(i,j)eS:jgw})
:#{(i,j)eS:ng}_ ww+s-1)  w

#S S (wrs)(w+s-1) w+s

(und Ubrigens = P(A))

Nehmen wir an, wir haben den ersten Zug beobachtet und
gesehen, dass A eingetreten ist. Mit dieser Information sollte
die W’keit von B A U

W— < Y

"

W+ s—1 wes
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- g m W
Be.obachtung und Def|n|t|9n 1.38 ) E_’(?(A.JA\
Sei (Q,F,P) Wraum, Ae F mit P(A) >0. FirBe 7 [,
_P(BnA)
=1 A

hei3t bedingte Wahrscheinlichkeit von B, gegeben A.

P(-| A) ist ein Wahrscheinlichkeitsmal3 auf 2, d.h. die
Eigenschaften aus Forderung (1.2) Normierung und

o -Additivitat sind erfillt. (/ /\/‘/\

(\}

Wir lassen P(B| A) undefiniert, wenn P(A) = 0. SCA@A)
P(pn A§ o _
7 ¢ |A) - T ® om 00; ((VQA YnA)

Seam A,,, A . fpoaw. d,\sb, . P(&):A"‘ [A\/ F(A\
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In Beispiel 1.37 ist
A= {erste Kugel ist weiB}, B = {zweite Kugel ist weiB3}

w
w+S

P(AnB)=P(X; <w,Xp <w) =

P(A) =

w(w-1)
(w+s)(w+s-1)

e P(BIA) = T(AOR)
PCA)

W (w=1)
BECTTRNCTE) B

- W W+s-1

—

WS
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Bemerkung 1.39 (,,Natlrlichkeit von Definition 1.38)

Nehmen wir an, wir mochten angesichts der Information ,A ist
eingetreten das W’maf3 P revidieren zu einem W’maf3 P mit

1. P(A)=1 (d.h. Aist sicher unter P) und

2. P(B) = c4P(B) fiir Bc A mit einem ¢4 > 0
(d.h. Teilereignisse von A erhalten bis auf Normierung ihr
altes Gewicht).

Brey < TAND) o sdes CeF

P((/): P(AnC) +P(A nC) = ca POy

< \g(Ac’\:'l-‘l’;(AB:o
H»J' Weld C=A %J’

1= BOA = ¢, 00y = ea= Loy o
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Beachte:
(Stochastische) Abhangigkeit und Kausalitat sind nicht dasselbe

Bemerkung 1.40
P(B| A) # P(B) kann nicht notwendigerweise als ,Kausalitat
(im Sinne von ,A beeinflusst, ob B eintritt*) interpretiert werden:

So ist in Beispiel 1.37 ist auch "

AT
P(BOA) w1 pou
P(B) w+s-1 ’

P(A|B) =

aber es passt nicht zu unserer Vorstellung, dass der 2. Zug den
1. Zug beeinflusst.
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Satz 1.41
Sei (2, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, | eine (héchstens
abzéahlbare) Indexmenge, B; € F paarweise disjunkt mit
P(U,’E/B,') =1 undP(B,-) >0 fariel.
1. (Formel von der totalen Wahrscheinlichkeit)
Fir Ae F gilt

P(A) = P(B)P(A|B; V

iel

olow.

Z_WEBIP(AIBY
-
fz eg . PANE:
er PO gomge A PlAa(UB)

-2 Pansy £l Lo e,
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Satz 1.41 (Fortsetzung)

B; e F paarw. disjunkt mit P(Ue; By) =1 und P(B;) > 0 fiiri e |
2. (Formel von Bayes)

Fiir Ae F mit P(A) >0 und jedes k < | gilt

P(Bx)P(A| Bx)
Yiet P(B)P(A| B;)

P(Bk | A) =
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Satz 1.41 (Fortsetzung)

B; e F paarw. disjunkt mit P(Ue; By) =1 und P(B;) > 0 fiiri e |
2. (Formel von Bayes)

Fiir Ae F mit P(A) >0 und jedes k < | gilt

P(Bx)P(A| Bx)

P(By | A) =
N S I
Insbesondere gilt fiir Ereignisse A,B mit P(A) >0  ( bedv.
P(B)P(A|B B=®,
P(B|A) - (B)P(A|B) ®,=R")

P(B)P(A| B)+ P(B°)P(A| B°)
down 2 bltes PG PlAaB)
= )
Nemuwewr = 'P(A) l (%
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Beispiel 1.42 (Verrauschter Ubertragungskanal)

Ein (einzelnes) Bit X (aus {0,1}, es gelte P(X=1)=a«<(0,1))
wird Uber einen fehleranfalligen Kanal gesendet, der jede 1 mit
Wkeit f; und jede 0 mit W’keit f, flippt, sei Y das empfangene
Bit.
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Beispiel 1.42 (Verrauschter Ubertragungskanal)

Ein (einzelnes) Bit X (aus {0,1}, es gelte P(X=1)=a«<(0,1))
wird Uber einen fehleranfalligen Kanal gesendet, der jede 1 mit
Wkeit f; und jede 0 mit W’keit f, flippt, sei Y das empfangene
Bit.

Dann ist

P(Y=0|X=1)=f;, P(Y=1|X=1)=1-f,
P(Y=1|X=0)=fy, P(Y=0|X=0)=1-f,

also

P(Y =1)
_P(X=1)P(Y=1|X=1)+P(X=0)P(Y=1]|X=0)
=a(1-f)+(1-af,
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Beispiel 1.42 (Fortsetzung)

Ein (einzelnes) Bit X (aus {0,1}, es gelte P(X=1)=a«<(0,1))
wird Uber einen fehleranfalligen Kanal gesendet, der jede 1 mit
Wkeit f; und jede 0 mit W’keit f, flippt, sei Y das empfangene
Bit.

Analog ist

P(Y=0)
=P(X=0)P(Y=0|X=0)+P(X=1)P(Y=0|X=1)
:(1 —a)(1 —f0)+af1
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Beispiel 1.42, Forts. B~ {X: ,,7]
A /
B,= 3 X=0%
P(X=1]Y=1)
~ P(X=1)P(Y=1|X=1)

CPX=1)P(Y=1|X=1)+P(X=0)P(Y=1|X=0)
B a(1—f1)
B a(1—f1)+(1—a)f0
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Beispiel 1.42, Forts.

P(X=1]Y=1)

B P(X=1)P(Y=1|X=1)

S P(X=1)P(Y=1|X=1)+P(X=0)P(Y=1|X=0)
B a(1—f1)

Ca(1-f)+(1-a)h

P(X=0]|Y=0)
) P(X=0)P(Y=0|X=0)
T P(X=0)P(Y=0[X=0)+P(X=1)P(Y=0|X=1)
. (1-a(-1)
(1-a)(1-fo) +af
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Beispiel 1.42 (Fortsetzung)

Ein (einzelnes) Bit X (aus {0,1}, es gelte P(X=1)=a«<(0,1))
wird Uber einen fehleranfalligen Kanal gesendet, der jede 1 mit
Wkeit f; und jede 0 mit W’keit f, flippt, sei Y das empfangene
Bit.

Z .B. fur die konkreten Werte a=0.3, f; = 0.05, fy = 0.1 ergibt
sich P(Y =1) =0.355

P(X=1|Y=1)~0.803, P(X=0]|Y =0)~0.977.
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Beispiel 1.43 (Medizinische Reihenuntersuchung)
Eine Krankheit
» komme bei 2% der Bevdlkerung vor (,Pravalenz 2%"),
» ein Test schlage bei 95% der Kranken an (,Sensitivitat
95%"),
» aber auch bei 10% der Gesunden (,Spezifitat 90%").

Eine zuféllig gewahlte Person wird mit positivem Resultat
getestet. Wie wahrscheinlich ist es, dass sie tatsachlich krank
ist?
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Sei
A := {Test fallt positiv aus}, B := {getestete Person ist krank},

also P(B) = 0,02, P(A| B) = 0,95, P(A| B®) = 0,1
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Sei
A := {Test fallt positiv aus}, B := {getestete Person ist krank},
also P(B) =0,02, P(A| B) =0,95, P(A| B°) =0,1, somit

P(B)P(A|B)
P(B)P(A| B) + P(B°)P(A| B°)
~ 0,02.0,95
~0,02-0,95+0,98-0.1

P(B|A) =

~ 0,162
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Sei
A := {Test fallt positiv aus}, B := {getestete Person ist krank},
also P(B) =0,02, P(A| B) =0,95, P(A| B°) =0,1, somit

P(B)P(A|B)
P(B)P(A| B) + P(B°)P(A| B°)
~ 0,02.0,95
~0,02-0,95+0,98-0.1

P(B|A) =

~ 0,162

(wir sehen: geringe ,positive Korrektheit®)
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Sei
A := {Test fallt positiv aus}, B := {getestete Person ist krank},
also P(B) =0,02, P(A| B) =0,95, P(A| B°) =0,1, somit

P(B)P(A|B)
P(B)P(A| B) + P(B°)P(A| B°)
~ 0,02.0,95
~0,02-0,95+0,98-0.1

P(B|A) =

~ 0,162

(wir sehen: geringe ,positive Korrektheit), andererseits

P(B)P(A°| B)
P(B| A°) =
(BIA%) P(B)P(A¢|B) + P(B°)P(Ac | B°)
0,02-0,05
= : ’ ~ 11
0.02.0.05+098.09 > 90

(recht hohe ,negative Korrektheit®).
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Demnach: Ein negatives Testergebnis schliel3t die Krankheit
mit hoher W’keit aus, ein positives Testergebnis sollte eher als
.der Fall sollte weiter beobachtet / untersucht werden®
interpretiert werden als ,die Testperson ist krank®.
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Demnach: Ein negatives Testergebnis schliel3t die Krankheit
mit hoher W’keit aus, ein positives Testergebnis sollte eher als
.der Fall sollte weiter beobachtet / untersucht werden®
interpretiert werden als ,die Testperson ist krank®.

S.a. Gerd Gigerenzer, Das Einmaleins der Skepsis, Berlin Verlag,
2002, der auch einladt, den Sachverhalt anschaulich anhand einer
LVierfelder-Tafel* bezogen auf eine Gesamtpopulation der GréBe

1000 zu betrachten:

krank gesund Y
pos. getestet 19 98 117
neg. getestet 1 882 883
Y 20 980 1000
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Beobachtung 1.44 (Multiplikationsformel)

Ay, Az, ..., Ay € F Ereignisse (auf einem Wraum (Q, F, P)
erklart) mit
P(Arn---nAp1)>0,

so ist

P(A1 ﬂAgﬂ---ﬂAn)
= P(A1)P(A2 | A1)P(As | A1nAz) - P(Ap| At n--nAgt).

Der~: R.S.
TEmy, PN PR g R

PED PCATAA,) m»)
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Betrachten wir z.B. in der Situation von Bsp. 1.37 (Ziehen ohne
Zuricklegen aus Urne mit s schwarzen und w wei3en Kugeln)
drei Zlige, sei

A; = {erste Kugel ist weiB}, A, = {zweite Kugel ist weiB},

As = {dritte Kugel ist schwarz}, so ist

w w-1
PAD=gow PARIAD =
S
P(As | A ﬂAz)—ma
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Betrachten wir z.B. in der Situation von Bsp. 1.37 (Ziehen ohne
Zuricklegen aus Urne mit s schwarzen und w wei3en Kugeln)
drei Zlige, sei

A; = {erste Kugel ist weiB}, A, = {zweite Kugel ist weiB},

As = {dritte Kugel ist schwarz}, so ist

w w-1
P(A) =y PAIA) =

S
P(A3|A10A2):m

also

w w-1 S
S+w s+w-1 s+w-2

~ w(w-1)s
C(s+w)(s+w-1)(s+w-2)

P(A1 ﬂAg ﬂA3) =
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Gemeinsame Verteilung und Randverteilungen

Definition 1.45 (Gemeinsame Verteilung und
Marginalverteilungen)

Seien X1, Xo, ..., Xy ZVn (die auf einem gemeinsamen W’raum
(92, F, P) definiert sind), X; habe Werte in S;,

X = (X1, Xz, ..., Xq)

die Produkt-Zufallsvariable (mit Werten in S; x --- x Sy), so heif3t
Z(X) die gemeinsame Verteilung der X1, Xo, ..., Xy

(Z(X) ist ein WahrscheinlichkeitsmafR auf dem Wertebereich von X, d.h. auf
dem Produktraum S; x -+ x Sy, vgl. Definition 1.10).

Z(X;) hei3t die i-te Randverteilung (oder Marginalverteilung)
von X.
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Beispiel
Fassen wir die Haufigkeitstabelle (normiert auf Gesamtsumme
=1) aus Bsp. 1.43 als Verteilungstafel der gemeinsamen
Verteilung von
Xj (,Testergebnis” mit Werten in Sy = {positiv, negativ}) und
X> (,Gesundheitszustand® mit Werten in S, = {krank, gesund})
auf:

Xo

X; krank gesund

positiv | 0.019 0.098 | 0.117

negativ | 0.001 0.882 | 0.883
0.02 0.98 1
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Beispiel 1.46

1. Sei X = (Xi, Y1) uniform verteilt auf dem (diskreten) Quadrat
Q. ={0,1,...,L-1}2={(x,y) eNg smax{x,y} <L} (mit LeN),
d.h.

P(X«]:X,Y‘]:y):ﬁ:é furX7yE{0,1,7L_1}
Flv xe%q e l=ab

POt “EP (K
i)

P(y X> de. X, wd ¥, Sid
Uind O(me, Yeey) = 1 =%-L<V(XA=¥\~W<3)
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Beispiel 1.46

1. Sei X = (Xi, Y1) uniform verteilt auf dem (diskreten) Quadrat
QL :={0,1,...,L-1}2 = {(x,y) e N2 : max{x, y} < L} (mit Le N),
d.h.

P(X1:X7Y1=y):ﬁ:é furX,yE{0,1,,L—1}

Wir sehen hier:

P(Xi=x,Y1=y)=P(Xi=x)-P(Y;=y), d.h. die
gemeinsamen Gewichte erhalt man als Produkt der
Randverteilungs-Gewichte. Man sagt dazu auch: X; und Y;
sind unabhangig (siehe Def. 1.51 unten fiir den allgem. Fall).



1 GRUNDLAGEN AUS DER WAHRSCHEINLICHKEITSTHEORIE
1.3 Bedingte Wkeit, Unabhéngigkeit, gemeinsame Verteilung S. 28

Beispiel 1.46 (Fortsetzung)
2. Sei X = (X2, Y2) uniform verteilt auf dem (diskreten) Dreieck

Dp:={(x,y)eNg: x+y <L}, dh. (#7424 4L
P(Xo=x,Y2=y)= LI far (y)ebe = LQ—H))
#D, L(L+1) 2
L=A y
PO(Z’XB ‘%P(thk/ ysz\ .

L- X1 o oo
= S PXex Nymg)  fiise
b:o\\’_\’v oo s e

_ @ = Z/I,CL*’Q

v d L(L40) ' X ERad L
=

Xy
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Beispiel 1.46 (Fortsetzung)
2. Sei X = (Xo, Yo) uniform verteilt auf dem (diskreten) Dreieck
Dy :={(x,y) eN2:x+y<L}, dh.

1 2
D, L(L+1)

P(X2=X7Y2=Y)=# fur (x,y) e Dy

y

O O O O

Wir sehen in diesem Fall:
P(Xo=x,Ya=y)+P(Xo=x)-P(Y2=y), die Koordinaten X>
und Y2 sind nicht unabhangig.
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Beispiel 1.46 (Fortsetzung)
3. Sei X = (X3, Y3) uniform verteilt auf der (diskreten,
verschobenen) Nebendiagonale N, := {(x,y) e N3: x +y = L},
d.h.

1

1 N
P(X3:X,Y3:y):m:z fir (x,y) e NL

PO o)
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Beispiel 1.46 (Fortsetzung)

3. Sei X = (X3, Y3) uniform verteilt auf der (diskreten,
verschobenen) Nebendiagonale N, := {(x,y) e N3: x +y = L},
d.h.

1 1 .
P(X3=X,Y3=Y):mzz fir (x,y) e NL

Wir sehen in diesem Fall:
P(Xs=x,Y3=y)+P(Xs=x)-P(Y3=y),die Koordinaten X3
und Y3 sind nicht unabhangig.

(Es gilt hier sogar Y3 = L — X3, d.h. es gibt einen deterministischen
Zusammenhang.)
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Zudem sehen wir an Beispiel 1.46, 1. und 3. zusammen:

Die Randverteilungen legen die gemeinsame Verteilung nicht
fest.

So gilt Z(Xy) = Z(X3) und £ (Y1) = Z(Y3)
(man schreibt dies auch als X; =7 X3, Y; =9 Y3,
,Gleichheit in Verteilung®), aber

o%(()ﬂ7 Y1)) ¥ g((X3, Y3))



