1 GRUNDLAGEN AUS DER WAHRSCHEINLICHKEITSTHEORIE
1.3 Bedingte Wkeit, Unabhéngigkeit, gemeinsame Verteilung

Beispiel 1.57 (Forts.)

4. X =(Xy,...,Xy) d-dimensional Standard-normalverteilt, so
sind Xj, ..., Xy unabhangig und jeweils ~ A 1
(d.h. die X; sind [1-dimensional] Standard-normalverteilt)

0.10
0.05

0.00




1 GRUNDLAGEN AUS DER WAHRSCHEINLICHKEITSTHEORIE
1.3 Bedingte Wkeit, Unabhéngigkeit, gemeinsame Verteilung S.54

Beispiel 1.57 (Forts.)

4. X =(Xy,...,Xy) d-dimensional Standard-normalverteilt, so
sind Xj, ..., Xy unabhangig und jeweils ~ A 1

(d.h. die X; sind [1-dimensional] Standard-normalverteilt),
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1 GRUNDLAGEN AUS DER WAHRSCHEINLICHKEITSTHEORIE )( /

1.3 Bedingte Wkeit, Unabhéngigkeit, gemeinsame Verteilung S.55

Die Beobachtung zur Rotationssymmetrie aus sp.l1 .57, 3.
verallgemeinert sich folgendermafen:

Beobachtung 1.58 ~ ~ Xz>

X = (Xy,X2)T habe eine rotationssymmetrische Dichté fy, d.h.
fx(x1,x2) hdngt nur vonr =\/x2 + x5 ab (also fx(xi,x2) = g(r)
fir eine gewisse Funktion g >0), X" = (X{, X3) T entstehe aus X
durch Drehung (um Winkel oo um den Ursprung), d.h.

(X{) _ (cos(a) —sin(a)) ‘ (X1 ) ~ (cos(a)X1 —sin(a)Xg)'

X5 sin(a) cos(«) Xo)  \sin(a) Xy + cos(a) Xo

Dann hat X’ dieselbe Dichte (und somit dieselbe Verteilung)
wie X.

(Dies ist anschaulich sehr plausibel, man kann es z.B. mit Bericht 1.59 [unten] beweisen.)
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1.3 Bedingte Wkeit, Unabhéngigkeit, gemeinsame Verteilung

Beobachtung 1.58 (Forts.)
X = (X1,X2)" habe eine rotationssymmetrische Dichte

fe(x1, %) = (/X2 + X2)

Sei (R, W) die Polarkoordinatendarstellung von X (wie in
Bsp. 1.57, 3., insbes. R = \/XZ + X2)



1 GRUNDLAGEN AUS DER WAHRSCHEINLICHKEITSTHEORIE
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Beobachtung 1.58 (Forts.)
X = (X1,X2)" habe eine rotationssymmetrische Dichte

fe(x1, %) = (/X2 + X2)

Sei (R, W) die Polarkoordinatendarstellung von X (wie in

Bsp. 1.57, 3., insbes. R = \/X? + XZ), so sind R und W unabhéngig,
W ist uniform verteilt auf [-m, )

und R hat Dichte 2rrg(r)1o «)(r)
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1.3 Bedingte Wkeit, Unabhéngigkeit, gemeinsame Verteilung

Beobachtung 1.58 (Forts.)
X = (X1,X2)" habe eine rotationssymmetrische Dichte

fe(x1, %) = (/X2 + X2)

Sei (R, W) die Polarkoordinatendarstellung von X (wie in

Bsp. 1.57, 3., insbes. R = \/X? + XZ), so sind R und W unabhéngig,
W ist uniform verteilt auf [-m, )

und R hat Dichte 2rrg(r)1(o,.)(r):

P(R<u)= [: [:1[0’u](\/x12+x§)g(\/x12+x22) axy dxo
:[Wfoug(r) rdrdw:/0u27rrg(r) dr

(wir verwenden hier etwas salopp die ,Polarkoordinatenform des
Flachenelements” dx;dx. = r drdw, man kann dies wiederum mit Bericht 1.59

[unten] beweisen. )
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Speziell fir Xi, Xz unabhéngig, ~ N 1, somit X = (X1, X2)
2-dim. Standard-normalverteilt, ergibt sich (fir u > 0):

Vu
P(R? <u)=P(R<\/U) = fo 2rre 2 ar
—r2[21r=\u —uj2
=[-e" Py =1-e
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Speziell fir Xi, Xz unabhéngig, ~ N 1, somit X = (X1, X2)
2-dim. Standard-normalverteilt, ergibt sich (fir u > 0):

Vu
P(R? <u)=P(R<\/U) = fo 2rre 2 ar
—r2[21r=\u —uj2
=[-e" Py =1-e
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Speziell fir Xi, Xz unabhéngig, ~ N 1, somit X = (X1, X2)
2-dim. Standard-normalverteilt, ergibt sich (fir u > 0):

Vu
P(R? <u)=P(R<\/U) = f 2rre 2 ar
0
_ [_ efr2/2]zoﬁ -1- e—u/2

Dies ist der theoretische Hintergrund der Box-Muller-Methode
zur Simulation normalverteilter ZVn.
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g% Allgemeine Dichtetransformation im R¢

Bericht 1.59 (Aligemeine Dichtetransformation im R?)

X R9%-wertige ZV mit Dichte fy, I c RY offen mit P(X € /) = 1,
J c RY offen, ¢ : | - J bijektiv, stetig differenzierbar mit -

Ableitung SORCART ,sg/k)
- (200) Mate
= — nJ b_Mt
#00=(5m0) | (dacobinariv)

(wobei ¢(X) = (¢1(X),...,0a(x)), d.h. o ist die i-te
Koordinatenfunktion von ¢), dann hat Y := ¢(X) die Dichte

(e )
fy(y) =1 |dete’ (07" (1)|
0, yéd.

yed,
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Heuristik (im Fall d = 2): Lokal sieht x = (X‘ ) > o(X) = (‘P1 (X))
X2 P2(X)
X2 Yo
A A

/cp_\\

N\

> >
> >

X1 )4

aus wie'  p(X') ~ p(x) + ¢ (X) - (X' = X)

9 3
- ax P1(X) 5 P1(X) ‘(x{—x1)
w(X)jL(ff)«‘/’?(X) aaxﬁz(x)) X; = X2

(plus Terme, die O(||x" - x||?) sind)
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Heuristik (im Fall d = 2): Lokal sieht x = (X‘ ) > o(X) = (‘P1 (X))
X2 P2(X)
X2 Yo

A %) A

AL

|1

\

X1 14

die Flache der Gro3e hy - ho ,rund um x“

Y

also:

wird auf

~ Flache hy - hy -|det ¢’ (x)| ,yund um y* abgebildet.
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1.3 Bedingte Wkeit, Unabhéngigkeit, gemeinsame Verteilung S. 61
X2 Y2
A A

/SO_\\

> >
> >

X1 Y1
Wenden wir dies auf Y = ¢(X) an, so bedeutet das anschaulich:

Fir y = p(x) € J (und sehr kleines h > 0) ist
fy(y)H ~ P(Y nimmt Wert in Quadrat der Flache h° mit ,Aufpunkt‘ y an)
~ P(X nimmt Wert in Quader d. Fl. h*/|det ¢’ (x)| mit ,Aufpkt x an)

) R kW) e
i fX(X)\dettp’(XN - |det@/(§0—1(y))‘h .
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@ d-dimensionale Verteilungsfunktionen

Nur der Vollstandigkeit halber, wir werden dies im Verlauf der
Vorlesung nicht benétigen:

Bericht 1.60

Analog betrachtet zu Def. 1.26 betrachtet man im Fall d > 1 flr
(X1, Xz, ..., Xq) € RY gelegentlich die d-dimensionale
Verteilungsfunktion

Fx(X1,X2,...,Xg) = P(X € (—00,X1] x (—00, Xp] x ... (—oo,Xd]),

die allerdings etwas weniger ,handlich® ist als im
1—d|merls;|onalen Fall. ( d=1- F)((xﬁ P{)(éx\ \
dt < e oo X 3

-.-~.>>(

1
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1.3 Bedingte Wkeit, Unabhéngigkeit, gemeinsame Verteilung S. 63

Bericht 1.60 (Forts.)

Analog zu Bem. 1.27, 3. ,weif3“ die d-dimensionale
Verteilungsfunktion von X ,alles* Giber die Verteilung von X.

Eigenschaften: 2. Y,

1. Fx rechtsstetig, d.h. x, \ x (koordinatenweise) =
Fx(xn) = F(x)

2. Fx(xp) - 1 wenn x, - (+o00,...,+00)

3. Fx(Xn) —» 0 wenn minji_y . 4Xpj— —o0

.....

4. Firx=(xq,...,Xq) <y =(,...,Yq) (koordinatenweise),
parametrisiere die Ecken des d-Quaders (x, y] mit {1,2}9 via

{u= (21('1),...,z§’d)) th,...lge{1,2}} wo zj(” = X;, zj(z) = yj, es
muss gelten

> (1) () (= pe((x,]) ) 20

u Ecken
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Faltung

Definition 1.61

X und Y unabhéangige reellwertige ZVn, X ~ u, Y ~ v (definiert
auf demselben W’raum).

Die Verteilung von X + Y heif3t die Faltung von p und v,
geschrieben p * v:

(u*xv)(B)=P(X+YeB), BcR
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Faltung

Definition 1.61
X und Y unabhéangige reellwertige ZVn, X ~ u, Y ~ v (definiert
auf demselben W’raum).

Die Verteilung von X + Y heif3t die Faltung von p und v,
geschrieben p * v:

(u*xv)(B)=P(X+YeB), BcR

Bemerkung. p+v=vx*pu(denn X+ Y =Y + X).
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Beobachtung 1.62 (Diskreter Fall)
Falls u(Z) =v(Z) =1 (d.h. X und Y haben Werte inZ), so ist
(pxv)({k})=P(X+Y=k)=> P(X=m,Y=k-m)

meZ

= 2, n({mpv({k-m}).

meZ

Im allg. diskreten Fall P(X € {x;,i e N}, Y e {y;,j e N]}) =1 muss
man die ,Doppelsumme” betrachten:

PX+Y=2)= % PX=x)P(Y=y)

i Xi+yj=2
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Beispiel 1.63
1. Wi, W» unabhangige 6-er Wirfelwdrfe, dann ist
S:= W1 + Wg ~ Ul‘lif{1727._76} * Ul‘lif{1727n_76}
mit
min{k-1,6}
P(S=k) = > P(Wi=m)P(Ws =k -m)
m=max{k-6,1}
= ;—G(min{k— 1,6} —max{k-6,1}+1)

_6-|7-K|
36

fur k € {2,3,...,12}
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1.3 Bedingte Wkeit, Unabhéngigkeit, gemeinsame Verteilung

Beispiel 1.63 (Fortsetzung)

2. X,Y u.a., ~Berp, soist X + Y ~ Binp , d.h.

Berp * Berp = Bing p.
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1.3 Bedingte Wkeit, Unabhéngigkeit, gemeinsame Verteilung

Beispiel 1.63 (Fortsetzung)

2. X,Y u.a., ~Berp, soist X + Y ~ Binp , d.h.
Berp * Berp = Binp p,.

3. (Binomialfamilie) X1, Xz, ..., Xj u.a., ~ Berp, SO ist
X1 + X2 + -+ Xn ~ Binn7p, dh

{ //Ber;” = Berp * Berp * -+ x Berp = Bing p.

Insbes. n-mal

Binn1 NoJ * Binnzyp = Binn1+n27p fur p € [0, 1], n‘] 3 n2 € N,

die Binomialverteilungen bilden (fir festes p) eine
Faltungsfamilie.
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Beispiel 1.63 (Fortsetzung)

2. X,Y u.a., ~Berp, soist X + Y ~ Binp , d.h.

3.

Berp * Berp = Bing p.

(Binomialfamilie) Xy, Xz, ..., Xy u.a., ~ Berp, so ist
X1 + X2 + -+ Xn ~ Binn7p, dh

Ber;” = Berp * Berp * -+ x Berp = Bing p.

Insbes. n-mal
Binn1 NoJ * Binnzyp = Binn1+n27p fur p € [0, 1], n‘] 3 n2 € N,

die Binomialverteilungen bilden (fir festes p) eine
Faltungsfamilie.

(Schreibe Sy := Xi + -+ + X, ~ Binp, p,

So = Xp, 41 + Xnyr2 + -+ + Xp,4n, ~ Bing, p, SO ist

81 + 32 = X1 + et Xn1+n2 ~ Binnﬁne’p.)
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Beispiel 1.63 (Fortsetzung)
4. (Poissonfamilie) Fiir o, 8 > 0 ist Poi, * Poig = Poi,. 3, denn

S e g8 Tl s (k)amﬂk—m

o m! (k—m)! k! fo\m

K
_ g larpy (@4 )

e g
2 P g (w): Poig (ke K!

=POia+ﬁ({k}), kENo.

Auch die Poissonverteilungen bilden eine Faltungsfamilie.
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Beobachtung 1.64 (Faltung von Dichten)

X, Y u.a. reellwertige ZVn mit Dichte fx bzw. fy, so hat X + Y
die Dichte

(fx * Fy)(2) ::/fo(x)fy(z—x)dx, ZeR.
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Beobachtung 1.64 (Faltung von Dichten)

X, Y u.a. reellwertige ZVn mit Dichte fx bzw. fy, so hat X + Y
die Dichte

(fx * 1y)(2) = fRfX(X)fv(Z—X) dx, zeR.
Es ist ndmlich
PIX+Y<w)= [: [: 1ay<wy Ix (X) fy (y) dydx
- [: [: 1 z-xewy Ix (X) fy (2 = X) dzdx
) _[:1{ZSW} [: i (x)fy(z-x) dx dz
= [:(fx + fy)(z2) dz

wobei wir in der 2. Zeile y = z — x substituiert haben.
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Beispiel 1.65 (Die Normalverteilungen bilden eine
Faltungsfamilie)

Es gilt
N, %N

1,05 12,02

=N 2 fl-:ll',u1,,u26R,01,02>0

112,02 +3
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Erinnerung. Die 2-dimensionale Standard-Normalverteilung

hat Dichte £(x, y) = ;_Wexp (=102 +y?))

0.05
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1.3 Bedingte Wkeit, Unabhéngigkeit, gemeinsame Verteilung S.72

Zum Beweis von Bsp. 1.65:
Seien a,b e (0,1) mit & + b? = 1, so ist die 2 x 2-Matrix
b g ()

a b
(—b a) orthogonal

(e

Dies ist eine Drehmatrix, wir kénnten a = cos(p), b = sin(p) flr ein
geeign. ¢ € [-m, ) schreiben, und

a b\(a -b) ([ &+b* -ab+ba
-b a b a ) \ -ba+tab & +b?
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Zum Beweis von Bsp. 1.65:

Seien a,b e (0,1) mit & + b? = 1, so ist die 2 x 2-Matrix
a b
( b 3 ) orthogonal

Dies ist eine Drehmatrix, wir kénnten a = cos(p), b = sin(p) flr ein
geeign. ¢ € [-m, ) schreiben, und

a b\(a -b) ([ &+b* -ab+ba
-b a b a ) \ -ba+tab & +b?

Seien Zy,Z; u.a., ~ Ny 1, dann haben nach Beob. 1.42

Z1 und a b Z1 _ aZ1 + b22
Z b a)\ 2z )7\ -bz+az 4
dieselbe Verteilung db. a2.4bZ," ‘ﬂ/o, Sl
Al
i

5
-
~ \No e \/\/o,loZ
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Zum Beweis von Bsp. 1.65:
Seien a,b e (0,1) mit & + b? = 1, so ist die 2 x 2-Matrix

a b
(—b a) orthogonal

Dies ist eine Drehmatrix, wir kénnten a = cos(p), b = sin(p) flr ein
geeign. ¢ € [-m, ) schreiben, und

a b\(a -b) ([ &+b* -ab+ba
-b a b a ) \ -ba+tab & +b?

Seien Zy,Z; u.a., ~ Ny 1, dann haben nach Beob. 1.42

Z1 und a b Z1 _ aZ1 + b22
22 -b a Zg B —bZ1 + aZz
dieselbe Verteilung, d.h. auch aZ; + bZ, und -bZ; + aZ, sind

u.i.v., ~ Np 1, insbesondere ist aZy + b2,
standard-normalverteilt.
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Zum Beweis von Bsp. 1.65:

Setzen wir a:= %2__ so finden wir:
2

o1 b=
02402’ o2+o
1103 1103

X1 = O'1Z1 ~ ./\/'07012, X2 = 0'222 NNO,O’S (und X1,X2 sind u.a.),

X X
! + 2 = azy +b22~./\/’0,1,
2 o 2 o
\/01 +t03 \/01 +t05

also gilt X; + Xo ~ N0,0'12+o'§'

(Man kann — anstelle von Beob. 1.58 —in diesem Fall auch das
Faltungsintegral explizit ausrechnen, vgl. die Vorlesungsnotizen)
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GRUNDLAGEN AUS DER WAHRSCHEINLICHKEITSTHEORIE
3

Der Erwartungswert ist eine wichtige Kenngré3e der Verteilung
einer reellwertigen Zufallsvariable X, er gibt eine Antwort auf
die — etwas salopp formulierte — Frage ,Wie grof3 ist X
typischerweise?
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S.3

Diskreter Fall

Sei X reelle ZV mit abzahlbarem Wertebereich (auf einem
Wraum (Q, F, P) definiert), d.h. es gibt eine abzahlbare Menge
S=SxcRmit P(XeS)=1und Zp(X) hat Gewichte
P(X=x),x¢S.
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Diskreter Fall

Sei X reelle ZV mit abzahlbarem Wertebereich (auf einem
Wraum (Q, F, P) definiert), d.h. es gibt eine abzahlbare Menge
S=SxcRmit P(XeS)=1und Zp(X) hat Gewichte
P(X=x),x¢S.

Definition 1.66

Der Erwartungswert von X ist definiert als

E[X]:= > xP(X =Xx),

XESX

sofern die Reihe absolut konvergiert (d.h. sofern

Yxesy | XIP(X = x) < oo gilt, dann kann die Summation in beliebiger
Reihenfolge erfolgen). Manchmal schreibt man auch px := E[ X].
Man sagt dann ,X besitzt einen Erwartungswert und schreibt
dies auch als X € £ (bzw. X < £'(P), wenn die zugrundeliegende
Wekeiten P(-) nicht aus dem Kontext klar sind).



