KAPITEL 1. GRUNDLAGEN AUS DER WAHRSCHEINLICHKEITSTHEORIE,
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Bemerkung 1.7. Wir lassen hier die ,philosophische” Frage offen,
welche Interpretation die Wahrscheinlichkeit P(A) eines Ereignis-
ses A haben soll. Denkbar:

« ,naive” Interpretation der Wahrscheinlichkeit: Die ,Natur® enthalt
inharente Unbestimmtheit (,ist selbst nicht sicher, was sie tut),
und P(A) beschreibt den Grad der Sicherheit, mit dem sie sich
far das Ereignis A entscheidet.

o frequentistische” Interpretation der Wahrscheinlichkeit: Wenn man
das zufallige Experiment unter exakt denselben Bedingungen sehr
oft wiederholte, ware der relative Anteil der Ausgange, in denen
A eingetreten ist, etwa P(A).

- ,subjektive” Interpretation der Wahrscheinlichkeit: P(A) misst, wie
sicher ich mir personlich bin, dass A eintreten wird.

(Beispielsweise: Wieviel Wetteinsatz ware ich bereit zu bezahlen,
wenn mir 1€ ausgezahlt wirde, sofern A eintritt?)
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Bemerkung 1.7 (Fortsetzung).

Kersting & Wakolbinger [KW, S. vi] schreiben dazu:

,ES kann nicht darum gehen, eine spezielle Intuition gegentber den
anderen durchzusetzen. Dass sich dies innerhalb der Mathematik
auch gar nicht als notig erweist, ist eine der Starken mathematischer

Wissenschaft.”

Siehe z.B. auch die Diskussion in Georgii [Ge, S. 14] am Ende von
Abschn. 1.1.3.
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1.1.1 Zufallsvariablen

Zufallsvariablen

Oft stellt man sich zumindest intuitiv Zufallsvorgange so vor, dass
ein ,zufalliger Wert* beobachtet oder gemessen wurde, mit dem
Verstandnis, dass sich bei Wiederholung des Experiments mogli-
cherweise ein anderer Wert aus einer gewissen Menge moglicher
Werte ergabe.

So kann man die Beispiele 1.3 auch folgendermalf3en aussprechen:

1(a) Sei W das Ergebnis eines Wurfs eines fairen 6er-Wurfels (Wer-
tebereich {1,2,3,4,5,6}).

(b) Werfe Warfel dreimal, seien Wy, W5, W3 Ergebnisse des 1., 2.,
3. Wurfs des Wadrfels

(W = (W7, Ws, W3) hat Wertebereich {1,2,3,4,5,6}3).
(c) Z = (X,Y) ein zufallig gewahltes Pixel aus [0, 1]
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So kann man die Beispiele 1.3 auch folgendermaf3en aussprechen:

1(d) n verschiedene Eingaben in zufalliger Reihenfolge: Sei
X = (X1, Xo,...,X,) eine zufallige Permutation von 1,2,....n
(Wertebereich
{(x1,29,...,2n) 1 21,...,2n € {1,2,...,n} paarweise verschieden}

2. Sei M das Ergebnis eines (moglicherweise verfalschten) Minzwurfs
(Wertebereich {Kopf, Zahl})

3. Wahle uniform eine Email aus meiner Inbox (die deutsche und
englische Emails enthalt, die jeweils Spam sein konnen oder nicht),
sei X die Sprache und Y der Spam-Status der betrachteten Email
((X,Y) hat Wertebereich {Deutsch,Englisch}x{Spam, keinSpam})

4. Wir werfen eine faire Munze, bis zum ersten Mal Kopf kommt.
G zahlt, wie oft bis dahin Zahl gefallen ist.
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Definition 1.8. (<), 7, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, S eine Men-
ge, eine Abbildung* X : Q2 - S nennen wir eine Zufallsvariable, oft
abgekurzt ZV (auch: ZufallsgroBe) mit Wertebereich S.

ZVn und Ereignisse:
Foo AcS scheld e (&
YA} - oo e AT = XA
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etc.

“Im Fall, dass S Uberabzahlbar ist, muss man strenggenommen Messbarkeit fordern, siehe Notizen, Abschnitt 1.2.1.
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Beispiel 1.9 (Indikatorvariable). A e F, 1 4:Q - {0,1},

1, fallswe A,
0, fallsw¢ A

1 4 heif3t die Indikatorvariable des Ereignisses A.

14(w) = {
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Verteilung

Definition 1.10. FUr eine Zufallsvariable X mit Wertebereich S heif3t

py:A—»P(XeA), AcS
die Verteilung von X.

Eine ZV X heil3t diskret, wenn ihr Wertebereich S (endlich oder)
abzahlbar ist oder zumindest eine (endliche oder) abzahlbare Tell-
menge S enthalt mit P(X € .5) = 1. Die Zahlen

px({a})=P(X =a), aes
heil3en dann die Verteilungsgewichte von X (oft auch nur: die Ge-
wichte).

Abkurzung (mit kleinen ,Notationsmissbrauch®): px(a) = px({a}).
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Verteilung (Fall mit Gewichten)
px(A)=P(XeA), AcS, px(a)=P(X=a),aeS

Offenbar gilt (mit Eigenschaft (A) aus Forderung (1.2)): px(a) >0,

Y px(a)=P(X eA) firAc S, insbes. ) px(a)=1

acA aesS

und px ist ein Wahrscheinlichkeitsmal3 (auch Wahrscheinlichkeits-
verteilung) auf S

(d.h. px : {Teilmengen von S} - [0, 1] und die (analogen) Eigenschaften aus For-
erung (1.2) und aus Lemma 1.5 gelten, mit Lesung {2 = 5).

o A=Ser oy, dae md LX =alh Xt
fo Aty
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Man schreibt fr die Verteilung einer ZV X oft auch Z(X)
(das .Z erinnert an English “law” bzw. Franzosisch «loi>,
d.h. ,Gesetz"),

man schreibt auch X ~ p, wenn Z(X) = p qilt (fir eine gewisse
Wahrscheinlichkeitsverteilung p).
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Beobachtung 1.11 (Operationen mit Zufallsvariablen). Man kann
mit Zufallsvariablen gewissermalf3en operieren und ,rechnen” kann
wie mit den Variablen in einer Programmiersprache:

Seien X und Y mit Wertebereichen Sy bzw. Sy ZVn auf demselben
Wahrscheinlichkeitsraum, f : Sx — S eine Abbildung, so konnen wir

die S-wertige ZV [ db

f(X)=foX K>Sy
bilden und die Sy x Sy-wertige ZV (X,Y). Y JD:»SW
Speziell kdnnen wir im Fall Sy, Sy c R die ZVn X2, X +Y, X -V,
XY, etc. bilden. | -
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Beobachtung 1.11 (Operationen mit Zufallsvariablen, 2).

Mit f : Sy — S wie oben ergibt sich (im diskreten Fall) fur die Ge-
wichte von f(X') dann

se S
f@q“\ =T (200)-5) f?{%fé {xe Syzgg(x)%g
-3 PUX=x) = (s)
< 46 r\,i\ %\ 5x
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Beispiel (Verteilung der Augensumme zweier fairer Wrfel).

Sei (W7, W5) das Ergebnis des 1. und 2. Wurf eines fairen Wrfels,
fio{1,2,...,6}2 - {2,3,...,12}, (wy,wy) = wy + wy, SO ist

V=Wt W, At Wedebereck Sy =2z, 428
PR PO W = =) =Py e

= T Pl N e e
Cw’!lul\\' W/\'E—"’T’\\}f \ Was ("SL?g?\

= A
N =6
2=1+ A 2
pemia = S () €8 6 e, = <
L(-:’I'FS:ZJ"L

=244 é_' l?_sl
= ’ S QS
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Hinweis

Bemerkung 1.12 (Kanonisches Modell fir eine ZV).

Man kann eine Zufallsvariable X mit Wertebereich S und Verteilung
p stets in ,kanonischer Weise” mit der Wahl €2 = S und P = p und
geeignetem F c 25 (im diskreten Fall kann man F = 25 wahlen) als
X =1dg auf dem W’raum (S, F, p) formulieren.

Man kann daher genausogut die mathematische Modellierung eines
Zufallsphanomens mit der Formulierung geeigneter Zufallsvariablen
samt Verteilung beginnen, siene auch Diskussion und Referenzen
in Abschnitt 1.2.2 der Notizen.
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1.1.2 diskrete Verteilungen

Urnenmodelle

Beispiel 1.13 (Ziehen mit und ohne Zurtcklegen: Urnenmodelle).

Eine Urne enthalte n (mit 1,2, ..., n nummerierte) Kugeln, wir ziehen
zufallig k£ (< n) heraus. Sei

X; die Nummer der Kugel im i-ten Zug, i=1,....k

und
X = (X1, Xo, ..., X
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n Kugeln in Urne,

X; die Nummer der Kugel im ¢-ten Zug, i=1,...,k
Wir betrachten 4 mogliche Situationen:
1. Ziehen mit Zurtcklegen, mit Beachtung der Reihenfolge:

X =(Y, -»,,YO e ub&bma

W, = 2,_,1/171 (= 1(x,. X)X €,
=l k)
(><>C:(X4/“‘/K'<\, = :{;;\//t L /C/uf\\/ Bz(ix)
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n Kugeln in Urne,
X, die Nummer der Kugel im ¢-ten Zug, i=1,...,k

2. Ziehen ohne Zurtcklegen, mit Beachtung der Reihenfolge:

>< )&QL’ W o/\/%&\oevexoqf
- %QXQ/"/ X(D \- ></I/"f 443/{/‘””&? X( #XJ ??‘ff

A
— , = " <>
P ( X (Xq/-"/ yk\) - (v\_ «\ -(b\v2> =k CQW‘

B for pdes (1) e,

30
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3. Ziehen ohne Zurlcklegen, ohne Beachtung der (Zug-)Reihenfolge:
Wir beobachten nicht X (das hier wie in 2. verteilt ware), sondern
mit

(( )) _{ } (verwandle Vektor in Menge,
P -0 bR ) ) = W - kS g b vergiss die Reihenfolge)

(nur) Y = o(X) mit Wertenin Ws = {Ac{1,2,...,n} : #A=k}.
v Ac W=

PUY=R) = Bt = A) = POX €A
- T PO = K A
xew2~.m:&\/@{ N G;\

!

CQ,A\ \/ /{SJ’ Mu(ﬁmv\ a{«f \//3
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4. Ziehen mit Zurlcklegen, ohne Beachtung der (Zug-)Reihenfolge:

Sei X = (Xq,...,X) wie in 1., wir beobachten aber (nur) YV =
(Yq,...,Y,), wobei

Vi=#{1<i<k:X;=j4} furj=1,....n
(Y; gibt an, wie oft Kugel j gezogen wurde.)

Vo Lk Wedsbeear. $(2, 0, L) eN 2t g4
Fuv (f/,”,,) 2. e Wy @«b# ey

( W%(AM'
Kl ( k v Leere%auf)
LL\!. YRRV B 2, 2, Z/MB el e Lo
- | (% ke ) €Wy
- #Médéktxitdkcﬁo\/dt/’w N
2:2\«@3&1& .
(Potire L, l-er: o) - (e~ | (7&&%7\@,% -t .-

Z,!
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4. Ziehen mit Zurlcklegen, ohne Beachtung der (Zug-)Reihenfolge:

Sei X = (Xq,...,X) wie in 1., wir beobachten aber (nur) YV =
(Yq,...,Y,), wobei

Yi=#{l<i<k:X;=j} firj=1,...,n

(Y; gibt an, wie oft Kugel j gezogen wurde.)

Sota <
((7( Y‘: {/QM**‘IZ"\\> C(@ 0, ZA' il«
%&v (L2 € W,
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Bemerkung 1.14. Es gilt

() (+(21)

(Insbesondere ist die Verteilung auf W, aus Beispiel 1.13, 4. nicht die uniforme.)

Die uniforme Verteilung auf dem W, aus Beispiel 1.13, 4. heif3t auch
die ,Bose-Einstein-Verteilung®, die in Beispiel 1.13, 4. betrachtete
Verteilung heif3t die ,Maxwell-Boltzmann-Verteilung®.
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Beispiel. Eine Horsaalreihe habe n Platze, darauf nehmen
m (< n/2) Manner und n —m Frauen rein zufallig Platz.

Die Wahrscheinlichkeit, dass (in diesem Modell) keine zwei Manner
nebeneinander sitzen
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Beispiel 1.15 (Hypergeometrische Verteilung). Eine Urne enthalte
n Kugeln, davon s schwarze und w weil3e (s + w = n), ziehe k-mal
ohne Zurlcklegen,

S w

(G2

Hyp87w7k({€}) = SN =O,1,...,]~C
(k")

Ist die Wkeit, genau ¢ schwarze Kugeln zu ziehen.
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Beispiel 1.16 (p-Munzwurf und Binomialverteilung).
= {0,1}, Berp({1}) = p = 1 - Berp({0}) mit einem p e [0,1]
(,Bernoulli-Verteilung“?)

2. n-facher p-MUnzwurf (mit p € [0,1]): S ={0,1}",
Bergm({(ajb,, xn)}) {i<n:a;= 1}|(1 p)\{z<n 7;=0}]

Fir X = (X1,...,Xy) ~ Berp” sagt man: X, ..., X;, unabhéngig und
X;~Berpfiri=1,2,...,n

3. Binomialverteilung (zum Parameter n und p, n e N, p € [0, 1]):

Bitip({k}) = (Z)pm Sk keS:i={0.1,....n)

(dies ist die W’keit, beim n-fachen Munzwurf genau k Erfolge zu beobachten)

Tnach Jakob Bernoulli. 1654—1705
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Beispiel 1.16, 3. mit Zufallsvariablen ausgesprochen:
X:(Xl,...,Xn)NBer®n, Y::X1+X2+---+Xn,

so ist Y ~ Biny, p, denn fur k£ € {0,1,...,n} und fdr jede Wahl von
(z1,...,2n) € {0, 1} mit 21+ + 2, = k ISt

P(X|=21,..., X, =xp) =p*(1 - p)"*, somit mit
Bk:{(xl,...,xn)E{O,l,}”:x1+---+xn:k}

P(Y = k) = P((X,..., Xn) € By

— Z P((Xl,...,Xn)=(3317---737n))
(xl,...,a:n)EBk

— ( Z) pk(l_p)n—k: (Z)pk(l_p)n—k
A o) GBk

da #B;, - n(n—l)(n—z!)---(n—kﬂ) _ (Z)

Insoweit ist dies eine Beispiel-Instanz zu Beobachtung 1.11.



