KAPITEL 1. GRUNDLAGEN AUS DER WAHRSCHEINLICHKEITSTHEORIE,
1.1. EREIGNISSE, ZUFALLSVARIABLEN UND WAHRSCHEINLICHKEITEN S.35

Bemerkung 1.14. Es gilt

() (00)

(Insbesondere ist die Verteilung auf W4 aus Beispiel 1.13, 4 nlcht die uniforme.)
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Die uniforme Verteilung auf dem W, aus Beispiel 1.1 3, 4. heif3t auch

die ,Bose-Einstein-Verteilung®, die in Beispiel 1.13, 4. betrachtete
Verteilung heif3t die ,Maxwell-Boltzmann-Verteilung®.
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Beispiel. Eine Horsaalreihe habe n Platze, darauf nehmen
m (< n/2) Manner und n —m Frauen rein zufallig Platz.

Die Wahrscheinlichkeit, dass (in diesem Modell) keine zwei Manner
nebeneinander sitzen
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Beispiel 1.15 (Hypergeometrische Verteilung). Eine Urne enthalte
n Kugeln, davon s schwarze und w weil3e (s + w = n), ziehe k-mal
ohne Zurlcklegen,
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Ist die Wkelit, genau ¢ schwarze Kugeln zu ziehen.
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Beispiel 1.16 (p-Munzwurf und Binomialverteilung).

.S = {0,1}, Berp({1}) = p = 1 - Berp({0}) mit einem P e [0, 1]
(,Bernoulli-Verteilung“?) 2 Té@/@ (%&4( {kﬁ)
2. n-facher p-MUnzwurf (mit p € [0,1]) éa(l}”f"‘) < @ \{L

Besg({ (o1, ... )} =i~y (pip)”

Fir X = (X1,...,Xp) ~ Berp” sagt man: X, ..., X;, unabhéngig und
X;~Berpfiri=1,2,...,n

3. Binomialverteilung (zum Parameter n und p, n € N, p € [0, 1]):

Bitip({k}) = (Z)pk(l Sp) R keS:i={0.1,....n)

(dies ist die W’keit, beim n-fachen Munzwurf genau k Erfolge zu beobachten)

Tnach Jakob Bernoulli. 1654—1705
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Beispiel 1.16, 3. mit Zufallsvariablen ausgesprochen:
X:(Xl,...,Xn)NBer®n, Y::X1+X2+---+Xn,

so ist Y ~ Biny, p, denn fur k£ € {0,1,...,n} und fdr jede Wahl von
(z1,...,2n) € {0, 1} mit 21+ + 2, = k ist

P(X1=x1,..., X, =xp) =p*(1 - p)"F*, somit mit
Bk:{(xl,...,xn)6{0,1,}”:x1+---+xn:k}

P(Y =k) = P((X,..., Xn) € By

— Z P((Xl,...,Xn)=(5517---737n))
(xl,...,xn)EBk

— ( Z) pk(l_p)n—k _ (Z)pk(l_p)n—k
L1yeeesp EBk

da #B;, - n(n—l)(n—i!)---(n—kﬂ) _ (Z)

Insoweit ist dies eine Beispiel-Instanz zu Beobachtung 1.11.
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Beispiel 1.17 (Geometrische Verteilung).p € (0,1), S = Ny,

Geomp({j}) =p(1-p)!, jeNy

ist die Wkeit, bei wiederholtem p-Munzwurf genau 5 Misserfolge vor
dem ersten Erfolg zu beobachten.

eachte: Manche Autoren betrachten die geometrische Verteilung
uf N (statt auf Ny), dann ist das Gewicht p(1 - p)¥~1 und die Inter-
retation .,k Wurfe (einschlief3lich) bis zum ersten Erfolg.”
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Beispiel 1.18 (Multinomialverteilung).s € {2,3,...},p1,...,ps € [0,1],
p1++p3215n€Nss:{(k1,,k‘s)ENSkl'F‘I‘kS:n},

Multyp,. . po({k1, - k) }) = (k1 k; “ ks)p]flp;@...pgs

Interpetation: n ZUge mit Zurticklegen ohne Beachtung der Reihen-
folge aus einer Urne mit s Kugeln (s verschiedene ,Farben®), Farbe
¢+ wird mit Wkeit p, gezogen), obiges ist die W'keit, genau k;-mal
Farbe i zu ziehen fir:=1,2, ..., s.
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Beispiel 1.19 (Poissonverteilung*). A € (0, o),

nach Siméon Denis Poisson, 1781-1840
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Proposition 1.20 (Poissonapproximation der Binomialverteilung).
Seien p, € [0,1] mit p, - 0 und np, - A € (0,00) fUr n — oo, SO

gilt fiir jedes k € N WC/\

Binp, ({k}) — Poi({k}). -~ 7 @O\

CJ\;”:""\‘ 3 L ef& @,‘T Pu= -2
) pe (=) K-
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Proposition 1.20:

npp = A€ (0,00), sogilt Binyy, (k) — Poiy(k)

n—00

Prop. 1.20 motiviert, warum die Poissonverteilung oft in Anwen-
dungssituationen vorkommt, in denen man viele unabhangige Er-
eignisse betrachtet, von denen jedes nur mit einer sehr kleinen Wkeit
eintritt.

Man denke etwa an Schadensfalle bei Versicherungen, Zerfallser-
eignisse in einer Probe radioaktiven Materials oder an genetische
Mutationen.
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Beispiel 1.21. L. von Bortkewitsch berichtete in seinem Buch Das
Gesetz der kleinen Zahlen, Teubner, 1898 verschiedene Datensatze,
die gut zur Poissonverteilung passen.

Speziellin § 12, 4. (,Die durch Schlag eines Pferdes im preuf3ischen
Heere getoteten”) werden flr 20 Jahre (1875-1894) und 10 Armee-
kops der preuf3ischen Kavallerie, also insgesamt 20-10 = 200 ,,Korps-
jahre® berichtet, in wievielen davon sich = Todesfalle durch Schlag
eines Pferds ereigneten (Tabelle b) auf S. 25):

Ergebnis x| Anz. ,Korpsjahre®

0 109
1 65
2 22
3

4

O = W

>5
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Beispiel 1.21, Forts.

Angenommen, die Anzahl durch Schlag eines Pferdes wahrend ei-
nes Jahres in einem Korps getoteter Soldaten ware Poi-verteilt mit
A = 0,61, so wlrden wir das Resultat = je 200 x Poi g1 («)-mal erwar-
ten:

Ergebnis = Anz. ,Korpsjahre® 200 x Poij g1 ()
0 109 108,67
1 65 66,29
2 22 20,22
3 3 4,11
4 1 0,63
>5 0 0,08

Von Bortkewitsch, a.a.0., S. 25 schreibt: ,Die Kongruenz der Theo-
rie mit der Erfahrung lasst [...], wie man sieht, nichts zu winschen
tbrig.”
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Beispiel 1.21, Forts. 2
Ubrigens: Wie ist von Bortkewitsch auf \ = 0,61 gekommen?

Die beobachtete ,mittlere Anzahl Todesfalle pro Korpsjahr‘ in den

Daten ist

X:m‘go 09 1+£.2 : 34 L4+o 0,61
200 200 200 200 200

und es ist auch

> aPoir(o) = 3 e <A 3 2
rPoiy(x) = ) z—e " = A A=)\
x=0 x=0 g (x 1)'

(,der Erwartungswert von Poi) ist X*) und somit ist obiges der nahe-
liegende ,Momentenschatzer’ — wir werden darauf zurickkommen.
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Verteilung (Fall mit Dichte)

Zufallsvariablen mit Dichten sind ein kontinuierliches Analogon zu
Zufallsvariablen mit Gewichten. In vielen Situationen ist eine Model-
lierung eines zufalligen Werts X als ,allgemeine” reelle Zahl ange-
messen, d.h. die Annahme, dass der Wertebereich S diskret ist, ist
ZU .eng".

(Auch wenn man argumentieren konnte, dass die Menge der im Rechner mit
gegebener Genauigkeit darstellobaren Werte prinzipiell diskret ist, ist es oft ,un-
praktisch®, sich immer auf eine konkrete Diskretisierung festlegen zu muissen.)
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Beispiel 1.22 (Approximation der Exponentialverteilung durch res-
kalierte geometrisch verteilte ZVn). %

Sei W ~ Geom,, mit p < 1, X := pW (hat Werte in pZ, c R). e
A
Bsp. 1.22, Forts. /
P(pW > z) = (1-p)l*/7l » ~(L-p)" p)Pw e

N\J\/\/? @ }O3p> %

Interpretation z.B.: (
via Wartezeiten auf sehr fein zeitdiskretisiertem Gltter \«

/
=5 U~ 7,{>
Frage:

Gibt es eine reellwertige ZV X, fur die obiges (P(X > z) = e %) als
|dentitat gilt?
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(skalierter) Wert x = p-w, w e Ny

Die Hohe der Balken ist so skaliert, dass die Flache des Balkens bei x = pw
gerade P(pW =z) =p- P(pW = x)/p entspricht.
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(skalierter) Wert x = p-w, w e Ny

Die Hohe der Balken ist so skaliert, dass die Flache des Balkens bei x = pw
gerade P(pW =z) =p- P(pW = x)/p entspricht.
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(skalierter) Wert x = p-w, w e Ny

Die Hohe der Balken ist so skaliert, dass die Flache des Balkens bei x = pw
gerade P(pW =z) =p- P(pW = x)/p entspricht.
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(skalierter) Wert x = p-w, w e Ny

Die Hohe der Balken ist so skaliert, dass die Flache des Balkens bei x = pw
gerade P(pW =z) =p- P(pW =x)/p entspricht. (Die blaue Kurve ist e=.)
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Beispiel 1.23 (Approximation einer Normalverteilung durch reska-
lierte binomialverteilte ZVn). Betrachten wir fur .5, ~ Bin,, ;5 (und
verschiedene n) die Verteilungsgewichte, so beobachten wir, dass
sich die ,Form stabilisiert".

0.15
|

P(SQO = S)
0.10
|

0.05
|

0.00
|
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Beispiel 1.23 (Approximation einer Normalverteilung durch reska-
lierte binomialverteilte ZVn). Betrachten wir fur .5, ~ Bin,, ;5 (und
verschiedene n) die Verteilungsgewichte, so beobachten wir, dass
sich die ,Form stabilisiert".

s)

P (S50 =
0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10
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Beispiel 1.23 (Approximation einer Normalverteilung durch reska-
lierte binomialverteilte ZVn). Betrachten wir fur .5, ~ Bin,, ;5 (und
verschiedene n) die Verteilungsgewichte, so beobachten wir, dass
sich die ,Form stabilisiert".
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Beispiel 1.23 (Approximation einer Normalverteilung durch reska-
lierte binomialverteilte ZVn). Betrachten wir fur .5, ~ Bin,, ;5 (und
verschiedene n) die Verteilungsgewichte, so beobachten wir, dass
sich die ,Form stabilisiert".

Zentrieren und stauchen wir:
Sp—n/2

Xy =
n \/’]TL

und skalieren die ,Balken® so, dass die Flache des Balkens
bei (s —n/2)//n gerade
1

P(Sp=35) = NG x /nP(Sy = s)

entspricht.
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Bsp. 1.23: lllustration, 2
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(skalierter) Wert x = (s —n/2)/\/(n)
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Bsp. 1.23: lllustration, 2
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Bsp. 1.23: lllustration, 2
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(skalierter) Wert x = (s —n/2)/\/(n)
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Bsp. 1.23: lllustration, 2

s) /1

skaliertes Gewicht P(.55 =

0.0

<
h

©
o

0.6

0.4

0.2

(skalierter) Wert x = (s —n/2)/\/(n)



KAPITEL 1. GRUNDLAGEN AUS DER WAHRSCHEINLICHKEITSTHEORIE,
1.1. EREIGNISSE, ZUFALLSVARIABLEN UND WAHRSCHEINLICHKEITEN S. 62

Bsp. 1.23: lllustration, 2
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(skalierter) Wert x = (s —n/2)/\/(n)
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Bsp. 1.23: lllustration, 2
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(skalierter) Wert x = (s —n/2)/\/(n)
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Definition 1.24. Sei X eine Zufallsvariable mit Werten in einem In-
tervall S = [a,b] c Rmit —co <a<b< oo (imFalla>-c0,b= 0o meinen wir
S =[a,00),etc.) UNd sei f: S — [0, 00) eine integrierbare Funktion mit

Lbf(x)dxz 1.

X besitzt die Dichte (auch: Wahrscheinlichkeitsdichte) f, wenn gilt

d
P(X €[e,d]) = /C f(x)dz fir jedes Teilintervall [¢, d] c S.

Wir notieren oft auch f fur die Dichte einer ZV X (um den Bezug zu X zu beto-
nen, speziell wenn wir mehrere ZVn zugleich ins Auge fassen).
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X hat Dichte f, soist P(X € [c,d]) = [ f(z)dz

N W
¥

7

{2 —_
C

2

5 +-
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Interpretation der Dichte:
X ZV mit Dichte fx, fOr z ¢ R und kleines ¢ > 0 ist

P(X g [:1;,:1:+5]) = Lx+5fX(a) da =6 fx(x)

(wortlich zumindest flr Stetigkeitsstellen x von fy), also

1

fx(x) —15%15 (X € [z,z+4])

Man formuliert dies gelegentlich auch mit ,infinitesimalen Grof3en”
als

P(X edx) = fx(x)dr

(Dieser suggestive Ausdruck erhalt einen Sinn im Sinne der ,Standard-Analysis®, wenn man auf

beiden Seiten x Uber ein Intervall [¢, d] integriert, dann erhalt man Def. 1.24).
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Bemerkung.

Far eine ZV X mit Dichte fy ist es — im Gegensatz zum Fall mit
Gewichten — nicht besonders sinnvoll, nach der Wahrscheinlichkeit
von Ereignissen {X = x} far feste Punkte = € R zu fragen.

(s P(X’:‘X> - S{”TQX’@/&Z>



