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GRUNDLAGEN AUS DER WAHRSCHEINLICHKEITSTHEORIE
3

Der Erwartungswert ist eine wichtige Kenngré3e der Verteilung
einer reellwertigen Zufallsvariable X, er gibt eine Antwort auf
die — etwas salopp formulierte — Frage ,Wie grof3 ist X
typischerweise?
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S.3

Diskreter Fall

Sei X reelle ZV mit abzahlbarem Wertebereich (auf einem
Wraum (Q, F, P) definiert), d.h. es gibt eine abzahlbare Menge
S=SxcRmit P(XeS)=1und Zp(X) hat Gewichte
P(X=x),x¢S.
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Diskreter Fall

Sei X reelle ZV mit abzahlbarem Wertebereich (auf einem
Wraum (Q, F, P) definiert), d.h. es gibt eine abzahlbare Menge
S=SxcRmit P(XeS)=1und Zp(X) hat Gewichte
P(X=x),x¢S.

Definition 1.66

Der Erwartungswert von X ist definiert als

E[X]:= > xP(X =Xx),

XESX

sofern die Reihe absolut konvergiert (d.h. sofern

Yxesy | XIP(X = x) < oo gilt, dann kann die Summation in beliebiger
Reihenfolge erfolgen). Manchmal schreibt man auch px := E[ X].
Man sagt dann ,X besitzt einen Erwartungswert und schreibt
dies auch als X € £ (bzw. X < £'(P), wenn die zugrundeliegende
Wekeiten P(-) nicht aus dem Kontext klar sind).
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S. 4

Beispiel 1.67

1. Aein Ereignis, so ist
E[la] =1-P(la=1)+0-P(l4=0) = P(A).



1 GRUNDLAGEN AUS DER WAHRSCHEINLICHKEITSTHEORIE
1.4 Erwartungswert, Varianz und Kovarianz

S. 4

Beispiel 1.67
1. Aein Ereignis, so ist
E[la] =1-P(la=1)+0-P(l4=0) = P(A).
2. W Augenzahl bei einem fairen Wurfelwurf (W ist uniform
auf {1,2,3,4,5,6}), so ist

11111

E[W]=~ 1+~.2+-.84~.44-.54+-.6

Wl=5-1+52+53* 64655
1+2+3+4+5+6 21 35

6 )
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S. 4

Beispiel 1.67
1. Aein Ereignis, so ist
E[la]=1-P(l4=1)+0-P(l4=0) = P(A).

2. W Augenzahl bei einem fairen Wurfelwurf (W ist uniform
auf {1,2,3,4,5,6}), so ist

1 1 1 1 1 1
E[W]==1+--2+—--3+=-4+—--5+—--6
Wi=g1+52v63 6% 6°" s

1+2+3+4+5+6 21

=35
6 )
(allgemein: X uniform auf {1,2,...,s} mit se N, so ist
51 . 1s(s+1) s+1
E[X]=) —-i=— = .
X] ,:1sl s_ 2 2 )

_ A 48
= (A2t -+ )
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Beispiel 1.67 (Fortsetzung)
3. X habe Werte in S:={2,3,4,... }u{- 2 -3,-4,...} mit
Gewichten P(X=n)=P(X=-n) = 2n(n 7 firn=2,3,.
(esist ¥» 2570y = Sz (557 — 5) = 1, d.h. dies sind

n

Wgewichte), « 1 _ 4
dann ist - w1
1
X|P(X = x) = - =00,
XZE;S‘ nzzn(n-ﬂ kZ::1k

d.h. X besitzt keinen Erwartungswert.
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. PN
Ol S 2ot
o Zec X; N "212"3/3'(/'34
Beispiel 1.67 (Fortsetzung) ! ARG
3. Wenn man S durchnummerierte mit xo; =i+ 1,
Xoj_1 =—I—1,i€eN, soware
0 N
2. %P(X = x) = N'@;E)QP(XW) =0
J=

Jj=1

(denn X2 x;P(X = X)) = 0).

- 2)P(X=-2) + 2P(¥=2) + (D P 3 K
-
- ‘.
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Ao fzallng 2,3,-2,%5,-3,67,-

Beispiel 1.67 (Fortsetzung)
3. Wenn man andererseits S durchnummerierte mit
X3j = -i-1, X3j_o = 2i, X3j—1 = 2i+1,ieN, soware

i P(X = X/)— I|m ZX/P(X Xj)— log(2) +
j=

(denn Z ij(X Xj) = Z/ =2 2,(, 1) + Z/ 2 2,(,‘ D

INTL L IS2NAL T og(N) s ] Lo/g\(/Z—N) log(2)).
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Beispiel 1.67 (Fortsetzung)

3. Wenn man andererseits S durchnummerierte mit
X3j = -i-1, X3j_o = 2i, X3j—1 = 2i+1,ieN, soware

Z; P(X = x) = I|m ZXJP(X Xj) = |0g(2)
J=
(denn Z X,P(X Xj) = Z/ =2 2,(, 1) * Z/ 2 2,(,‘ DR
Z 3 41 yeN 1 N __|og(N) +1 5 log(2N) = 1 5 log(2)).
(Wir sehen hier ein Beispiel fir die Tatsache aus der

Analysis, dass der Wert einer bedingt konvergenten Reihe
von der Summationsreihenfolge abhangt.)
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Bemerkung 1.68

1. Eine beschrankte reellwertige ZV X
(d.h. es gibt eine Konstante M < co mit P(-M < X < M) =1)
besitzt stets einen Erwartungswert.

(Dies gilt insbesondere, wenn X nur endlich viele mégliche
Werte hat.)
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Bemerkung 1.68 (Fortsetzung)

2. Wenn X endlich viele mdgliche Werte xy, ..., X,
(mit Gewichten p(x;) = P(X = x;)) hat,
so kann man E[X] als den ,Massenschwerpunkt*
interpretieren.

p(x)|  |p(xe) p(xs) PO |p(xs)]

Xq Xo /I X3 X4 X5



1 GRUNDLAGEN AUS DER WAHRSCHEINLICHKEITSTHEORIE
1.4 Erwartungswert, Varianz und Kovarianz

p(x1)|  |p(x2) p(x) POw)| |p(xs)]
Xq Xo /N X3 X4 X5
E[X]

Auf einer Balkenwaage (deren Balken Eigengewicht 0 habe)
liege an der Position x; das Gewicht p(x;), damit der Balken in

Ruhelage ist, muss man in an der Stelle Y7, x;p(x;) = E[X]
unterstitzen
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p(x1)|  |pOxe) p(xs) p(xa)|  |p(xs)|
Xq Xo /N X3 X4 X5
E[X]

Auf einer Balkenwaage (deren Balken Eigengewicht 0 habe)
liege an der Position x; das Gewicht p(x;), damit der Balken in
Ruhelage ist, muss man in an der Stelle Y7, x;p(x;) = E[X]
unterstitzen, denn dann ist das Gesamtdrehmonent

(proportional zu) zn:p(x,-)(x,- -E[X]) =E[X]-E[X]=0.
i=1
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Bemerkung 1.68 (Fortsetzung)
3. Der Erwartungswert von X muss nicht notwendigerweise
ein mdglicher Wert von X sein
(P(X =E[X]) = 0 ist durchaus mdglich, siehe Bsp. 1.67),

daher kann man die Interpretation von E[ X] als ,typischer
Wert von X* i.A. nicht wortlich nehmen.
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Bemerkung 1.68 (Fortsetzung)

3. Es gilt aber: Sind Xi, Xs, ... unabhangig mit derselben
Verteilung wie X, so konvergiert

M -

Xt Xot e h X gy S XP(X = x)
X

n n—oo

(in geeignetem Sinn), dies ist die Aussage des Gesetzes
der gro3en Zahlen, das wir spater sehen werden.
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Bemerkung 1.68 (Fortsetzung)

3. Es gilt aber: Sind Xi, Xs, ... unabhangig mit derselben
Verteilung wie X, so konvergiert

M -

Xt Xot e h X gy S XP(X = x)
n n—oo X

(in geeignetem Sinn), dies ist die Aussage des Gesetzes

der gro3en Zahlen, das wir spater sehen werden.

Es ist namlich

3 '#{isn:X,-:x}
Mn—;x -

und #{i < n:X,-:X}/nrH—;oP(sz).
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lllustration: X, Xo, ... uniform auf {1,2,3,4,5,6},
Xn sind jeweils die schwarzen Punkte, M, die blaue Linie

© — [ L] [] . .

Wert

Index n
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lllustration: X, Xo, ... uniform auf {1,2,3,4,5,6},
Xn sind jeweils die schwarzen Punkte, M, die blaue Linie

O — eeo e oo [ [ . L] o o (]

Wert

~— — L] oo o o eeoe oo L] L] ° o o
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Wert

lllustration: X, Xo, ... uniform auf {1,2,3,4,5,6},
Xn sind jeweils die schwarzen Punkte, M, die blaue Linie

©
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lllustration: X, Xo, ... uniform auf {1,2,3,4,5,6},
Xn sind jeweils die schwarzen Punkte, M, die blaue Linie
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Wir haben dies bereits
in Kap. 0 (,eine Monte-Carlo-Methode zur Integration”) verwendet.
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Bemerkung 1.68 (Fortsetzung)

4. Man kann E[ X] als den erforderlichen Einsatz in einem
Jfairen Spiel* interpretieren, bei dem man eine zuféllige
Auszahlung X erhalt.
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Bemerkung 1.68 (Fortsetzung)

4. Man kann E[ X] als den erforderlichen Einsatz in einem
Jfairen Spiel* interpretieren, bei dem man eine zuféllige
Auszahlung X erhalt.

5. Der Erwartungswert ist eine Eigenschaft der Verteilung:

Z(X)=2(Y) impliziert E[ X] =E[Y].
(Klar, da dann P(X = x) = P(Y = x) fur alle x gilt.)
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Beispiel 1.69 -l )

1. Sei X ~ Binn,ps ne N, P € [0,1] . K(Lﬁ»'\)( (6'1- 4\)—0('4))[
n n "l h ‘
n
BIX]= 3 KP(X = k) = 3. k(,)p(1 - )"
k=0 k=1

=1\ k1 n-1—(k-1)
=np2(k_1)p (1-p)
k=1

= npBin,_1 p({0,1,...,n-1})
= np
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Beispiel 1.69 (Fortsetzung)
2. Sei X ~ Geomp, pe[0,1]:

BIX]= 5 mp(1-p)"=p % 321-(1-p)"
Py S (1-p)=p im—p)kiu—p)f
k=1 n=k k=1 \F/O\__/
- (-p)f =l - A
=1 P 1-(1-p) P
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Beispiel 1.69 (Fortsetzung)
2. Sei X ~ Geomp, pe[0,1]:

E[X]=inp(1 p)" = iki

n=0
=py. > (1-p)"= Z -p) 2(1
k=1 n=k k=1

=>(1-p)f=—-1

k=1

3. Sei X ~Poiy, a>0 oot =4
w  Cn e

E[X] = ne “— =q - Jn
=2 = 2 )



1 GRUNDLAGEN AUS DER WAHRSCHEINLICHKEITSTHEORIE
1.4 Erwartungswert, Varianz und Kovarianz

Satz 1.70 (Rechenregeln fiir Erwartungswerte)
Seien X, Y, X1, Xo,...,Y1,Yo,... € [,1(P)
1. (Linearitat) Fiir a,b e R gilt aX + bY ¢ L'(P) und

E[aX + bY] = aE[X] + bE[Y].
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Satz 1.70 (Rechenregeln fiir Erwartungswerte)
Seien X, Y, X1, Xo,...,Y1,Yo,... € [,1(P)
1. (Linearitat) Fiir a,b e R gilt aX + bY ¢ L'(P) und

E[aX + bY] = aE[X] + bE[Y].

2. (Monotonie) Wenn X > 'Y (es gentigt P(X > Y) =1), so gilt
E[X] > E[Y]; insbesondere gilt E[ X] > 0 fir X > 0.
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Satz 1.70 (Rechenregeln fiir Erwartungswerte)
Seien X, Y, X1, Xo,...,Y1,Yo,... € [,1(P)
1. (Linearitat) Fiir a,b e R gilt aX + bY ¢ L'(P) und

E[aX + bY] = aE[X] + bE[Y].

2. (Monotonie) Wenn X > 'Y (es gentigt P(X > Y) =1), so gilt
E[X] > E[Y]; insbesondere gilt E[ X] > 0 fir X > 0.

3.P(X>0)=1undE[X]=0= P(X=0)=1.
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Satz 1.70 (Rechenregeln fiir Erwartungswerte)
Seien X, Y, X1, Xo,...,Y1,Yo,... € [,1(P)
1. (Linearitat) Fiir a,b e R gilt aX + bY ¢ L'(P) und

E[aX + bY] = aE[X] + bE[Y].

2. (Monotonie) Wenn X > 'Y (es gentigt P(X > Y) =1), so gilt
E[X] > E[Y]; insbesondere gilt E[ X] > 0 fir X > 0.

3. P(X>0)=1undE[X]=0= P(X=0)=1.

4. (Faktorisierung flr unabhédngige Produkte) Wenn X und 'Y
unabhangig sind, so ist XY € £L'(P) und

E[XY] = E[X]E[Y].
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Beweis. [ inoonbed
1. Beachte, dass aX + bY ebenfalls diskret ist, der
Wertebereich {ax + by : x € Sx,y € Sy} ist abzéhlbar. Es ist

Z]z|P(aX+bY z)=) lax+by| P(X=x,Y =y)
Xy N———
<lallx|+[blly|

<lal Y IX|P(X =x)+|b| > ly|P(Y = y) < oo,
X y
d.h. aX + bY € £'(P). Analog ist
E[aX +bY] =) (ax+by)P(X=x,Y =)
Xy

=ay xP(X=x,Y=y)+b) yP(X=x,Y =y)
Xy Xy

- gE[X] + bE[Y].
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Beweis.

5 Menedome - Seo X =Y

E[X]=)YxP(X=x)=> xP(X=x,Y =y)
X X,y

=0 falls y>x
> yP(X=x,Y=y)
X,y
=Y yP(Y=y)=E[Y]
y
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Beweis.
2.
E[X]=)YxP(X=x)=> xP(X=x,Y =y)
) i -0 falls y>x
> yP(X=x,Y=y)

X,y
= Y YP(Y =y) =E[Y]
y

3. Sei X>0.E[X]= ) xP(X=x)wére>0,wenn
x (=0)
P(X =x) >0 fir ein x > 0 gélte.
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Beweis. X, Y (ualot . / Wevichoe. Txy - xigy,}
4. Beachte, dass XY wiederum diskret ist. Weiter ist Chig

Z\Z\P(XY z) = Zoyxy]P(X x,Y=y)
X, Y%

=P(X=x)P(Y=y)

= 2 IXIP(X=x)- 3 IyIP(Y = y) =E[|X|]E[ Y],

x#0 y#0
d.h. XY € £'(P). Analog folgt =T/ Y- =/ V_
(P). Analog folg l (XO({YEQ
XY= zP(XY=2)= > xyP(X=x,Y=y)
z X,y=0
=2 XP(X=x)- 3 yP(Y=y)
x=0 y#0
- E[X]E[Y].
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Beobachtung 1.71 (Erwartungswerte fiir
Kompositionen)

X (diskrete) reelle ZV, g : R - R, Y := g(X).

Dann besitzt Y einen Erwartungswert g.d.w.
> 1g(x)|P(X = x) < oo und in diesem Fall ist
X

E[Y]=) g(x)P(X = x).
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Beobachtung 1.71 (Erwartungswerte fiir
Kompositionen)

X (diskrete) reelle ZV, g : R - R, Y := g(X).

Dann besitzt Y einen Erwartungswert g.d.w.
> 1g(x)|P(X = x) < oo und in diesem Fall ist
X

E[Y]=) g(x)P(X = x).

(Schreibe Zny(Y:_V) = Zy Zx:g(x):yg(X)P(X: X) =
2x9(X)P(X =x).)
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Beispiel 1.72
1. Seien Xj,..., Xp u.i.v,, ~ Berp, soist X := Xy + -+ Xj ~ Binpp
und
E[X] =E[X1] + -+ E[Xn] = np.
~—
e ltlp)o=p
(Wir hatten den Erwartungswert einer binomialverteilten ZV bereits in

Bsp. 1.69, 2. bestimmt, hier kommen wir allerdings ohne explizite
Rechnung aus.)
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Beispiel 1.72 (Fortsetzung)
2. Sei X ~ HypS w.k hypergeometrisch verteilt,

(P(X=1¢)= )s({w)f) dies war Bsp. 1.17)

Denken wir an eine Urne mit s schwarzen und w weif3en
Kugeln, aus der k mal ohne Zuriicklegen gezogen wird, so ist

X‘:11A1 +--+1,, mit A; = {i-te gezogene Kugel ist schwarz}

S

und P(A¢) = P(Ag) = - = P(Ay) = HLW also E[X] = k -

S+w’
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Dec Fatl it @M,@\S\LL
Definition 1.73
Sei X reellwertige ZV mit Dichte fy, dann besitzt X einen
Erwartungswert (auch X € £' geschrieben), wenn gilt
55 Ix]fx(x) dx < oo und man setzt dann

E[X]:= [:xfx(x) dx.
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1.4 Erwartungswert, Varianz und Kovarianz S. 25
- ()= 2= e 72
Beispiel 1.74 \GT

1. X ~ Np 1 hat E[X] = 0, denn aus der Symmetrie der Dichte

folgt /‘\

E[X] = \/%7 [: xe %12 dx To

xe 12 dx — xe 12 dx = 0

Tk e e
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Beispiel 1.74

1. X ~ Np 1 hat E[X] = 0, denn aus der Symmetrie der Dichte
folgt

E[X] = VLz_w [T xe 2 0

xe 12 dx — xe 12 dx = 0

1 f°°
ver Jo
(strenggenommen muss man auch prifen, dass
(2m) 12 [ |x|e X2 dx = (2/x) 2 [ xe**/2 dx =
(2/m)V2[ - e 2] = (m[2)712 < o)
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Beispiel 1.74

1. X ~ Np 1 hat E[X] = 0, denn aus der Symmetrie der Dichte
folgt

E[X] = VLz_w [T xe 2 0

xe 12 dx — xe 12 dx = 0

1 f°°
ver Jo
(strenggenommen muss man auch prifen, dass
(2m) 12 [ |x|e X2 dx = (2/x) 2 [ xe**/2 dx =
(2/m)V2[ - e 2] = (m[2)712 < o)

Somit gilt auch: Y ~ N, .. hat E[ Y] = i, denn o.X + =7 Y nach
Bsp. 1.32. /
(Dwedginel =
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Beispiel 1.74 (Fortsetzung)
2. X ~Exp, hat E[X] =1/, denn

E[X] = _[Ooox)\e‘“ ax = [x(-e™)]; -

:/we‘“dx=1[°°>\e‘“dx:
0 A Jo

/

A

o0

1. (™) dx
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Beispiel 1.74 (Fortsetzung)
2. X ~Exp, hat E[X] =1/, denn

B[X]= [T xaedx=[x(-e ™) - [T 1 (-e ™M) o

—AX —AX
- ed=—f>\ dx = —
/o X)\o ° X)\

1
1+x2

3. Die Cauchy-Verteilung mit Dichte 1 —L besitzt keinen

Erwartungswert:

©1 |x]| ~ 1 X 1 2\1%
forroa 2y ciopo=lrlos(t )], =
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Bericht 1.75
1. Man kann prinzipiell den Fall mit Dichte aus dem diskreten

Fall herleiten: X habe Dichte fx, so nimmt X, = [nXJ den
Wert % k ¢ N an mit
k (k+1)/n
P(Xn) = ) fk . 0ox,

also ist (sofern die Reihe absolut konvergiert, was man analog
Uberprift)

k (k+1)/n
EXm] = [ 7 ix(x) o

keZ n /n

- [: %[nxjfx(x) dx — [: xfx(x) dx
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Bericht 1.75
2. (Analogon zu Beob. 1.71 im Fall mit Dichte)

Sei X = (X, ..., X4) R9%wertig mit Dichte fy : RY - [0, o],
g:RY>R, Y:=g(X).Danngilt Y e £' g.d.w.
[]Rd |g(X1,...,Xd)|fx(X1,...,Xd) axy ...dXd < 00

und in diesem Fall

E[Y] =[l%dg(xh...,Xd)fx(X1,...,Xd)dX1 ...dXd<oo.
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Bericht 1.75
2. (Analogon zu Beob. 1.71 im Fall mit Dichte)

Sei X = (X, ..., X4) R9%wertig mit Dichte fy : RY - [0, o],
g:RY>R, Y:=g(X).Danngilt Y e £' g.d.w.

[]Rd|g(X1a---,Xd)|fx(X1,...,Xd)dX1 ...dXd<oo
und in diesem Fall
E[Y] = [l%dg(xh...,Xd)fx(X1,...,Xd)dX1 ...dXd < 00.

3. Die Rechenregeln aus Satz 1.70 gelten auch im Fall mit
Dichte.

(Siehe z.B. das Buch von Georgii)
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Varianz und Kovarianz

Fur eine reellwertige Zufallsvariable X heiBt E[X?] das 2.
Moment von X (allgemein hei3t E[ XP] das p-te Moment).

Man sagt, dass X ein 2. Moment besitzt, wenn E[X?] < oo gilt
und schreibt dies auch als X € £2 (bzw. X ¢ £2(P), wenn die
zugrundeliegende Wahrscheinlichkeiten P(-) nicht aus dem Kontext
klar sind).
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Varianz und Kovarianz

Definition 1.76
Fir X, Y € £2 heiBt
1. Var[X] = E[(X - E[X])?] = E[X?] - (E[X])® die Varianz
von X
(manchmal schreibt man auch 0% := Var[ X])
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Varianz und Kovarianz

Definition 1.76
Fir X, Y € £2 heif3t

1. Var[X] = E[(X - E[X])?] = E[X?] - (E[X])® die Varianz
von X
(manchmal schreibt man auch 0% := Var[ X]),

\/ Var[ X] die Standardabweichung (oder Streuung) von X

(manchmal auch ox = /0% geschrieben),
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Varianz und Kovarianz

Definition 1.76
Fir X, Y € £2 heif3t

1. Var[X] = E[(X - E[X])?] = E[X?] - (E[X])? die Varianz
von X
(manchmal schreibt man auch 0% := Var[ X]),

\/ Var[ X] die Standardabweichung (oder Streuung) von X
(manchmal auch ox = /0% geschrieben),
2. Cov[X, Y]:=E[(X-E[X])(Y-E[Y])]
=E[XY]-E[X]E[Y]
die Kovarianzvon X und Y.
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Varianz und Kovarianz

Definition 1.76
Fir X, Y € £2 heif3t

1. Var[X] = E[(X - E[X])?] = E[X?] - (E[X])® die Varianz
von X
(manchmal schreibt man auch 0% := Var[ X]),

\/ Var[ X] die Standardabweichung (oder Streuung) von X
(manchmal auch ox = /0% geschrieben),
2. Cov[X, Y]:=E[(X-E[X])(Y-E[Y])]
=E[XY]-E[X]E[Y]
die Kovarianzvon X und Y.
X und Y heiBen unkorreliert, wenn Cov[ X, Y] = 0.
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Die Standardabweichung oy ist — neben dem Erwartungswert
E[X] — eine weitere wichtige KenngréBe der Verteilung einer
Zufallsvariable X, sie gibt eine Antwort auf die — etwas salopp
formulierte — Frage

~Wie sehr weicht X typischerweise von E[ X] ab?"
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Die Standardabweichung oy ist — neben dem Erwartungswert
E[X] — eine weitere wichtige KenngréBe der Verteilung einer
Zufallsvariable X, sie gibt eine Antwort auf die — etwas salopp
formulierte — Frage

~Wie sehr weicht X typischerweise von E[ X] ab?"

Einen Hinweis dazu gibt die Chebyshev-Ungleichung ~
(nachste Folie)
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Satz 1.77
Sei X reelle ZV, f: [0, ) — [0, c0) monoton wachsend.

1. Fara>0 mitf(a) >0 gilt

P(|1X| > a) < %E[MXD] (Markov' -Ungleichung). (1)

2. Fiir X € £? gilt

c Var[ X]

P(IX -E[X]|> a) < g (ChebysheV?-Ungleichung).

(@)

2Andrei Andrejewich Markov, 1856—1922.
2Pafnuty Lvovich Chebyshev, 1821-1894.
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1.4 Erwartungswert, Varianz und Kovarianz

1. P(X]|> a) < %quxp]

2. P(IX-E[X]|> a) <

Var[ X ]
22
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1. P(|X] > a) < —E[f(|X])]

f(a)
Var[ X ]
22

2. P(IX-E[X]|> a) <

Beweis.

1.Sei Y := f(a)/{|x|za}, soist Y < f(‘XD und
E[Y]=f(a)P(|X|> a) <E[f(|X])]

nach Satz 1.70, 2.
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E[f(IX])]

1.P(|X|za)§@

Var[ X ]
22

2. P(IX-E[X]|> a) <

Beweis.

1.Sei Y := f(a)/{|x|za}, soist Y < f(‘XD und
E[Y]=f(a)P(|X|> a) <E[f(|X])]

nach Satz 1.70, 2.
2.Wende 7. an auf X := X - E[X] und f(a) = &. O
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1. P(|X] > a) < —E[f(|X])]

f(a)
Var[ X ]
22

2. P(IX-E[X]|> a) <

Beweis.

1.Sei Y := f(a)/{|x|za}, soist Y < f(‘XD und
E[Y]=f(a)P(|X|> a) <E[f(|X])]

nach Satz 1.70, 2.

2.Wende 7. an auf X := X - E[X] und f(a) = &. O

Insbesondere (wahle a = boy in (2)):
Die Wkeit P(|X - E[X]| > box), dass X von E[X] um mehr als
das b-fache von oy abweicht, ist héchstens 1/b2.



