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Kapitel 0

Auftakt

Ein Beispiel. 48 Teilnchmern eines Management-Kurses wurde je eine (fiktive) Personalakte
vorgelegt, und sie sollten anhand der Aktenlage entscheiden, ob sie die betreffende Person
beférdern oder die Akte zunédchst ablegen und weitere Kandidaten begutachten wiirden. Die
Akten waren identisch bis auf die Geschlechtsangabe — 24 waren als ,,weiblich® und 24 als
y,mannlich“ gekennzeichnet — und wurden rein zuféllig an die Teilnehmer verteilt.

Es kam zu folgendem ErgebniqT}

Weiblich | Mannlich
Befordern 14 21
Ablegen 10 3

Kann diese Aufteilung durch ,reinen Zufall* erklart werden?

Betrachten wir folgendes ,, Ersatzexperiment®:

Die 48 Gutachter, 35 , wohlgesonnene* und 13 ,strenge“, ziehen ohne Zuriicklegen je eine
Akte aus einer Urne mit 24 ,weiblichen und 24 ,,ménnlichen* Akten, dann ist

X := Anz. beférderter ,ménnlicher” Akten ~ Hypy, o4 35

und die Wkeit, eine so grofle Abweichung wie die tatséchlich gesehene im Ersatzexperiment
zu beobachten, wére

P(X >21) + P(X <14) = Hypyy 5455 ({11,12,13, 14} u {21,22,23,24} ) = 0,049

(dies ist der sogenannte p-Wert des Tests).

Somit: Die Hypothese ,,die Aufteilung entsteht durch reinen Zufall* kommt uns unplau-
sibel vor.

(Im Statistik-Jargon: ,Wir werfen diese (Null-)Hypothese.“)

Bemerkung. Das obige Testverfahren heifit , Fishers exakter Test®.

! Aus Benson Rosen, Thomas H. Jerdee, Influence of sex role stereotypes on personnel decisions, J. Appl.
Psych. 59, 9-14, 1974; siehe Table 1 dort (nur der Teil “simple job”)
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Kapitel 1

Rekapitulation (und Erginzung)
grundlegender Konzepte aus
cEinfiihrung in die Stochastik*

Definition 1. Ein statistisches Modell ist ein Tripel (M =) (Q, F, (Pﬁ)%@), wo ) # @ Menge
(, Beobachtungs- oder Stichprobenraum®), % c 2 eine o-Algebra, © eine Menge (mit |©| > 1)
und fiir jedes ¥ € © ist Py ein W’'mafl auf (2, %7).

Das Modell M heifit parametrisch, wenn © c R? fiir ein d € N, speziell einparametrisch,
wenn d = 1.

M heiflt diskret, wenn §2 abzahlbar ist, M heifit stetig, wenn 2 c R® und jedes Py eine
Dichte py : 2 - [0,00] besitzt.

Ein diskretes oder stetiges Modell heifit ein Standardmodell.

Definition 2. (2,7, (Py)sco) statistisches Modell, (S, &) messbarer Raum.

1. Eine Zufallsvariable X (definiert auf (£2,.%#) mit Werten in S, d.h. X : Q - S ist
F-of -messbar) heifit eine Statistik (manchmal auch: Stichprobe®).

2. Sei 7: O — R eine reelle Kenngrofle (oder ,,Parametermerkmal), eine Statistik 7": 2 —
R heift ein Schditzer (genauer: ,Punktschatzer®) fiir 7.

3. Ein Schétzer T fiir 7 heifit erwartungstreu (oder ,unverzerrt“), wenn gilt
VdeO© : Ey[T]=9.
by(T') := Ey[T] - ¥ heiit die Verzerrung (englisch: bias) von 7.

Die typische Konstruktion / Situation eines Schétzers ist T = ¢(X) fiir eine Funktion
t: S5 —>R.

Man schreibt / benennt einen Schétzer fiir 7 oft 7.



Schematische Darstellung eines Schétzers T' = t(X) fir 7
Beispiel.

Beobachtung 3 (Erwartungstreue Schétzer fiir Mittelwert und Varianz im Produktmodell).
Fiir ¥ € © sei @y ein Wmafl auf R mit endlichem Mittelwert

m) = [ 2Qu(da)
und endlicher Varianz

v(1) :=fR(x—m(19))2Q19(dx).

Unter Py seien Xi,..., X, uiv., X;~ Qy.

(In der Formalisierung von Definition |Ijund [2{kénnten wir wihlen: M = (R™, B(R"), (Py) <o)
mit Py = Q5" fiir ¥ € ©, als Statistik betrachten wir X = (Xi,...,X,,) mit X; : R* - R die
Projektion auf die i-te Koordinate.

Bemerke: dies ist u.U. kein parametrisches Modell, man koénnte z.B.
O := {Q : @ ist WmaB auf R mit [, 22 Q(dx) < oo}

wéhlen.)

Dann ist

7

X = X; ein erwartungstreuer Schitzer fiir m(¢),
1

S|

<.

S%i= ——3(X; - 7)2 ein erwartungstreuer Schétzer fiir v(4J).

n
_1i=1

3

(In diesem Kontext heifit X auch der empirische Mittelwert oder Stichprobenmittelwert , S2
die korrigierte Stichprobenvarianz)



Fiir ¥ € © gilt ndmlich

£y[X] = = 3 Bg[X] = () = m(9),

i=1

S|

Eo[ . (Xi - X)) = nEy[(X; - X)?] = nVar, [X, - X]

1=1

:n\/'arg[n 1X1——ZX] ((nT_l)QVal"ﬂ[Xl]“‘nn—_leafﬂ[Xl])
= (n-1)Vary[X;],

also

— By 3 (X, -X)’] = ().

1=1

Ey[5?] =

Definition und Beobachtung 4 (Konsistenz). Betrachten wir in der Situation von Bei-
spiel [3| die Stichprobengrofie n als variabel (formal: wir gehen zum unendlichen Produkt-
modell M = (R, B%>, (Q$%)geo) iber) mit X; : R*® - R Projektion auf i-te Koordinate).

Dann gilt fiir jedes ¥ € ©

3|'—‘

n
n—)OO

> X; — m(¥) stochastisch bzgl. Py und
i1

S2 = 1

- N (X, - Xn)2 — v(1¥) stochastisch bzgl. Py.
n —

n—oo

™M

S
Il
—_

Man sagt: Diese (Folgen von) Schétzer(n) sind konsistent.

Fiir X, folgt dies direkt aus dem Gesetz der groBen Zahlen, weiterhin ist

TS O = (15 ) 2 B X« ()= (15 ) - (%)

[ 22 Qy(dw) - (m())" = v(9)

Pﬁ

n—oo

gemafl dem Gesetz der groflien Zahlen zusammen mit ”T’l — 1 folgt die Behauptung.

Definition und Satz 5 (Cramér-Rao-Schranke). Sei (2, %, (Py)yeo) ein statistisches Stan-
dardmodell, p(9,x) die Likelihoodfunktion.

Ein erwartungstrever Schétzer T fiir ein reelles Parametermerkmal 7(1) heifit varianz-
minimierend, falls fiir jeden anderen erwartungstreuen Schétzer T fir T gilt

Vary[T] < Vary[T]  fiir alle 9 € ©.

FEin einparametriges Standardmodell (d.h. © c R) heif$t reguldr, falls gilt:
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(i) © c R ist ein offenes Intervall.

(ii) Likelihood-Funktion p(¥,x) ist strikt positiv auf © x Q und fir jedes x ist 9 — p(¥J,x)
stetig diff ‘bar.
(iti) Uy(x) = Llog p(V, ) erfiillt Iy := Vary[Uy] € (0, 00)

(Uy heifst die Scorefunktion und Iy heifit die Fisher-Information (im Modell)) und es
qgilt
Jo Lp(d,z)de =& [, p(9,2)dx (=0).

Weiter heifit ein Schatzer T' reguldr, wenn fiir jedes ¥ € © gilt

%[QT(x)p(ﬁ,g:)dx:/S;T(a:)%p(ﬁ,x)dx.

Cramér-Rao-Schranke Sei 7 : © - R ein stetig differenzierbares Parametermerkmal, T
ein requldrer, erwartungstreuer Schdtzer fir T in einem requldren Standardmodell.

Dann gilt die Cramér-Rao-Schranke:

Varg[T] > (T;((g)))z V€O,

wobei Gleichheit genau dann gilt, wenn

T'(ﬁ)Uﬁ(ﬁ).

T(zx)-71(9)= 100)

(Fir T =1d insbesondere:
Jeder erwartungstreue Schitzer fir ¥ hat Varianz > 1/1(19).)

Definition 6 (Exponentielle Familie). Sei

p(0,7) = h(x) - exp (a(¥) - T(x) - b(1))

fiir gewisse (geeignete) Funktionen a,b:© - R und h:Q - R
Dann ist b(o)
= = ”[9
a’(ﬁ) T( )7
[Es[Us] = fp(ﬁ,x)a%logp(ﬂ,x) de = [ a%p(ﬁ,x) dz = a%}fp(ﬂ,x) dz = (%1 =0.] Man kann zeigen,
dass

Ug(z) =a" ()T (x) - (), also Ey[T]

I(¥) = Vary[Uy] = d'(9) - 7' (¥),

d.h. es gilt

V(@) | Us(x) _
T(x)—WnLW—T(ﬁM—

7' (9)Us ()
1(9)

und 7 ist varianzminimierender erwartungstreuer Schétzer fiir 7.
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Beispiel. 1. Binomialverteilungen: Py = Bin,, », ¥ € [0, 1]
p(i.2) = (M)or(-oy
T

(n)exp( L nlog( v )+nlog(1—79)), x € Ny
x n
—_—

et =—b(9)

T(2)  =a(v)

x
T'(z) = — ist varianzminimierender erwartungstreuer Schétzer fiir 7(¢) = 9.
n

2. Poissonverteilungen: Py = Poiy, 1 € (0, 00)

T(z) =a(¥) bﬁg)

vr 1 =
_ v _ = z logd - ¢
plde) == e
—
=h(z)

Es ist 7(9) = 1/%9 =9, T(x) = z ist varianzminimierender erwartungstreuer Schéatzer fir o,

. . . (r'(9)* _ 12 _
seine Varianz ist o500 = 1= .

3. Normalverteilungen bei bekannter Varianz: Py = Ny ,2 mit festem o2 > 0

1 1
9,7) = - (x-0)?
p(V, ) — exp( 552 (1= Y) )
1 20002 0 9?2
- -z°/(20%) — - _
= e -exp r - ,
V2mo? ( :;&) o2  20? )
i) =a(¥)  =b(¥)

also: T'(x) = x ist varianzminimierender erwartungstreuer Schétzer fir 9 = 7(9) = %, seine

Varianz ist o2 = ﬁ =12/(a’' (V)7 ()).

Bemerkung (Produktmodell)). Das n-fache Produktmodell .Z®" eines regulédren Modells
ist wiederum regulir, seine Fisher-Information erfiillt 7 () = n - I(19).

Ist .4 exponentielles Modells bzgl. der Statistik T', so ist .# ®™ ebenfalls ein exponentielles
Modell, und die zugrundeliegende Statistik ist

1 n
To(zy,...,2,) = — ZT(azi),
L
denn

P (0, (21, ... 20)) = ﬁp(ﬁ, ;)

i

lih(xl) exp (na(ﬁ) . % ) Zn;(T(a:Z)) - nb(q?)) )

(2

1.1 Suffizienz, Vollstindigkeit und Verteilungsfreiheit

Notationsvereinbarung. Wir fassen X : 2 - ), X =Idg als ZV auf und interpretieren X
als die ,,beobachteten Daten”.



Definition 7. Eine Statistik 7" heifit suffizient, wenn die bedingte Verteilung Py(- | T') der
Beobachtungen nicht von ¢ € © abhéngt.

Intuition: T" enthélt bereits sdmtliche Informationen iiber 1, die ,jin den Beobachtungs-

daten stecken.*

Beispiel. e n-facher Miinzwurf: © = [0, 1], unter Py sei X = (X1,...,X,,) ~ Bery", dann
ist T := X; +---+ X, suffizient:

Gegeben T'=t € {0,1,...,n} ist X uniform verteilt auf

{(:rl,...,xn)e{o,l}” : x1+---+xn:t}

e Sei © =N, Q=72 Py =Unif({0,1,...,9})®? (aufgefasst als Wahrscheinlichkeitsmaf}
auf Z2) fiir ¥ € ©, d.h. unter Py sind X; und 5 unabhingig und jeweils uniform verteilt
auf {0,1,...,9}. Hier ist T := X; + X5 nicht suffizient:

T hat Werte in {0,1,...,29} und

1+9 -t

Py(T =t) = 72

fiir t =0,1,...,20

somit ist fiir x; € {0,1,...,0} 3wy :=t -1

1/92 i 1
(L+0—[t—o)jv2 o=t gy

Py((X1,X2) = (z1,22) | T =1) = L4, <0,2050)

was von ¥ abhéngt.

Bemerkung. Offenbar ist stets X = Idg suffizient, aber diese Beobachtung niitzt i.A. {iber-
haupt nichts.

Satz 8 (Faktorisierungssatz von Fisher-Neyman). Gegeben sei ein statistisches Standardmo-
dell. Fine Statistik T = t(X) mit Werten in E ist suffizient, genau dann wenn die Dichte-
/Gewichtsfunktion p(¥,x) die Gestalt

p(V,x) = h(x)gg(t(x)), reQ, VeO (1.1)
hat (fir eine Funktion h:Q — R, und Funktionen gy: F - R,, 1€ O).

Der Beweis von Satz[§ im diskreten Fall ist elementar: Falls  (und damit X und o.E. auch
E) diskret ist, so ist fir t € F mit Py(T'=¢) >0

Pﬂ(X = ZE)

P sz,th _ )
Pﬂ(X=I‘T:t)= ﬁ(Pﬂ(T:t) )= Zy:t(y):tpﬁ(X_y)

falls t(x) = t,

0, sonst



Falls p(¢, ) die Gestalt ([1.1]) hat, so ist demnach

h(z)gs(t) W)
- falls t(z) = ¢,
]P)Qy(X = ‘ T= t) = Zy:t(y)=t h(y)gﬁ(t) Zy:t(y)zt h(y) o (a:)
0, sonst

was offenbar nicht von 1 abhéngt.

Falls andererseits ]Pg(X =x ‘ T= t) nicht von ¢ abhéngt, so kann man schreiben
Py(X =) =Py(T =t(2))-Py(X =z |T = t())

= gﬁ(t(x)) =: h({lf)

Im stetigen Fall brauchen wir das folgende Lemma [J]

Lemma 9. Sei (2, F, (Py)geo) ein stetiges statistisches Standardmodell mit Py(dz) = p(9, x)dz,
t:Q - E messbar, T =to X eine Statistik.

1. (gemeinsame Dominierung) Es gibt c¢1,ca,--- € [0,1] mit Y2 ¢; = 1 und V1,09, € O,
so dass

Py < v* = Zciﬂ%i fiir alle 9 € © (1.2)
i=1

2. Ist T suffizient, so ist fiir v € ©

vV (A|T)=Py(A|T) v*-fast sicher

3. Falls p(¥,x) = h(x)ge(t(x)) fiir Py-fast alle x, ¥ € © gilt, so ist

Py ga(t(x))
a7 T g (1)) (13)

eine Version der Dichte, die nur von t(x) abhdingt.

4. Falls fiir jedes 9 € © die Dichte %2 (x) nur von t(z) abhingt, so ist T suffizient.
dv

Beweis. 1. Q c R", A\ = Lebesgue-Mafl auf R". Da £1(Q, \) separabel ist (beachte: B(2)
ist abzéhlbar erzeugt), enthilt {p(¥,-) : ¥ € O} ¢ L1(Q, \) eine abzihlbare, (bzgl. der -
Norm) dichte Teilmenge {p(9,,-) : n € N}, d.h. fiir jedes 0 € © gibt es eine Folge (n;); c N
mit

tim [ [o(9,) = p(0,, )| A(dz) =0 (1.4)

Wir setzen
o0
v = Z 2_n]P)19n
n=1



dies leistet das Gewiinschte: Sei A € B(€2) mit v*(A) = 0 und ¢ € © gegeben, so ist mit der
Folge (n;); aus (1.4]) auch

IE%(A):pr(ﬁ‘,x)/\(dx):]liglo[Ap(ﬁnj,x)/\(dx):}LI?OO:O

d.h. Py < v*.

2. Nach Voraussetzung gibt es eine Funktion «: E x B(€2) — [0, 1], so dass fiir jedes ¢ € ©
und A € B(Q) gilt

Py(A|T =t)=r(t,A) Py-fast sicher.
Damit

V(AT =1)= S 27Py (AT =) 2% k(t, A) 2% k(t, A)

j=1
3. Es ist nach Voraussetzung
dv* &, APy, o o
(z) =2 27— (x) = 3. 27 p(95,2) = 3 277 h(w) gy, (t(x))
dA j=1 d)\ jzl j=1

und somit

dP CdPydvyt o ge(t(x))
@) @5

wie gefordert.

4. Wir zeigen fiir v € ©
Eg[Py(A|T)15] =Ey[v*(A|T)1p] fir Ae B(Q), Bea(T)

Dann ist ndmlich v*(-| T"), das nicht von ) abhéngt, eine Version von Py(-|T") und somit T
suffizient. Tatséchlich ist

Es[Ps(A|T)1p] = Ey[1415] = EV*[%lAlB] - E,- lEV*[%lAlB ’T]]

dv*
dP
:EV*[d—le]P’V*(A | T)] = B[P, (A] T)15]
v
(wir verwenden in der ersten Gleichung der zweiten Zeile die Tatsache, dass gf messbar
bzgl. o(T') ist). O

Beweis von Satz[8, stetiger Fall. Falls p(d,z) die Gestalt (L.1) hat, so folgt aus Lemma[9] 3.
und 4., dass T suffizient ist.

Sei umgekehrt 7" suffizient, v* wie in Lemma [9} Nach Lemma [9] 2. gilt fiir ¢ € ©

Py(-|T) =" (| T)

10



Es ist fir beliebiges A € B(£2)

EV*[fS”j 1A] = Py(A) = Ey[Py(A | T)] = E,,*[ff V(A T)]
:EV*[EV [dm *(A|T)|T]] [E [dﬂ% | (A|T)]
:IE,,*[EV*[ZZZIS? T]IA]

und daher mit 7" = ¢(X)

dPﬂ

~E [ 52 100)] = (1))

Setze h(z) = % (z), so ist

dﬂ% o). (ffﬁif C;”A )(@) = g0 (t() ) ()

Beispiel. Normalmodell: © =R x (0,00) 39 = (p1,0?), Q =R", P(, 52y = N'(p1,0%)®". Es ist

(1), ) =TT S 0 (- (o - 2 (20)

Daher ist (Z;‘zl X;, 200 ij) (minimal-)suffizient und (da es sich um eine deterministische
Umparametrisierung handelt) ebenso

) (15 L E )

©=(0,00) 31, Q=[0,00)" Py =Unif([0,9])®", so ist T := max{Xy,...,X,} suffizient:
Es ist

p(ﬁ, (1317 s ,l’n)) = H (10£m]-£19/79) = 7S‘_n]-()gmax{mj:jsn}gﬂ

=1

<.

Definition 10. Eine suffiziente Statistik 7" heifit minimalsuffizient, wenn es fiir jede suffizi-
ente Statistik U eine Funktion ¢ gibt, so dass fiir alle ¢ € © gilt

T =p(U) Py-fast sicher.

11



Satz 11 (Kriterium fiir Minimalsuffizienz). Gegeben ein statistisches Standardmodell und
t:Q - E messbar, so dass gilt

t(x)=t(y) <= esgibt0<l(x,y)<oo mit p(V,y)="0(x,y)p(0,z) firdeO. (1.5)
Dann ist T = t(X) minimalsuffizient.
Bemerkung. Wir sehen anhand von Satz |11, dass in obigen Beispielen (X,S52) im Nor-

malmodell bzw. max{Xj,..., X, } im Unif([0,9])®"-Beispiel tatséchlich minimalsuffizient
sind.

Beweis. Sei v* wie in Lemma [0} z,y € Q mit (x) = t(y), so ist

dPﬁ(,ﬁL’) _ dcél)?(x) _ p(197$) _ p(197$)€(xvy)
dv* ddL;(m) Zle Czp(ﬁlax) Zzozl C”Lp(,&?,ux)g(xuy)
p(Dy) _ dPy

) Yicip(Viy) dvr 2

d.h. £2 hingt nur von () ab und gem#B Lemma |§|, 4. ist T' = t(X) suffizient.

Sei U = u(X) eine weitere suffiziente Statistik.
Nach Satz 8] ist p(¢,x) = h(x)gs(u(x)) (und o.E. h > 0, sonst schrinke Q auf {h > 0}
ein).
Seien x,y € Q mit u(x) = u(y) gegeben, so ist
p(0y) _ h(y)ge(u(y)) _ h(y)
p(d,z)  h(@)gs(u(z)) h(z)
(was nicht von ¢ abhéngt), mit folgt t(x) =t(y).

Somit

u(r) =u(y) == t(z)=1t(y)
d.h. es gibt eine Funktion f mit ¢(x) = f(u(z)). Da dieses Argument fiir jedes suffiziente U
greift, ist T" minimalsuffizient. m

Definition 12. Eine Statistik 7" mit Werten in F heif3t vollstdndig, wenn fiir alle Funktionen
(messbaren) g: E — R gilt

Ve : Ey[g(T)]=0 — VieO : g(T)=0 Pyfs. (1.6)

T heifit beschrdnkt vollstindig, wenn dies nur fiir beschrénkte Testfunktionen g gefordert
wird.

Beispiel. o X ~ Poi(d), ¥ € © = (0,00) ist beschrénkt vollstandig: Sei g : Ny - R
beschrankt, so ist die Funktion

o0

610390 Eyfg(X)] = 3 ' g(n)

=0
(als Potenzreihe mit Konvergenzradius oo) insbesondere analytisch. Wenn nun ¢(9) =0
fiir alle 9 > 0 gilt, so muss ¢ = 0 gelten, d.h. g(x) =0 fiir alle z € Nj.
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e In einem Produktmodell (auf einem kompakten Wertebereich, sagen wir) ist die Beob-
achtung X = (Xi,...,X,,) selbst nicht (beschrinkt) vollstandig: Offenbar ist Ey[ X; —
Xs] =0 fiir jedes ¥, aber die Funktion (z1,...,z,) ~ o1 — xs ist nicht konstant.

e (Nach [LROG, Problem 4.12 (S. 141)]) Betrachte © = [0,1], 2 ={-1,0} uN,

Py (x) v, x=-1
T =
! (1-9)297, £=0,1,2,...

(d.h. unter Py ist X = -1 mit W’keit 9 und mit der Gegenw’keit 1 -9 ist X ~ Geom(1-
). Dann gilt X € Z1(Py) und

Eﬂ[X]:—19+(1—z9)($—1):—19+z9=0

fiir jedes ¥ € ©. Weiter ist X720 97g(2)] < || Ei20 07 = [g]eo/(1 = 0) und |g(-1)[ =
1 (1-9)2 X2 97g(x)| < (1-9) | g/ oo/, mit ¥ 1 1 folgt g(-1) = 0 und somit Yo7, ¥*g(x)
0, was g(z) =0 fiir x € Ny erzwingt. (Denn ¢(¥) := Yo7 ¥*g(x) ist analytisch in (-1,1)
und =0 in (0,1), somit muss ¢(-) = 0 sein.)

Hier ist X beschréinkt vollstdndig, aber nicht vollstandig.

Satz 13 (Satz von Bahadur). Eine Statistik T = t(X) mit Werten in R* fiir ein k, die
vollstandig und suffizient ist, ist minimalsuffizient.

Beweis. Wir notieren t(z) = (tl(a:), . ,tk(a:)). Sei u : Q - E messbar und U = u(X) eine
(weitere) suffiziente Statistik, zu zeigen: T'= f(U) fiir eine Funktion f: E - Rk,

@:R3zm 1/(1+e*) € (0,1) ist bijektiv (und bi-messbar), fir t = (t1,...,t;) € R* sei
s=5(t) =(s1,...,8:) € (0,1)* mit s; = p(t;).
Setze S :=s(T) = (p(T1),...,¢(Tk)) und fir i e {1,...,k}

Hy(U) =Ey[S: | U] (=E.-[5:]U])
Ji(T) = By[H(U) | T] ( =B, [H(U) | T])

(mit v* wie in Lemma @ die bedingten Erwartungswerte héngen nicht von v ab), da S
beschrankt ist, gilt dies auch fiir H;(U) und J;(7T).

Weiter ist fiir ¢ € ©
Eo[o(T3) = JA(T)] = Eo|o(T2) - Bo[Bo[p(T3) | U] | T]| = Eo[io(T)] - Bo[io(T1)] = 0,
d.h. (da T beschrankt vollstandig ist) es gilt fiir jedes ¥ € ©

Ji(T) = p(Ti) Pyfs. (1.7)

Vary[Ji(T)] = Eﬁ[varﬁ[Ji(T) | U]] + Vary[Ey[Ji(T) | U]] = ]Eﬁ[Varg[Ji(T) | U]] + Vary[H;(U)]

Vary[Hi(U)] = By | Vary[H(U) | T]] + Vary[Ji(T)]
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und da (stets) Varg[J;(T)] < Varg[ H;(U)] gilt, folgt
Vary[ J;(T)|U] =0 Py-f.s. und damit dann auch  Vary[H;(U)|T] =0 Py-fs.
Somit
o(T}) = Ey[o(T}) | U] = Hi{(U) Py-fs.
und 7' = (T1,...,T)) mit T; = o1 (H;(U)) ist (v*-f.s.) eine Funktion von U. O

Satz 14 (Rao-Blackwell). Sei S ein Schitzer fir ein Parametermerkmal 7(9) mit Eg[|S|] <
oo fiir alle ¥ € © und sei T eine suffiziente Statistik. Dann erfillt die ,Rao-Blackwellisierung®

S*:=E[S|T] (1.8)
von S (beachte, dass obige bedingte Erwartung nicht von ¢ abhingt, da T suffizient ist)

Ey[S*] =Ey[S] fiir alle 9 e ©® und (1.9)
Ey [(S*-7(9))] <Eg [(S-7(¥))?] fir alle ¥ € ©. (1.10)

Falls Varg[S] < oo fiir alle 9 gilt, so ist die Ungleichung strikt, sofern S + S*.
Bewets. folgt aus der Turmeigenschaft der bedingten Erwartung.
Zu ([L.10): Stets ist
B [(S-7(9))*] =By [(5 - Eo[51)°] + (Es[S] - 7(9))”
d.h. erw. quadr. Abw. = Varianz + (Bias)?, denn
Ey [(S-7(9))?] =Ey [S?] - 27(9)Ey [S] + 7(9)*
=By [5%] - (B4 [S])" + (Eg[S])” - 27(9)Ey [S] + ()2
= Vary [S]+ (Eo[S] - 7(9))’
Somit folgt aus mit bedingter Varianzzerlegung
Vary[S] = Eg[Vary[S | T]] + Varg[Eg[S | T]] < Vary[Ey[S | T]] = Vary[S*]

]

Korollar 15 (Satz von Lehmann-Schefté). T eine suffiziente und vollstindige Statistik und
S ein erwartungstreuer Schitzer fiir 7(9). Dann ist S* aus Satz[1{] varianzminimierend.

Beweis. Nach Konstruktion ist S* = fy(T') fiir eine gewisse Funktion fi. Sei S ein weiterer
erwartungstreuer Schitzer fiir 7(09), S* = Ey[S | T] =: fo(T) dessen , Rao-Blackwellisierung".
Dann gilt (da beide erwartungstreu sind)

Eo[f1(T) - fo(T)] =7(9) - 7(9) =0
mit Vollstandigkeit von T folgt, dass g(t) := f1(t) - f2(t) =0 ist. =
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Beispiel. Xi,..., X, wiv. ~Unif([0,9]), S:= 2(X; ++X,), T =max{X1,..., X,}; es ist

Eﬁ[Xi‘T]=%T+n;1%T
und damit ist 5 5 . .
«_2¢ ‘ _ 2 n- _n+
S —n;Eﬁ[XZ|T] ~T+ —T=—T

in diesem Modell ein erwartungstreuer Schétzer fiir ¥ mit kleinstmoglicher Varianz.

Definition 16. Eine Statistik U heifit verteilungsfrei, wenn Zy(U) nicht von ¢ abhéngt.
U heifit maximal verteilungsfrei, wenn es fiir jede andere verteilungsfreie Statistik V' eine
Funktion g gibt mit V' = g(U).

Beispiel. e Im Normalmodell ist (X1 -X,..., X, - 7)/\/ S? verteilungsfrei.

o Fiir (X1,...,X,) ~ Unif([0,9])®" ist mit T := max{Xi,...,X,} (X1/T\,...,X,./T)

verteilungsfrei.

Satz 17 (Satz von Basu). Sei (Q,.F,(Py)geo) ein statistisches Modell., T = t(X) mit t :
Q > E messbar und U = u(X) mit u: ) — E' messbar Statistiken.

1. Falls T' (beschrdnkt) vollstindig und suffizient ist und U verteilungsfrei, so sind T und U
unter jedem Py unabhdngig.

2. Falls T suffizient ist und T und U unter jedem Py unabhdngig sind, so ist U verteilungsfrei.
3. Seien T und U unter jedem Py unabhdingig und U verteilungsfrei, es gelte o(T,U) = F.
Dann ist T suffizient.

Beweis. 1. Ae B(E'"), ¥ € O, stets ist
]P)ﬁ(U € A) = Eﬁ[Pﬁ(U e A | T)]

Da U verteilungsfrei ist, hingt Py(U € A) nicht von ¢ ab, und da T suffizient ist, hingt auch
Py(U € A|T) nicht von ¥ ab. Somit ist

g:E3t->Py(UeA|T=t)-Py(UecA)e[-1,1]

beschriankt mit Ey[g(7)] = 0 fur alle ¥). Vollstandigkeit von T' erzwingt g(t) = 0 (Py-f.s. fiir
jedes ¥), d.h.
]Pjﬁ(UEA):Pﬁ(UEA|T) ]Pﬁf.s.

Dies bedeutet gerade, dass 7" und U unter Py unabhéngig sind.

2. Fir A €.Z héngt Py(U € A|T) nicht von ¢ ab, d.h. es gibt ein v(A) € [0, 1], so dass fiir
jedes 1 € © gilt
Pg(U €A | T) = V(A) Pg—f.s.
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Unabhéngigkeit von U und T unter Py impliziert
]P>19(U €A | T) = Pg(U € A) (]P’ﬁ—f.s.)

und somit ist Py(U € A) = v(A); da dies nicht von ¢ abhéngt, ist U verteilungsfrei.
3. Zu zeigen ist, dass fiir Ae.#

Py(A|T) nicht von ¢ abhéngt

Es geniigt, dies fir A vom Typ A = {T € B} n{U € B’} nachzuweisen (denn solche Ereignisse
bilden einen n-stabilen Erzeuger von o (7, U) und nach Voraussetzung ist .% = o(7,U)). Nun
ist

Pg({T € B} n {U € B/} | T) = Eﬁ[l{TEB}l{UeB’}

T]|=1(repPy(U € B')

(wobei wir fiir die 2. Gleichheit verwenden, dass 7" und U unabhéngig sind). Da U vertei-
lungsfrei ist, hdngt dies nicht von ¢ ab, d.h. T" ist suffizient. O]

1.2 Konfidenzintervalle (und Konfidenzbereiche)

Definition 18. Sei .# = (Q,.%,(Py)geo) ein statistisches Modell, 7(¢) reelles Parameter-
merkmal, L, R Statistiken mit L < R, a € (0,1).

Das (zuféllige) Intervall I := [L, R] heifit ein Konfidenzintervall (manchmal auch ,Ver-
trauensintervall) fiir 7 zum (Sicherheits-)Niveau 1 -« (bzw. Irrtumsniveau «), wenn gilt

Vie® : Py(r(¥)el)21-a.
Beachte: [ ist zuféllig, nicht aber ¢ (zumindest in unserer hier verwendeten (sogenannten

frequentistischen) Interpretation).
Allgemeiner heifit eine in Abhéngigkeit von den Beobachtungen x € (2 konstruierte Menge
C(z) c © ein Konfidenzbereich fiir 7 zum (Sicherheits-)Niveau 1 - «, wenn gilt

VieO : Pg({xEQ:C($)3T(19)})21—Oé.

Offenbar mochte man i.A. I so kurz wie moglich wihlen (soweit vertréglich mit dem gefor-
derten Niveau).

Beispiel (Konfidenzintervall fiir den Mittelwert im normalen Modell bei bekannter Varianz).
Unter Py seien X1, X, ..., X, wiv. ~Ny,2 mit 9 € ©:=R, 02 >0 sei bekannt (und fest).

— 1o
Sei ¢ := ®71(1-%) das (1 - a/2)-Quantil der Standardnormalverteilung, X = — " X;.
N =1

g — g
_’X+ .
N

Izz[Y—q- %]
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ist ein Konfidenzintervall fiir 1 zum (Sicherheits-)Niveau 1-a, denn unter Py ist X ~ N ,2 In>

— o — o
Py(X-q- —— <9< X+q-—)=Py(g>

o(X -0 o) =Polez n
“P(-q<Z<q)=P(Z<q)-P(Z>-¢)=1- % %zl_a

(mit Z ~N(0,1)).

Beispiel (Student-Konfidenzintervall fiir den Erwartungswert im normalen Modell). Unter
Py, ¥ = (u,02%) € ©:=R x (0, 00) seien

X1, X, .., Xpwiv., ~ N 0.

Sei av€ (0,1), ¢ = gn-1,1-a/2 das 1-§-Quantil der Student-Verteilung mit n—1 Freiheitsgraden,

volvy oo bl Sy _w)e
_nz s._n_li;(Xz X)°.

HESNES SNES

ein Konfidenzintervall fiir p zum Irrtumsniveau a.

Dann ist

Beweis. T := % ist Student-verteilt mit n— 1 Freiheitsgraden (fiir jede Wahl von p und
02, siehe z.B. Proposition in Anhang|A.2)), somit

P(Mjaa)(Y— q\/% <p< X + q\/%)

:P(—quSq)ZP(TSQ)—P(TS—Q):1‘%‘%:1‘0‘-

Beispiel. Zwei Schlafmittel sollen verglichen werden, 10 Patienten erhielten in aufeinander-
folgenden Néchten Medikament A und B. Die Datenl| (z; = Anz. Stunden Schlaf mit Mittel
A - Anz. Stunden Schlaf mit Mittel B bei Patient Nr. 4):

Es ist
1 10

:ile_ws s=< Z(wl—x)) ~1,23.

Nehmen wir an, die Daten stammen aus einer Normalverteilung mit unbekanntem Mit-
telwert 1 und unbekannter Varianz o2 (und die Ergebnisse der verschiedenen Patienten sind
unabhéngig).

nach [Geo(7, Bsp. 8.6], dies sind die Daten aus Sect. IX, Illustration 1 aus dem Originalpaper von Student
(=W.S. Gossett), The Probable Error of a Mean, Biometrika, Vol. 6, No. 1 (Mar., 1908), pp. 1-25
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Es ist go,0,995 & 3,25 (aus einer Quantiltabelle oder beispielsweise mit R berechnet), dem-
nach ist

s
T+q—|#[0,31, 2,85
[Z+q \/ﬁ] [0, ]
ein Konfidenzintervall fiir y (die mittlere zusétzliche Anzahl Stunden Schlaf, die Medikament
A mehr bringt als Medikament B) zum Sicherheitsniveau 0,99 = 1 - 0,01.

(Beachte: (Sinnlos) genaue Werte mit Rechnergenauigkeit sind = - qﬁ ~ (,3159481,
T+ q% ~ 2,8440519, man sollte allerdings die Grenzen eines Konfidenzintervalls stets , kon-
servativ®, d.h. nach aufien, runden.)

Beispiel (Approximatives Konfidenzintervall im Binomialmodell mittels Normalapproximation).
X ~Bin, g, 0 ©=[0,1],

9 =\/9(1-9), a€(0,1), =P 1(1-2), dann ist

l} = X o
q_ ]
\/ﬁ’

ein (approximatives) Konfidenzintervall fiir 9 zum Sicherheitsniveau 1-a, denn unter Py gilt

—_

:[19_

—

¥ +q

§‘ Q)

fiir n - oo

~ d J-9 X-nd a
¥ — 1, -5 H(1-9), und — — N(0,1)
INCENT

(mit Satz von de Moivre-Laplace)

~ 7 00
IP’@(?? q\/__ 319+q%):Pﬁ(—qg,&/\/ﬁSq)NP(—qSZSQ)zl—a (1.11)

Gelegentlich hort man die ,Faustregel“, dass np(1 - p) > 9 sein sollte, damit die Appro-

ximation in (L.11]) brauchbar ist. Siehe auch Anhang fiir exakte Konfidenzintervalle im
Binomialmodell.

Ein Konfidenzintervall fiir den Median: Ein Mini-Ausflug in die nicht-parametrische
Statistik

Beispiel (Ein Konfidenzintervall fiir den Median). Seien X7, ..., X, w.i.v. reellwertig, mit
(unbekannter) Verteilung @, die eine stetige Verteilungsfunktion besitzt (d.h. ) hat keine
Atome). (Im Formalismus: © = {¢ : ¥ nicht-atomares W'maf} auf R}, Q =R Py = %)

m(Q) sei ,der Median von @ (d.h. Q((=00,m(Q)]) = 3 = Q([m(Q), 00)); falls mehrere
Werte in Frage kommen, nehmen wir das arithmetische Mittel aus dem kleinsten und dem
grofiten moglichen Wert).

Die zugehorige Ordnungsstatistik ist
Xy < X@)<... < Xp).
Zu o € (0,1) wéhle £ maximal, so dass Bin,, 1/2({0,...,k-1}) < §, dann ist
[X)s Xnran)]

ein Konfidenzintervall fiir den Median m(Q) zum Sicherheitsniveau 1 - a.
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Beweis. Es ist

Q¥ (X >m(Q)) =% ({1 <i<n: X; <m(Q)} <k-1)
= Biny,12({0,.... k- 1}) < %

analog ist

Q%" (Xt <m(Q)) = Q¥ ({1 i <n: Xy > m(Q)}| <k -1) < 5,
somit

Q®n<[X(k)7X(n—k+l)] #m(Q)) < QM(X(k) > m(Q)) + Q®n(X(n—k—1) < m(Q)) < a.
O

Im ,,Schlafmittel-Vergleich“-Beispiel oben mit n = 10 ergébe sich fiir a = 0,01: Man muss
in k£ =1 wéhlen (es ist Binjg1/2({0}) 2 0,001, aber Biny1/2({0,1}) 2 0,012), d.h. ein Konfi-
denzintervall fiir den Median (der Differenz der Schlafdauer unter Mittel A versus Mittel B)
zum Sicherheitsniveau 99% ist [ X (1), X(10y] = [0, 4,6].

(Fiir @ = 0,05 konnte man &k = 2 wéhlen und erhielte [ X(s), X(9)] = [0,8, 2,4] als Konfi-
denzintervall zum Sicherheitsniveau 95%.)

1.3 Statistische Tests

Beispiel (fiir einen einseitiger Binomialtest). Herr A behauptet, (mit W’keit ¢ > 1/2) vor-
hersagen zu konnen, ob die oberste Karte eines verdeckten, gut gemischten Skatblatts rot
oder schwarz ist.

Frau B ist skeptisch (und verddchtigt, dass A einfach rit, d.h. ¢ = 1/2) und schligt vor,
n = 20 Versuche durchzufiihren.

Sei
X := Anzahl richtige Vorhersagen von A,

wir modellieren X ~ Bin,, y (mit uns unbekanntem o € [0, 1]).
B wéhlt « = 0,05, sagen wir, und k (moglichst klein) mit (und hier ¥y := 1/2)
Binnﬂgo({k‘, E+1,... ,n}) <a

(hier k = 15, denn Biny g, ({15,16,...,20}) = 0,021, Biny g, ({14,15,...,20}) & 0,058) und
wird (auf dem Signifikanzniveau «) die

Nullhypothese : ¢ <

DN | —

verwerfen zugunsten der

1
Alternative : ¢ > 3
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wenn das Ereignis {X >k} eintritt, ansonsten die Nullhypothese beibehalten.

Demnach: Falls A tatsdchlich rit (also in Wirklichkeit ¢ = 1/2 gilt), ist die Wkeit, ihm
versehentlich hellseherische Fahigkeiten zuzuschreiben (dies wére dann ein sogenannter ,, Feh-
ler 1. Art“: die Nullhypothese abzulehnen, obwohl sie zutrifft), hochsten a.

Nehmen wir an, die 20 Versuche werden durchgefiihrt und A erzielt 13 | Treffer*. B wird
also die Nullhypothese beibehalten (denn {X > k} tritt nicht ein; quantitativer: der p-Wert
ist Pyjo(X >13) 20,132 > 0,05; d.h., wenn A einfach nur rét, wiirde er in ca. 13,2% der Fille
mindestens ebensoviele , Treffer” erzielen wie beobachtet) und etwa sagen:

»Die Beobachtungen zeigen (auf dem Niveau o = 5%) keine keine signifikante Abweichung
von der Nullhypothese.“

Der formale Rahmen statistischer Tests

Definition 19. Sei (2, .%, (Py)geo) ein statistisches Modell, © = ©yU0; disjunkte Zerlegung
in ,Nullhypothese* und , Alternative (auch ,Gegenhypothese®).

Eine Statistik ¢ : Q — [0, 1] heiit ein Test von O gegen O).
Der Test heiit randomisiert, wenn o(X) ¢ {0, 1}, sonst nicht-randomisiert,

fiir einen nicht randomisierten Test ¢ heifit
{z: p(x) =1} der Ablehnungs- oder Verwerfungsbereich (von ©y).

ch:@e[o,l], G¢(19):Eg[g0]

heifit die Giitefunktion von ¢ (1 - G, heifit Operationscharakteristik), ¢ heifit ein Test zum
Niveau (auch: Signifikanzniveau) « € (0,1), wenn gilt

sup G, (V) < a.
7.96@0

sup G, (V) heift effektives Niveau (auch: Umfang) von ¢.
¥eOq

Fiir ¥ € ©; heiit G,(?) die Macht (auch: Schérfe, englisch: power) des Tests ¢ bei 9.

Sei (¢a)ac(o,1) eine Familie von nicht-randomisierten Tests mit ¢, < o fiir a < o', @q
habe effektives Niveau a. Dann heifit fiir = €

D ( :p(x)) =inf{a € (0,1): p,(z) =1}

der p-Wert (bei Beobachtung x).

Interpretation.
1. Man interpretiert ¢ als Entscheidungsregel: Bei gegebener Beobachtung x

©(x) =0 : behalte Nullhypothese bei
e(x)=1 : verwirf Nullhypothese, entscheide fiir die Alternative

wirf eine Miinze, die mit W’keit o(x
o) € (0.1) #)

fiir die Alternative entscheidet
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2. Niveau a bedeutet, dass die W’keit fiir einen ,,Fehler 1. Art“ (die Nullhypothese filsch-
licherweise zu verwerfen) < «v ist (uniform in ¥ € ©y).

3. Fiir ¥ € ©y ist 1 - G,(¥) die Wahrscheinlichkeit, einen , Fehler 2. Art* zu begehen (die
Nullhypothese filschlicherweise zu akzeptieren).

4. Viele ,praktische* Tests haben die folgende Form, z.B. der z-Test, die t-Tests, der x2-
Test: Berechne eine gewisse (Test-)Statistik Y (aus den Beobachtungen), verwirf die
Nullhypothese, wenn Y > ¢ fiir einen gewissen Wert ¢ = ¢(«), der in Abhéngigkeit von
den Parametern des Tests (insbesondere dem gewiinschten Niveau ) gewéhlt wird. In
der Sprache von Definition (19| also: ¢o(z) = 1(Y (z) > ¢(c)) und supy.q, Ey[¢] = a.

Dann kann man den p-Wert des Test(ergebnisses) interpretieren als die Wahrschein-
lichkeit, bei Giiltigkeit der Nullhypothese einen mindestens so ,extremen® Wert der
Teststatistik zu finden wie den tatséchlich anhand der Daten beobachteten.

Demnach sind fiir ¢ wiinschenswert:
G, sollte auf ©; moglichst groff sein

(solange mit dem gewiinschten Signifikanzniveau vertréglich), zudem sollte fiir einen Test
zum Niveau « gelten

sup G, (V) < a < inf G, () (dann heifit ¢ ,unverfilscht®).
9e0 V€O

Beispiel (Binomialtest, allgemein). © = [0, 1], unter Py sei die Beobachtung X ~ Bin,, y (oder
aber Beobachtungen X7, ..., X,, sind unter Py u.i.v. ~ Bery und wir bilden X = Xj +---+ X,).
Wiéhle « € (0,1/2).

1. Zweiseitiger Binomialtest: ©g = {g} fiir ein ¥ € [0,1], ©1 = O \ Og. Setze

max {z € {0,1,2,...,n} : Bin, 4,({0,1,...,2}) < a/2},
¢, = min {:z: €{0,1,2,...,n}:Bin, g, ({z,z+1,...,n}) < a/2},
P(2) = Lo,ey (2) + Lie v,

Cy -
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Dann gilt
Ego[(p(X)] = IED%(X < C@) +]P)190(X > cr)
= Bingg, ({0, 1,...,¢}) + Binng, ({¢p e +1,...,n}) < % + % “a

nach Konstruktion, d.h. der Test hélt Niveau a ein. (Wegen der Diskretheit der moglichen
Beobachtungen ist das tatséchliche Niveau i.A. etwas kleiner.)

Bei gegebener Beobachtung x ist der p-Wert dann 2Bin,, »,({0,1,...,z}) falls < ndy
und 2Bin, g, ({z,z +1,...,n}) falls z > nd,.

2. a) Einseitiger Binomialtest (linksseitige Alternative): ©¢ = [, 1] fiir ein ¥ € (0,1], ©; =
0,9) = O\ Og. Setze

ci= max{:z: €{0,1,2,...,n}:Bin, »,({0,1,...,2}) < a},
o(z) = 1o, ().
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Nach Konstruktion ist Ey,[¢(X)] = Py, (X < ¢) < @ und man kann (leicht) zeigen, dass fiir
> gilt Py(X <c¢) <Py, (X <c¢) (a), d.h. der Test hilt Niveau « ein.

Bei gegebener Beobachtung z ist der p-Wert dann Bin, »,({0,1,...,2}).

2. b) Einseitiger Binomialtest (rechtssseitige Alternative): ©y = [0,%y] fiir ein 9 € [0,1),
O = (¥y,1] = © N\ Oy. Analog setze

C:= ma,x{m €{0,1,2,...,n}:Bin, y,({z,z,+1,...,n}) < a},

Der Test hélt Niveau « ein, bei gegebener Beobachtung x ist der p-Wert dann Bin,, y, ({z,z, +1,. ..

Bemerkung. Offenbar benotigt man die Verteilungsfunktion der Binomialverteilung, um
die ,kritischen Werte“ ¢, ¢, bzw. ¢, C fiir den Binomialtest bei vorgegebenem n und « zu
bestimmen. Fiir kleine Werte von n kann man diese ,von Hand“ bestimmen, fiir gréflere
Werte konsultiert man entweder ein Computerprogramm oder eine entsprechende Tabelle
oder man verwendet die Normalapproximation der Binomialverteilung: Mit dem Satz von
deMoivre-Laplace (oder auch mit dem zentralen Grenzwertsatz) ist

. z —ndy
Bin, 4,({0,1,...,z E@(—)
o(f 1) 0
wobei @ = F), , die Verteilungsfunktion der Standard-Normalverteilung ist.

Beispiel (z-Test oder GauB-Test). © = R, unter Py seien die Beobachtungen Xj,..., X,
wiv. ~ Ny 2 mit bekanntem, festem o2 > 0. Wihle a € (0, 1).

1. Zweiseitiger z-Test: ©g = {¥} fiir ein J e R, ©1 =O \ Oy

mit ¢ := P~1(1 - «/2) (das (1 - @/2)-Quantil der Standardnormalverteilung) ist

O( X1, Xn) = Lz

ein Test von O gegen ©; zum Niveau o (denn unter Py, ist X ~ No.o2/n)-

1Y)

Der p-Wert ist dann 2(1—@( |Z |)), wobei ® die Verteilungsfunktion der Standard-Normalverteilung

ist.

2. Einseitiger Test: Og = {¥: ¥ < ¥} fiir ein ¥ e R, O =O N\ O = {: ¥ >y }.
Mit g := &71(1 - o) ist
o(X1,..., X)) =170
ein Test von ©g gegen ©; zum Niveau a. Als p-Wert ergibt sich 1 - ®(7)

(Je nach Anwendungssituation kann man auch ©g = {0 : ¥ > ¥y} betrachten, dann ist
©(X1,...,Xy) = 1{z<_g zu wihlen und der p-Wert wire ®(Z) =1-®(-2)).
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Beispiel ((ein-Stichproben- oder gepaarter) ¢-Test). © = R x (0,00) 39 = (i, 0?), unter Py
seien die Beobachtungen X1, ..., X, u.iv. ~ N, ;2 (mit unbekanntem p € R und unbekanntem
02>0). Wahle av € (0,1).

. 12 1 n-1 .
Sei X = — Xl‘,SQIZ— Xi—Xz.
“ n; n—li;( )

1. Zweiseitiger (ein-Stichproben) ¢-Test: O = {¥ = (u,02) € © : u = o} fiir ein py € R (man
schreibt dies oft knapp als ,0¢ : 1 = po“), ©1 = O \ Oy.
X - Ho

/§2

Mit ¢ := gp-1,1-aj2 = (1 — @/2)-Quantil der Student-(n — 1)-Verteilung ist

T:=+/n

gD(Xl, e 7Xn) = 1{\T|>q}

ein Test von Oy gegen O zum Niveau « (denn nach Satz ist T fiir jedes 9 € ©¢ unter
Py Student-(n — 1)-verteilt).

Der p-Wert ist 2(1 - Fr,, (|T])) mit Fr, , der Verteilungsfunktion der Student-(n - 1)-
Verteilung.

2. Einseitiger Test: O¢ = {¢ = (11,0%) € © : < pp} fiir ein po € R (oft knapp geschrieben als
2001 1L < 11g”), ©1 = ONOg. Mit ¢ := ¢y11-0 = (1 - a)-Quantil der Student-(n — 1)-Verteilung
ist
O( Xy, X)) =Ly
ein Test von O gegen ©; zum Niveau a (und analog ¢(Xy,...,X,) = Lipq ein Test fiir
©p = {p > po}, beachte auch: —q ist das a-Quantil der Student-(n — 1)-Verteilung).
Der p-Wert ist 1 - Fr, (7).

(Je nach Anwendungssituation kann man auch ©g = {¢ = (i, 0?) € © : 1 > o} betrachten,
dann ist ¢(X7,..., X,) = 1yrc_gy zu wihlen und der p-Wert wére Frp,  (T) =1-Fp,  (-T)).

Ein Anwendungsbeispiel. a) Die Wirksamkeit eines gewissen Schlafmittels soll gepriift
werden. 10 Patienten erhalten das Schlafmittel, die Anzahl zusétzlicher Stunden Schlaf wird
in einer Nacht beobachtet.

Wir nehmen an, die Beob. sind w.i.v. ~ N, ;2 und wir méchten die Nullhypothese p = 0,
sagen wir, zum Niveau « = 0,05 testen.

Die DatenZt
Patienti | 1 | 2 | 3 | 4 | 5 |6 | 7|8]09]10
zus. Schl. [ 0.7 [ -1.6 | -0.2 | -1.2 [ 0.1 [ 3.4 [ 3.7 | 0.8 | 0.0 | 2.0

Esist n=10, 7= %% 2, =0,75, s> = .0 (2, -7)2 2 1,79, t = /@2_0 ~ 1,326

Das 0,975-Quantil der Student-9-Verteilung ist ~ 2,262, demnach kénnen wir die Nullhy-
pothese nicht ablehnen.

2Widerum aus Student (William S. Gosset), The Probable Error of a Mean, Biometrika 6:1-25 (1908)
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(Fiir ein Student-9-verteiltes T"ist P(|T] > 1,326) # 0,2176, dies ist der p-Wert des Tests.)

Man kann diesen Befund folgendermaflen formulieren:

»,Die Beobachtungen sind mit der Nullhypothese © = 0 (im statistischen Sinne) vertrig-
lich.“ oder

,Die beobachtete Abweichung T = 0,75 ist nicht signifikant von 0 verschieden (¢-Test,
a=0,05).“

b) Die Wirksamkeit eines Schlafmittels soll mit der eines anderen verglichen werden. 10
Patienten erhalten Schlafmittel A, die Anzahl zusatzlicher Stunden Schlaf wird in einer
Nacht beobachtet. Dann erhalten dieselben 10 Patienten Schlafmittel B, wieder wird die
Anzahl zusétzlicher Stunden Schlaf in einer Nacht beobachtet.

Da dieselben Patienten untersucht werden, kénnen (und sollten) wir die Messungen paa-
ren: Wir interessieren uns bei jedem Patienten fiir die Differenz des (zusétzlichen) Schlafs
bei Mittel 2 und bei Mittel 1.

Wir nehmen an, die beobachteten Differenzen sind Realisierungen von u.i.v. ZVn mit
Vert. N, ,2 und wir mochten die Nullhypothese 1 < 0 gegen die Alternative p > 0, sagen wir,
zum Niveau « = 0,05 testen.

(Dies wére beispielsweise in folgender Situation angemessen: Wir mochten darlegen, dass
Mittel B wirksamer ist als Mittel A, indem wir die Nullhypothese ,,;u < 0“ entkréften.)

Die Daten (wiederum aus Student, a.a.O.) :

Patienti | 1 | 2 | 3 | 4 | 5 |6 | 78] 9]10
Mittel A [ 0.7 [ -1.6 | -0.2 [ -1.2 | -0.1 [ 3.4 [ 3.7 [ 0.8 [ 0.0 | 2.0
Mittel B | 1.9 | 0.8 | 1.1 | 0.1 |-0.1 | 4.4 |5.5| 1.6 | 4.6 | 3.4
Diff. 12|24 | 13|13 00 |1.0[18[08|46 |14

Esist n=10, 7= %% 2, =1,58, s> =3 3.0 (2, -7)? 2 1,23, t = /jff—o ~ 4,062

Das 0,95-Quantil der Student-9-Verteilung ist ~ 1,833, demnach konnen wir die Nullhy-
pothese ablehnen.

(Fir ein Student-9-verteiltes T" ist P(T > 4,062) # 0,0014, dies ist der p-Wert des Tests.)

Moégliche knappe Formulierung dieses Befunds:

,Die beobachtete Differenz = = 1,58 ist signifikant groBer als 0 (einseitiger ¢-Test, o =
0,05).¢

Beispiel (Test fiir die Varianz im normalen Modell). In der Situation von Beispiel sei
O = {1 =(u,02) €O : 02 <y} fiir ein vy > 0, O = O N Oy. Wihle o € (0, 1).

Mit ¢ := (1 - @)-Quantil der x2_,-Verteilung ist
SO(Xla <. 7Xn) = 1{Sg>qvo/(n71)}

ein Test von Oy gegen O, zum Niveau a (vgl. Satz [A.2.4).
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Beispiel (zwei-Stichproben oder ungepaarter ¢-Test [mit Annahme gleicher Varianzen]).
O=RxRx(0,00)3503 = (1, po2,0?), unter Py sind Xy,...,X,, wiv. und davon unabhéngig
Yi,...,Y, wiv. (m,neN), X; ~ N, 52, Y; ~ N, ;2. Seien

- 1 ™ . 12
X=—> X, Y:==)>Y,
die jeweiligen Stichprobenmittelwerte,
S%= L DX TP Sp= 3T,
m—1i5 n-—1;a ’

die (korrigierten) Stichprobenvarianzen,

m+n-—2

g2 (m-1S%+(n-1)57 ( L (i(Xi SX Y -Y)) )

(die ,gepoolte Stichprobenvarianz®),

Sy/LE+1
n

L
m

(Beachte: Stets gilt E(,,, ,, 02)[S?] = 02 [S? ist ein erwartungstreuer Schétzer fiir o | und T
ist unter P, ,, 02y Student-(n +m — 2)-verteilt, Argument analog zum Beweis von Proposi-

tion in Anhang [A.2).

1. Zweiseitiger ungepaarter t-Test : ©g = {(p1, p2,02) € © : gy = o} (oft knapp geschrieben
als ,00 : 1 = "), 1 = O\ Oy.
Wahle a € (0,1), mit ¢ := gpan-21-a/2 = (1-0/2)-Quantil der Student-(m+n-2)-Verteilung
ist
gO(Xl, . ,Xm, Yi, e ,Yn) = 1{|T|>q}

ein Test von Oy gegen ©; zum Niveau «.

1. Einseitiger Test : Og = {(u1, 12,0%) € O : g < o} (oft knapp geschrieben als ,,0q : 1y < o),
©1 =0\ 0. Mit q = gmin-21-0 = (1 — a)-Quantil der Student-(m + n — 2)-Verteilung ist

(,O(Xl,. .. ,Xm,}/l,. .. ,Yn) = 1{T>q}

ein Test von Oy gegen ©; zum Niveau «.
(Analog ist @(Xq,..., Xy, Y1,...,Y5) = Lipe_gy ein Test von ©g = {(p1, pi2,0%) € © : iy >
pi2}.)

(p-Werte werden analog zum ein-Stichproben-Fall (Bsp. berechnet, wobei Fr;, | durch

Fr, ersetzt wird.)

n+n-2
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Beispiel (zwei-Stichproben-t-Test ohne Annahme gleicher Varianz, Welchs t—TestE[). Es gibt
auch eine Version des zwei-Stichproben-¢-Tests, der die Annahme gleicher Varianzen nicht

trifft (wir werden ihn im Verlauf der Vorlesung allerdings nicht verwenden):
Man schiitzt die Streuung von X —Y durch

5252 X-Y
X4+ ZY und bildet T = X-r

nx Ny 52 S2
i Ty

Unter P(uo,uo,o%,ag) ist T ,approximativ Student-verteilt mit g Freiheitsgraden®, wobei

2L 52\
yo i) (112)

SX + SY
n% (nx-1) ' nZ(ny-1)

aus den Daten geschéatzt wird.

4

Seien die Werte T' = t und g beobachtet worden, man verwirft die Nullhypothese ,, 1 = po’
(zum Niveau o), wenn 1 - Fr, (1) < a/2, wobei Fr, die Verteilungsfunktion der Student-
Verteilung mit g Freiheitsgraden, d.h. wenn die Wahrscheinlichkeit, dass eine Student-verteilte
Zufallsgroe mit g Freiheitsgraden einen betragsméflig mindestens so groen Wert wie den
beobachteten ¢-Wert annimmt, < « ist.

(Wir hatten in Korollar die Student-Verteilung nur fiir ganzzahlige Werte von n

definiert, aber man kann dort allgemeine Werte n > 0 zulassen).

Dieser Test hat approximativ Niveau a und wird in der Praxis héufig verwendet. Bei-
spielsweise fithrt der Befehl t.test in dem Statistikprogramm R automatisch diese Version
des zwei-Stichproben-¢-Tests durch, wenn man zwei Stichproben iibergibt und keine weiteren

Zusatzparameter setzt. Siche Anhang zur Motivation der Setzung ((1.12)).

Bemerkung (Zur ,reinen Lehre” des statistischen Testens). Nehmen wir an, wir mochten
eine gewisse Aussage anhand experimenteller oder empirischer Daten statistisch priifen. Das
korrekte (,,lehrbuchméflige) Vorgehen sieht folgendermaflen aus:

1. Statistisches Modell formulieren, Nullhypothese und Alternative angeben (was die Nullhy-
pothese ist, hangt von der konkreten Anwendungsfrage ab, oft ernennt man ,,das Gegenteil
dessen, was man erhirten mochte zur Nullhypothese).

2. Dann einen Test (einschliefllich gewiinschtem Niveau) festlegen.

3. Dann erst: Daten erheben (bzw. Daten anschauen), Test-Entscheidung féllen.

Die Kontrolle der Fehlerwahrscheinlichkeiten, die die Theorie des statistischen Testens
liefert, bezieht sich auf dieses Vorgehen. Wenn man die Reihenfolge herumdreht, also zuerst
die Daten anschaut und dann einen Test wéhlt, verfalscht man strenggenommen zumindest
das Signifikanzniveau, moglicherweise bis ins Unsinnige (Beispiel: zuerst den empirischen
Mittelwert bestimmen, dann je nachdem, ob er links oder rechts von 1, liegt, entscheiden,
ob man eine rechts- oder eine linksseitige Alternative wihlt, ist offenbar ,,geschummelt®.)

3B. L. Welch, The Significance of the Difference between Two Means When the Population Variances Are
Unequal, Biometrika 29:350-362, (1938)
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Man sollte dieselben Daten nicht fiir explorative Statistik (d.h. Beobachtungen, die zu
neuen Hypothesen fithren [sollen]) und schliefende Statistik (d.h. Beobachtungen, anhand
denen eine Hypothese getestet werden soll) zugleich verwenden.

Beobachtung 20 (Zur Aquivalenz von Konfidenzbereichen und Tests). Sei C'(X) ein Kon-
fidenzbereich fiir das Parametermerkmal 7(¢) zum Sicherheitsniveau 1 -« d.h.

Py(C(X)>7(0¥))21-a firallede®

Betrachte die Hypothese Hy : 7(9) = 79 und die Alternative Hy : 7(9) # 79 und folgenden
Test: Lehne Hy ab, wenn C(X) 5 7, sonst nehme H, an.

Dies ist ein valider Test zum Signifikanzniveau o, denn

sup  Py(,lehne Hy ab*) = sup Py(C(X) # 7'0)19. s%p Py(C(X)#7(0)) <o

9:7(9)=T0 ¥:7(9) =70 )=T0

Korollar (Vorzeichentest fir den Median). Wir kénnen unsere Konfidenzintervalle fiir den
Median (vgl. Seite somit folgendermaflen in einen Test verwandeln:
Seien X7,..., X, wiv. reellwertig, ~ ¢ unter Py (und ¢ habe stetige Verteilungsfunktion),
a € (0,1), wihle & maximal mit an%({o,...,k - 1}) < §, teste Hy : m(J) = my gegen
Hy :m(9) # my folgendermafen:

Wenn [ X 4y, X(n-k+1)] 3 Mo, so nehme H, an, sonst lehne Hy ab und nehme H; an. Der
Fehler 1. Art dieses Tests ist < a.

Analog fiir Hy: m(9) <mg gegen Hy : m(9) > my:

Wenn Xy > my, so lehne Hy ab, wo k' so gewihlt ist, dass Binné({(), Lk -1 <«
(und &’ maximal mit dieser Eigenschaft).

1.3.1 Alternativtests und das Lemma von Neyman-Pearson

Wir betrachten ein Standardmodell (vgl. Def. [1)) mit jeweils einpunktiger Nullhypothese und
Alternative, d.h. © = {0,1}, Q c R" oder Q diskret und P; besitzt Dichte bzw. p(i,x) auf Q
fiir i =0, 1.

Setze .
p(L,z) wenn p(0,x) >0,
R(ZE) = p(O,x)
00 sonst.

R heif3t der Likelihood-Quotient.
Ein Test von Py gegen P; (formal hier wortlich Oy = {0} gegen ©, = {1}) der Form

1 fiir R(x) > ¢,
plo) = {0 fir R(z) <e¢,

fiir ein ¢ > 0 heiBt ein Neyman-Pearson-Test] (Im Fall R(z) = ¢ kann Randomisierung
notwendig sein.)

“nach Jerzy Neyman, 1894-1981 und Egon Pearson, 1895-1980
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Satz 21 (Neyman-Pearson-Lemma). Betrachte Standardmodell mit einpunktiger Nullhypo-
these und einpunktiger Alternative, o € (0,1).

1. Es gibt einen Neyman-Pearson-Test ¢ mit Bg[p] = a.

2. Sei ¢ ein Neyman-Pearson-Test p mit Bg[@] = a, @ irgendein Test von Py gegen Py zum
Niveau ov. Dann gilt Ei[p] > E1[@], d.h. die Macht von ¢ ist mindestens so grof3 wie die von

P.
Man sagt: ¢ ist (in dieser Situation) ein gleichméflig bester Test.

Beweis. 1. Wéhle ¢ mit Po(R>c¢) >a und Po(R<c) > 1 -
Falls Po(R = c) = 0, so ist p(2) = 1{g(z)>c} €in Neyman-Pearson-Test mit

Eo[¢] =Po(R>¢) =Py(R>¢) =«

a—-Py(R > c)

Falls Py(R = ¢) > 0, so setze 7 := Fo(R=0)
0 =C

(€[0,1]) und

1 wenn R(z) > ¢,

p(x) =1y wenn R(x) =c,

0 wenn R(z)<c.
Dies ist ein Neyman-Pearson-Test mit Eg[¢] = 1-Po(R>¢) +yPo(R=¢)+0-Py(R < ¢) = a.
2. Sei ¢ ein Neyman-Pearson-Test (mit Schwellenwert ¢) mit Eo[¢] = o, @ irgendein Test mit

Eo[@] < a. Es gilt

fiir alle v € Q: (p(x) - 3(2))(p(L,2) - ep(0,2)) > 0

denn die beiden Faktoren haben dasselbe Vorzeichen (sofern der zweite # 0), da o(x) >
1(p(1,z) > cp(0,2)). Somit

fi(@) = (p(2) = 3(2))p(1,2) 2 c(p(2) - F(2))p(0,2) = cfo(x) (1.13)
und folglich
Eil¢]-Eif7] = [ fi@)de>c [ fo()do=ca-Eo[7]) 0. (1.14)
Q Q
(Wenn diskret ist, muss das Integral natiirlich durch eine Summe ersetzt werden.) O

Bemerkung. Wir sehen aus dem Beweis auch: Wenn @ ebenfalls ein gleichmafBig bester Test
von Py gegen Py mit Eo[P] = v ist, so gilt Gleichheit in ((1.14)) und daher auch Gleichheit in
(1.13) (moglicherweise mit Ausnahme einer Menge von [Lebesgue-|]Maf 0). In diesem Sinne
ist also hier ein gleichméfig bester Test ,identisch® mit einem Neyman-Pearson-Test.
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Beispiel. Beobachtungen Xj, ..., X,, seien unter Py u.i.v. mit X; ~ N (119, 02), unter Py w.i.v.
mit X; ~ N (u1,0?), wobei 62 >0 und o < 11 bekannt (und fest) sind.

Mit z = (z1,...,2,) und T := % Yy xy ist

n

R(z) = eXP( ZZ —pn)* + 12 g(wz - Mo)z)
( (2(M1—M0)$+M1 Mg))-

Offenbar ist R(x) eine montone (fallende) Funktion von 7 und unter Py ist X := 2 37, X ~
/\/‘uovgz/n, also ist

gp(x) = 1{E>c}
mit der Wahl ¢ := po + W@‘l(l — «) ein Neyman-Pearson-Test zum Niveau « € (0,1)
(denn dann ist Eo[¢] = Po(X > ¢) = ).

Satz 22 (Lemma von Stein). Im unendlichen Produktmodell (N, Z®N PN : 0 € {0,1}), sei
©n €in Neyman-Pearson-Test mit Bg[p,] = «, der nur von den Beobachtungen Xy, ..., X,
abhdngt. Dann gilt:

1
lim —log(1-E[p,]) = —H(Py | Py),

n—-oo n,

d.h. BElp,] ~ 1 - e H®lP) - die Macht von ¢ konvergiert exponentiell schnell gegen 1.

Fiir MaBle P,Q mit Dichten p(z) bzw. o(x) bzgl. des Lebesgue-Mafles (oder bzgl. des
ZahlmaBles, wenn 2.X abzéhlbar ist) heifit

pl@) 5
o(x) d

die relative Entropie von P bzgl. Q, es gilt: H(P| Q) € [0,00] und H(P | Q) =0 <— P=Q.

H(P|Q)= [ p(a)log

1 wenn o(x) =0,

p(z)

Die Funktion ¢(s) :=1- s+ slogs ist konvex, setze f(z) :=
o(2) sonst.

Es gilt

0< [w(f@)o(@)de, [ (1= f@)o(@)de= [ o@) - plw)dz =0,

folglich

_ p( 0g 242
J eU@)e()dz= [ - f@)otydrs [ LS t08 2 (@) dr.
dh. HP|Q)>0und H(Q|Q) =0.
Umgekelrt: Sei H(P|Q) = 0= [ 6(f(@)o(@)dr = Q({z:¥(f(2)) = 0}) =

={a:f (2)=1=233}

Beweis von Satz[22. Sei

p oo P X X Hp(l , Xi)
" P(Q)Zm(Xl,---a n zlpOX)
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1 1
H,:=-=logR, =~ S h(X,
nogR n;:lﬁ( )

) B p(0,x)
mit h(z) = log (m) Beachte

Eo[h(X1)] = H(Po | P1).
Dann ist (nach Konstruktion)

1 wenn H, <a,
Pn =

0 wenn H,>a,
fiir ein a,,. Sei a < Eq[h],
PEN(H,, < a) — 0 mit dem Gesetz grofier Zahlen,

also a,, > a fiir n geniigend grof,

Somit
1> Eo[l - QOn] > €na"]E1[1 — QOn],
d.h. ]
limsup —log(1 - Ei[¢,]) < —a,
n—oco 1
also auch

lim sup 1 log(1-Eq[pn]) < -Eo[R].

n—oo N

Sei a > Eg[h] (und ohne Einschrankung Eq[h] < c0), dann ist

l+a

PE(pF" 2 e pf") = PN (Hy < a) 2

fiir n geniigend grof.

p®n e
Ei[1 - n] :EO[(l_@n)p}@n] > e " Eo[(1 - n)1m,<d]
0

> e " (PEN(H, < a) - Eo[p,]) > e 52
—_——

=«
Somit

lim inf 1 log Ei[1-¢,] > —a,

n—oo n

mit a \ Eq[h] folgt die Behauptung.
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1.3.2 Zum Fall monotoner Likelihood-Quotienten

Definition 23 (Likelihood-Quotient, etc.). Ein Standardmodell (2,. %, Py : 9 € ©) mit © c R
hat wachsende Likelihood-Quotienten (bzgl. einer reellwertigen Statistik 7"), wenn fiir alle
¥ <9 der Likelihood-Quotient

p(V',x)

p(V,z)

eine wachsende Funktion von T ist, d.h. Ry y(z) = fos(T(x)) = (forw o T)(z) fiir eine
wachsende Funktion fy .

Rﬂ/ﬂg(il?) =

Beobachtung. Ein einparametriges exponentielles Modell (mit ¢ ~ a(d) strikt wachsend
oder strikt fallend) hat wachsende Likelihood-Quotienten:

p(0,z) = h(x)e T4

demnach ist fiir 9 < ¥’

p(V', x)
p(V,z)

Klar, falls a streng monoton wachsend, sonst gehe zu -1 iiber.

ng/ﬂg(x) =

= exp ((a(9") = a(9))T(x) - b(") + ().

Satz 24. Sei (,.%,(Py)seo), © € R ein Standardmodell mit wachsenden Likelihoodquo-
tienten bzgl. T, 99 € O, a € (0,1). Ein gleichmdfig bester Test von Hy : {0 < 9} gegen
Hy : {9 >vy} zum Niveau o hat die Form

1, fallsT(x)>c
o(x) =1y, fallsT(z)=c
0, fallsT(x)<c

fiir gewisse ¢ € R, € [0,1], die durch die Bedingung G,(¥y) = « festgelegt sind. Die Giite-
funktion ist monoton wachsend in V.

Bemerkung. Um Hj : {¢ > ¥y} gegen H; : {¥ < ¥y} zu testen, vertausche ,<“ und ,,>* der
Definition von ¢ (formal: multipliziere ¥ und T" jeweils mit —1).

Beweis von Satz[24 Setze ©g := © N (—00,9],01 := O n (Y, 0). Sei ¥ irgendein Test von
Hy gegen H, der das Niveau « einhilt, d.h.

sup Gy (V) <«
¥eBq

Fixiere ¥ € ©; und ¢ und 1 auf als Tests von {9y} gegen {¢'}; in diesem Szenario ist dann
¢ ein Neyman-Pearson-Test mit Ey [¢] = a.

Demnach (gemif dem Neyman-Pearson-Lemma, Satz [21]) ist
G,(0") 2 Gy(V') V' eOy.

Zur Monotonie: Sei ¥ < 1, fasse ¢ auf als einen (Neyman-Pearson-)Test von {¢} gegen
{9} mit Niveau g := G, (V).
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Vergleiche mit dem (trivialen) Test 15(x) = 3, der ebenfalls Niveau § hat.
Geméf dem Neyman-Pearson-Lemma (Satz ist

Go(0') 2 Gy, (V) = B = Gy (V)
insbesondere ist ¥ = G, (¥)) monton wachsend, also

sup G, () © .
196@0
O

Beispiel. 1. Unter Py seien Xi,..., X, u.iv ~ N(9,02%), 02 > 0 fest, J € R := O. Teste
{9 <o} gegen {0 > Yy} folgendermafien:

Dies ist ein exponentielles Modell bzgl. X = % % X;. Der beste Test zum Niveau « €

(0,1) hat Ablehnungsbereich

{Y> o + \/gqfl(l —a)}

(d.h. ist der einseitige Gauf-Test).

2. Unter Py seien X7, ..., X, wiv ~N(u,9) mit u € R fest, 9 € (0, 00) =: ©. Teste {9 > Jg}
gegen {1 < Jp}:

™

Dies ist eine exponentielle Familie bzgl. T':= 1 ¥ (X; - )2, der beste Test zum Niveau

a € (0,1) hat dann den Ablehnungsbereich

i=1

1
{T < _’190 ’ X?L a}
n K
wobei X2 , das a-Quantil von x2 ist.

3. Poissonmodell (ist eine einparametrige exponentielle Familie, vgl. die Beispiele nach

Def. [6])

4. Binomialmodell (ist ebenfalls eine einparametrige exponentielle Familie, vgl. die Bei-
spiele nach Def. [6])

Bemerkung (Monotone Likelihood-Quotienten und stochastische Ordnung). p,v € M;(R)
mit zugehorigen Verteilungsfunktionen F)(z) = p((-o0,z]), F,(x) = v((-o0,x]). p heifit
stochastisch kleiner als v, geschrieben u < v, falls gilt

VeeR: F,(z)>F,(z) (1.15)

Zu (|1.15)) d4quivalent sind

ff(x) p(dr) < ff(x) v(dx) fiir 9 <¥ und f:R - R monoton wachsend und beschriankt
R R
(1.16)
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und

Es gibt eine Kopplung von p und v, d.h. ein Paar (X,Y") von Zufallsvariablen
mit X =%, Y =?v, so dass gilt (1.17)

X <Y fast sicher

Fiir (I.16) = (L.17) betrachte f(y) = 1400y und beachte [ fdu =1- F,(x); fiir
= approximiere eine monotone Funktion f mittels Funktionen des Typs }i%) ;1 (4, o)
mit a; >0, 1 < < Ty,

Offenbar folgt aus (L.17): Es ist 1(_eos)(X) > L(Coo (V) fast sicher und daher
Fu(2) = E[1(Co0u)(X)] 2 E[1(co0 07 (Y)] = F,(2). Sei umgekehrt erfiillt, dann gilt fiir
die (verallgemeinerten) Inversen F;'(u) := inf{z : Fj(z) > u} < F,;'(u), u € (0,1) und mit
U ~ Unif([0,1]) erfiillen X := F;1(U),Y = F;}(U) die Forderung (L.17).

(Man kann dies etwas allgemeiner fiir Mafle auf einer partiell geordneten Menge betrach-
ten, vgl. z.B. [Kle06, Bsp. 18.7].)

Falls die Familie Py beziiglich der Statistik 7" monotone Likelihood-Quotienten hat, so
gilt

gﬁ(T) < gﬁ/(T) fiir 9 <’

Sei dazu f: R - R monoton wachsend (und beschrankt), ¢ < 9"

Ey [f(D]-Eo [f(D)]= [ [ (FT@) = FT0))o0,2)p(0.y) d dy
~ [ [ (taremran (FT @) = ST @)@ 2)0(0,y)
+ Ly (F(T (@) = F(T(y)))p(0, ) p(9, y)) dx dy

- [Q fﬂ Lir(ysr (F(T (@) = F(T () (p(9", 2)p(9.y) = (¢, y)p(V, ) ) dw dy > 0

denn auf {T'(z) > T(y)} ist f(T(x)) - f(T(y)) > 0 und Z((%’j)) > ';((ij)) und also auch
p(ﬁ',l‘)p(’ﬂ,y) - p(ﬁlay)p(ﬁax) >0

(Nochmal zu) Tests im (2-parametrigen) Gauf3’schen Modell

Szenario: Unter Py, 9 = (u,02) € Rx (0, 00) seien X7, ..., X, wiv. ~N(u,o?); wir notieren
(wieder)

n 1 n _

X, S —Y (X-X) (1.18)
& -

n—1i+

X =

SRS

Zweiseitiger t-Test fiir den Mittelwert Wir betrachten die Nullhypothese ©g = g x
(0,00) und die Alternative ©; = (R~ {uo}) x (0, 00) mit einem gegebenen 1y im GauBl’schen
Produktmodell. Die ¢-Statistik lautet

_ nY—Mo
T_\/_—\/ﬁ (1.19)
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Sei a € (0,1). Der zweiseitige ¢-Test

v= 1{|T| > (Student(n-1),1-a/2 } (1.20)

hat unter allen unverfilschten Tests von O gegen ©; (punktweise) die grofite Macht (er ist
also der beste unverfilschte Test in dieser Situation).

Beweis. Betrachte o.E. py =0. Es ist

p((10%),7) = (2m0%) P exp ( - 2%2 Zn;(x - 1)?%)

L& o 1 i
_ S L
202 ; LT Vi vn )

= (27{'0’2)_n/26_nl‘/(202) exp ( —

Re-parametrisiere « = puy/n/o?, = 1/(20?%), damit ist
ﬁ((aa /6)7 $) = (7.(-/5)_11/26_ﬁ0[/2 exp ( - B§+ O-/’f) = C(O./, ﬁ) exp ( - ﬁ§+ a’f)
it T = V2 S 7y, o B 0, o, B) = (] B)-2e-vAol2
Mit X, S2 aus ([.I8) und X = ¥, Xi//n = vnX, S:= Y%, X2 ist
1 & — 1 & n o — 1 ~ ~
2=~ (X, -X)P=—Yx2- M (X)2-—(5-X
n- ;( ) n—li; ‘ n—l( ) n—l( )
ist (fiir o =0) N N
T = — i( =vn-1 ~X —
VE-X)/(n-1) 3-X

und der Ablehnungsbereich also

1
\/ﬁ GStudent(n-1),1-a/2

Der zweiseitige t-Test lehnt die Nullhypothese also genau dann ab, wenn

TR(F-F) e sl
1+72

= |X|>rV/5/(1+712):= f(5)

Sei ¢ ein unverfélschter Test von ©( gegen ©; zum Niveau . Dann gilt
Ep.2)[v]=a VYo?>0
(denn R 3 p = E(, 02)[¢] ist stetig mit Eg 52)[1] < o und E(,, 52)[9] > o fiir g # 0) und
R g+ E02)[¥] hatin =0 ein globales Minimum (1.21)
Da auch der t-Test ¢ das Niveau a (exakt) einhélt, d.h. E¢,2)[¢] = o, gilt insbesondere

E(0702)[@Z) - gO] =0 VO’2 >0
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bzw. in der Parametrisierung mit («, 3):

Eop[v-¢]=0 ¥8>0

Fir 8=~ +k mit v> 0, k € Ny bedeutet dies insbesondere
0=Eoamlv-¢l= [ 70.7+k).0) () - e(@)da

= (0.7 k) [ T () o)) da = %%ﬂ(e@)k(w -¢)]

d.h.

E(Oﬁz)[(e_g)k(@b - gp)] =0 Vo’>0

fiir jedes Polynom ¢g und via Weierstrafy’schem Approximationssatz somit fiir jedes stetige
g:[0,1] - R.

Dies impliziert
Eoo2y[R(S) (¥ - )] =0 (1.22)

fiir jede subexponentiell wachsende Funktion h : (0,00) — R (d.h. A erfiillt lim,, o, e7%*h(u) =
0 fiir alle § > 0).
Sei némlich ein solches h gegeben, wihle § > 0 und setze

() [P10R Q2 0 <<,
gs\T) = 0, o0,

gs ist stetig, und gs(e™) = h(w)e™®®. Damit ist
B0t [1(S)e (1~ ¢)] =0
fiir jedes 6 > 0, mit ¢ | 0 folgt (1.22).
Wegen (|1.21]) ist
0=—Ep [1/1]|a=0 = Fop[X ] fiir jedes 8> 0
Analog erhalte

0=Ep[h(S)X (¥-y)] fir jedes >0

Sei nun « # 0, 5> 0. Der Likelihood-Quotient

= (e, B8),x) e, B) ax .
Rap),08) () = 050 0 (e, B)e

ist eine strikt konvexe Funktion von Z. Wir wéhlen a(3), b(3) € R, so dass die lineare Funktion
7T+ a(3)+b(3) 7T im Inneren des Ablehnungsbereichs —f(3) < 7 < f(3) oberhalb des Graphen
von T ~ ¢(a, 3)e® verlauft und

a(3) +b() 7T =, B)e™T  fiir ¥ = +£(3)
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erfiillt (d.h. a(3) =2(a, 8) cosh (af(3)), b(3) = &, B) sinh (a.f(3))/f(3); beachte |a(3)], |b(3)| <
c1e2Vs wachsen subexponentiell).
Es ist (nach obigem)

0= E(O,B)[(a(g) + b(g))?) (v - gp)] fiir jedes >0
und damit ergibt sich

Etaplo =91 = B[ Riap). 0.6 (X)(0(X) = 9(X))]
= E(o,ﬁ)[(R(a,ﬁ),(o,ﬁ)(X) - a(8) - b(5)X) (p(X) - w(X))] >0

(denn die beiden Terme in dem Produkt innerhalb des Erwartungswerts in der zweiten Zeile
haben stets dasselbe Vorzeichen). Folglich ist die Macht von ¢ nicht kleiner als die von .
O

Bemerkung. 1. Prinzipiell kann man die Giitefunktion [, ,2)[¢] des t-Tests explizit be-
rechnen: Unter P(, ,2y hat T" eine nicht-zentrale Student-verteilung (und beispielsweise Rs
[dlplqlr]lt-Befehle haben den Parameter ncp).

2. Die Zusatzforderung der Unverfilschtheit kann nicht weggelassen werden. Es gibt Tests
1, die Niveau o (< 1/2) einhalten, d.h. supy.g, Ey[¢(X)] < a, fiir die fiir gewisse ¥’ € ©; gilt
Eg[t(X)] > Ep[p(X)] (allerdings gilt fiir viele ¢ € ©; auch Ey[¢(X)] < a < Ey[p(X)]).
Siehe Anhang fiir Beispiele.

1.4 Zur Bayes-Statistik

Wir folgten bisher dem klassischen, sogenannten frequentistischen Ansatz der Statistik:

Wir fassen eine Menge © von ,Parametern“ ins Auge, fiir © > ¢ beschreibt (in einem
statistischen Modell) Py die Verteilung der Beobachungen, wenn dieses ¥ der tatséchlich
zutreffende (sozusagen der ,wahre*) Parameter ist. In der konkreten Anwendungssituation
kennen wir dieses ,wahre“ ¢ natiirlich i.A. nicht, wir fassen es als zwar unbekannte, aber
prinzipiell feste Grofle auf. Wahrscheinlichkeitsaussagen beziehen sich nicht auf 9, sondern
auf zufillige Beobachtungen unter Py.

Dies ist anders in der Bayes-Statistik: Man wéhlt eine Wahrscheinlichkeitsverteilung o
auf ©, die a priori-Verteilung (auch Vorbewertung) und stellt sich vor, dass die Daten einem
zweistufigen Experiment entstammen:

e Zunichst wird der Parameter ¢ geméafl der a priori-Verteilung « erzeugt (insbesondere
ist 9 jetzt selbst eine Zufallsvariable),

e dann werden die Beobachtungen X zuféllig erzeugt mit einer Verteilung, die vom ge-
wéhlten 9 abhéngt.

Insbesondere besitzt in dieser Formulierung das Paar (X, ) eine gemeinsame Verteilung.

Es gelte: Die a priori-Verteilung auf © hat Dichte bzw. Gewichte a/(1)
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(je nachdem, ob ¥ kontinuierlich oder diskret verteilt ist; wir betrachten im Folgenden nur den
Fall, dass © c R ein Intervall ist und ¢ eine Dichte besitzt)

Interpretation: Ohne Kenntnis der Beobachtungen nehmen wir an, dass ¥ die a priori-
Verteilung besitzt (z.B. aus ,Erfahrung“ oder aus ,,Expertenwissen”).

Wir interpretieren die Likelihood-Funktion p: S x © — [0,00) als

p(p,z) =P(X =z |9 =p)

(bzw. P(X edx |9 =p) = p(p,z) dz falls X eine Dichte besitzt)
Mit Formel von der totalen Wahrscheinlichkeit

P(X =) = /@ o(t,z) a(t)dt

(bzw. P(X edzx) = [gp(t,z) a(t)dtdr, d.h. P(X <z) = [y [© p(t,y)dy o(t)dt, wenn X eine

Dichte besitzt), und mit der Formel von Bayes ist

_~__pp,x)a(p)dp
PO edp| X =) = 0o, 2) a7

Die a posteriori-Dichte (bzw. die a posteriori-Gewichte, wenn ¢ diskret ist) bei Beobach-

tung z,
__a@)p(¥,x)
") @ x) i

ist die Dichte von ¢, bedingt auf Beobachtung X =z, d.h.

P <ulX=a)= [ m()dp

Der Bayes-Schitzer (zur a priori-Verteilung «) ist
Tp = Og(x) = En [0] = [@ 97, (9) dV

d.h. der Erwartungswert von 1 bedingt auf X =z (Wir betrachten hier nur den Fall, dass ©
ein Intervall ist).

Definition. Fiir einen Schétzer Y =Y (X) (fiir ) ist

(V)= [ E[(Y = 0)*]0 = pla(p) dp

der erwartete quadratische Fehler (zur Vorbewertung «).

Der Bayes-Schétzer minimiert den erwarteten quadratischen Fehler (zur Vorbewertung
Q) :
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Beobachtung. Fiir jeden Schitzer Y gilt
Fa(Y) 2 Fa(T5(X)
Beweis.
Fo(Y (X)) - Fu(Ta(X))
- [E[(r(x) =0 = @(X) - 9)2]0 = pla(p) dp
= [ E[Y (0?2 - 2Y (X)0 - Ta(X)* + 2075(X) |9 = pla(p) dp

E[Y (X)?-2Y (X)9 - 9p(X)? +2005(X)]
E[Y (X)? - 05(X)?] - 2E[Y (X)V] + 2E[00p(X)]

Weiter ist

E[995(X)]

= ZSE[MB(X)J{X:E}] = ZSIP(X = 2)0p(2)E[9 | X = 2]

= Y P(X = 2)0s(2)En [9] = 3 P(X = 2) (T (2))”

zeS zeS
= E[(7a(2))’]
und analog
E[0Y (X)] = B[V (X)Ts(X)]
Insgesamt:
Fo(Y (X)) - Fa(95(X))
= E[Y (X)? - 05(X)? - 2Y (X)Tn(X) + 205(X)?]
=E[(Y(X) - J5(X))"] 20
O

Beispiel (Miinzwurf mit zufilliger Erfolgswahrscheinlichkeit)). 9 wird geméfl einer Vertei-
lung « auf © :=[0,1] ,jausgewiirfelt“, dann:

n € N, gegeben 9 = u € [0,1] seinen X3, X5, ..., X,, unabhingig und jeweils ~ Ber, (d.h.
P(X;=1]|Y=u)=u=1-P(X; =09 =u)).

Sowits P @ = (..., 22) (0,1} st
p('ﬁ, 33) = ﬁ#{iSn:m:l}(l _ ﬁ)#{ign:xizo}'

Eine Situation, in der dieses Modell sinnvoll ist, konnte folgende sein: Nehmen wir an, ein
Versicherungsnehmer hat jedes Jahr mit einer gewissen (zu ihm ,, gehorigen®) Wahrscheinlich-
keit ¥ einen Schadensfall (unabhéngig iiber die Jahre), und () dd beschreibt die Verteilung
der Schadenswahrscheinlichkeiten aller Kunden dieser Versicherung (diese Verteilung sei der
Versicherung aus Erfahrungswerten bekannt).
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Mit p(¥,x) = Bin, y(z) ist dann die Wahrscheinlichkeit, dass ein ,typischer Kunde* in
n Jahren k£ Schadensfille verursacht _[0104(19),0(1{:,19) d9, und 7 () ist die Verteilung der
Schadenswahrscheinlichkeit pro Jahr eines Kunden, bedingt darauf, dass er in den letzten
n Jahren k Schiden hatte. Diese Information kann die Versicherung beispielsweise fiir Ver-
tragsverlingerung, Tarifanpassung, etc. benutzen.

Wir betrachten hier (nur) den Fall o = unifpg 17: Gehe tiber zu Y = X +--- + X,,, dann ist
gegeben ¥ = u, Y ~ Bin,,, und fiir k€ {0,1,...,n}

P(Y =k) = ‘/01 (Z)uk(l —u)" " du
o oonl K-k 1
CE(n-k) (n+1)!  n+l

(d.h. Y ist uniform auf {0,1,...,n}).
Fiir das Weitere benotigen wir die Beta-Funktionen: a,b € (0, 00) ist die Beta-Funktion
gegeben durch

wobei T'(a) = /" y*'e ¥ dy die Gamma-Funktion ist (beachte: I'(a + 1) = al'(a), speziell fiir
a €N ist I'(a) = (a - 1)!, wie man mit partieller Integration nachrechnen kann).

Fiir a,b € N kann man explizit rechnen: Es ist dann B(a,b) = %, denn B(a,1) =

1 u=1 1
f u* !t du = [%u“] (1] = — und fiir be {2,3,...} ist (mit partieller Integration)
0 vwUa

[01 (1= u) du = [Rut(1 - )] - [01 Lyo . (b= 1)(1-u)"2(-1) du
b-1 [

a(1 - b—2d
—— u*(1—u)"*du

also

(b-1)-(b-2)-2-1-B(a+b-1,1)
a-(a+1)-(a+b-3)(a+b-2)
~ (b-1)-(b-2)-2-1 ~(a=1)I(b-1)!
“a-(a+1)(a+b-2)(a+b-1)  (a+b-1)!

-1
Bla.b) = "I B(a+1,b-1) -
a

Erinnerung (Beta-Verteilungen). r,s > 0. Eine ZV V mit Werten in [0, 1] ist Beta-verteilt
mit Parametern r,s > 0, in Formeln V' ~ 3, 5, wenn V' die Dichte

T(r+s)

F(T)F(S)UT_I(l ~0)" oo ()

besitzt. Es gilt dann

_D(r+s) !
r'(r)I'(s) Jo

_ C(r+s) T'(r+1)I'(s) _ C(r+s) T'(r+1) T
L(r)(s) T(r+s+1) T(r+s+1) T'(r) r+s

v (1 -v) do

E[V]

39



Einige Beta-Dichten

- — Beta(1,1
— Beta(1,5
— Beta(2,5
— Beta(3,3
= — Beta(15,12)
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Die a posteriori-Verteilung ist £(0|Y = k) = Bri1 n-k+1:
P(Yedp,Y =k) 1 (n) 5 & (n+1)! Tk
P(Yedp|Y =k) = = 1-p)" " dp=—-—"2—p"(1-p)""d
(Vedp| ) PO < F) VCE P (L=p)" " dp k!(n_k)!p( p)""dp

Demnach (mit obigem zur Beta-Verteilung) ist

Y +1
n+2

Ug = Ug(Y) =

A posteriori-Dichte 7y (1)
fiir verschiedene n und k mit k/n = 0.3

< — n=10,k=3
— n=50,k=15
— n=100,k=30
o — n=500,k =150
S o
&
LO —
o —
I I I I I I
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Y+1
n+2

ist. Zudem: die frequentistische und die Bayes’sche ,,Antwort* stimmen fiir groe n ,nahezu*

Wir sehen, dass fiir grofles n die a posteriori-Verteilung recht eng um ~ % konzentriert

iuberein.
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Beispiel. Laplacd’|antwortete auf die von ihm (vielleicht mit einem Augenzwinkern) gestellte
Frage:
»<Angenommen die Sonne ist bis heute n-mal aufgegangen. Mit welcher Wahrscheinlichkeit

geht sie morgen auf?*
n+1

n+2

Dies passt zur Antwort des Bayes-Schétzers in obigem Beispiel.

Konjugierte Verteilungen / Vorbewertungen

In dem (fiir explizite Rechnungen besonders angenehmen) Fall, dass a(9)dd und 7, (9)dd
(fiir jede mogliche Beobachtung ) zu derselben parametrisierten Familie von Verteilungen
gehoren, nennt man die Verteilungen konjugiert, a(9)dd ist dann eine konjugierte Vorbewer-
tung / ein konjugierter Prior.

Es gibt viele ,klassische* Beispiele dazu, fiir einen kleinen Eindruck siehe die folgende

Tabelle:

o) [ a) | 72(9) |
Bin(n,?) | Beta(u,v) Beta(u + z,v+n—x)
Poi(¥) | Gamma(a,v) Gamma(a+ 1,v+ 1)
N(@.1) | Nuood) | N (8 +5).(5+1)7)

Ein ,allgemeines” Bauprinzip hierfiir stellen exponentielle Familien dar: Sei

t(I) = (tl(x)v s 7td(x))
eine d-dimensionale Statistik und ¢ = (¥1,...,9,) ein d-dimensionaler Parameter, wir be-
trachten eine exponentielle Familie bzgl. der Statistik 7" = ¢(X),

p(9,2) = h(x) exp (9-#(x) - b()) = h(=) exp ( ;ﬂiti(:p) -b())
mit dem Ansatz

a(¥) = a,,(¥) = Z(n,v) exp (7} T - 1/b(19))

(wobei = n = (n1,...,m4), v >0  Hyperparameter” sind und Z(n,v) eine geeignete Normie-
rungskonstante, so dass [y a(9)dd = 1) findet man

) - D) (00T b)) exp (9 1x)" b))
x Jo () p(V', ) d’ Joexp (77 (9T - z/b(f}’)) exp (19/ ()T - 5(19/)) v
Cexp (9 (n+ ()T - (v+ 1)b(D))
= f@exp(ﬁl‘(77+t(x))T—(V+1)b(19'))d19’
= Z(n+t(x),v+1)exp (0 (g +t(x))" = (v + 1)b(D)) = Apray e (9)

Beachte: Zu einer exponentiellen Familie beziiglich einer d-dimensionalen Statistik gehort

eine konjugierte Familie mit d + 1 Hyperparametern.

SPierre-Simon Laplace, 1749-1827; zitiert nach Kersting & Wakolbinger, Elementare Stochastik, 2. Aufl.,
Birkh&user 2010, S. 127
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Zu Jeffreys-Priors

Eine prinzipielle Schwierigkeit (oder je nach Standpunkt auch: Chance) der Bayes-Statistik
ist die Rechtfertigung der a priori-Verteilung. Gelegentlich wiinscht man, eine moglichst
,neutrale” oder ,,uninformative* a priori-Verteilung zu wéhlen, um die Daten ,,moglichst fiir
sich selbst sprechen zu lassen’ Ein naheliegender Gedanke dazu kénnte sein, a(9)) = const
zu wéhlen (ein ,flacher Prior). Eine Schwierigkeit dabei ist allerdings, dass die ,,Flachheit*
von der Parametrisierung abhéngt (beispielsweise kann man in exponentialverteilten Be-
obachtungen entweder die Rate A oder den Erwartungswert 1/A als Parameter auffassen,
und diese — logisch dquivalenten — Wahlen sind durch eine nicht-lineare Transformation der
Parametermenge(n) verkniipft).

Ein systematischer Vorschlag geht auf H. Jeffreyd®|zuriick: Wir betrachten den 1-dimensio-
nalen Fall © ¢ R (ein Intervall), das a priori-Maf} sei p(dv) = a(9) dd mit

() = c(1(9))"* (1.23)

(mit einer geeigneten Normierungskonstanten c), wobei

I(¥) =Ey [(8619 log p(¥, X)) ] /{; —(%pp(if,;))) dx = [ (6819 log p(9, l‘))( p(V, m))

02 0?
= [ (&92 log p(¥, x))p(ﬁ x) dx + Randterme = -E, [8192 log p(¥, X)]

nehme an =0

die Fisher-Information [an der Stelle ] ist (wir hatten sie bereits in Satz |5 betrachtet).

Sei eine (bijektive und geniigend glatte) Umparametrisierung ¢ : © - = ¢ R gegeben und
¢ = ¢(¥9) der neue Parameter. Dann hat ¢ die a priori-Verteilung p o p~! mit Dichte

a¢™(9))
)
(denn mit Substitution & = () < ¥ = ¢~ 1(§) ist @(B) = u(gpfl(B)) = fw_l(B)a(l‘}) di =
[, @(€) de fiir B c =),

Dann ist @(&) = E’(T (& ))1/2 mit einer geeigneten Normierungskonstante ¢ und

a(é) = = a0 (©))(¢™)'(©)

7€) = B [ 53 o876, )

(der Fisher-Information [an der Stelle ¢ in den neuen Koordinaten)).

Man nennt die a priori-Verteilung (1.23) den Jeffreys-Prior. Es kann vorkommen, dass
(1.23)) ein unendliches Maf} auf © ist (ein sogenannte uneigentliche a priori-Verteilung), aber
trotzdem 7, () d zum Wahrscheinlichkeitsmafl normierbar ist.

6Sir Harold Jeffreys, FRS, 1891-1989; publiziert in H. Jeffreys (1946), An Invariant Form for the Prior
Probability in Estimation Problems. Proceedings of the Royal Society of London. Series A, Mathematical
and Physical Sciences. 186(1007):453-461
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Beweis. Es ist

2 I5(¢,x)\2
7(¢) = fg(a%logﬁ(g,x)) pea)de= | (%) P&, v) do

0 1y 2 1
=fQ(%P(19;$)|ﬂ=¢,_1(£)'(SO )(5)) mdx

= (@) [ (55108000, ) 27 (@), 2)dr = (7€) (7€)

und damit

1/2

(&) = ca(™(9)) - ()(©) = (I () (71)'(&) = «(T(9))
]

Im multi-dimensionalen Fall ¢ = (¥4,...,9,) € © € R? ist die Fisher-Informationsmatrix

1(9) = (I;;(9)){,., gegeben durch

2

1,(9) = Ey [( 9 1ogpw,x>)(%1ogpw7x>)] - E, [ 2 tog p(0.X)

und die Dichte des Jeffreys-Priors durch

1/2

a() = c( det 1(19))

(wie man mittels analoger Rechnungen mit d-dimensionaler Transformationsformel zeigen
kann).

Bayes-Analoga zu Konfidenzintervallen und Tests

Das Bayes-Analogon zum (frequentistischen) Konfidenzintervall ist ein ,Kredibilitdtsinter-
vall* (auch ,,Glaubwiirdigkeitsintervall“)

C(a) = {0 m(9) > ¢}

bei Beobachtungen x (wobei wir ¢ so wihlen, dass m,(C(x)) > ~ fiir ein gegebenes Niveau
ve(0,1) ist.

Analog kann man fiir gegebene Zerlegung ©qU0; = © die a posteriori-Verteilung , befra-
gen®, welche ,Hypothese* plausibler ist:

entscheide fiir ©;, falls 7,(0;) > 7,(01_;)
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Kapitel 2

Lineares Modell

Erinnerung (lineare Regression). Nehmen wir an, die Beobachtungen bestehen aus n Mess-
wertpaaren (x;,v;), i = 1,...,n (Werte in R?) und wir vermuten aus theoretischen Griinden
einen zumindest ,ungefdhren® (affin-)linearen Zusammenhang, d.h. bei ,perfekter* Messung
und ,,perfektem*“ Zusammenhang gélte

yi = Bo + Br;

fiir gewisse (uns unbekannte) Zahlen 5y und f.
(Ein , Lehrbuchbeispiel: y; ist die Lange einer Stahlfeder bei Zugbelastung mit Gewicht
x; innerhalb des Giiltigkeitsbereich des Hooke’schen Gesetzes.)

Aufgrund beispielsweise von Messungenauigkeiten (oder womdoglich auch weil der linea-
re Zusammenhang in Wirklichkeit nur approximativ gilt) werden die realen Datenpunkte
typischerweise nicht auf einer Geraden liegen.

y

Formulierung als statistisches Modell: xq,...,z, seien feste (bekannte) Werte (x ist die
serklarende Variable®), fiir ¥ = (o, 51) € © = R? sei unter Py

Y; =B+ B+, i=1,...,n mit g uiv. mit E[g;] =0, Var[g;] = 02

und wir fassen die beobachteten y;-Werte als Realisierungen der Y; auf (y ist die ,abhéngige
Variable“ oder , ZielgroBe®).
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Ein naheliegender Ansatz, ¢ = (g, 51) zu schitzen, ist der kleinste-Quadrate-Schitzer:
Finde BO, ’ﬁ\l so, dass

n

i(%— (30+Z3\137i))2 = min_ > (y; - (50+51$i))2 (2.1)

i-1 (Bo,B1)eR?

Die Gerade =~ By + Bz heifit dann auch die Ausgleichsgerade und man nennt

Ty =Y~ (Bo + B\lxz)

das Residuum zum i-ten Beobachtungswert (der ,Rest” der Abweichung, die von dem Modell
(nur) durch den ,Rauschterm* erklart wird).
Mit

1xn _ 12 _ 1& — —
2. EZ(%—JE)% 7, ::EZ(yi_y)Qu COVz,y’_gz ~7) (i -7)
i=1

(covy,, ist die ,empirische Kovarianz® der - und der y-Werte) schreibt sich die Losung als

~  COVgy
1 = —

(man sieht daran insbesondere, dass die Ausgleichsgerade durch den Schwerpunkt (7,7) der
Datenpunkte geht).
Zur Formel (2.2)): Es ist

%Zn:( — (Bo + P1;) )2 _ %i((yi—y) - Bi(z; —T) + (y_ﬁo_ﬁ@))z
=1 =1
LS (m-a D) 20+ L5 -5 a7
=1 iz
2
- = 28cove, ot (7 i) =0 = 0 (= ) (- )

was offensichtlich fiir die Wahlen (3, = B\l, Bo = B\o aus (2.2) minimal wird.

Alternativ kann man Y}, (y;— 80— 512;)? nach 51 und Sy ableiten und jeweils die Ableitung
= (0 setzen.

Der Wert des Minimierungsproblems in (2.1 ist o7(1 - 2 ,) (und dies zeigt: man kann
Y anhand einer affin-linearen Funktion von X mit um den Faktor 1 -3 , kleinerer Varianz
,vorhersagen* als mit der ,besten“ Konstante E[Y]).

COVyy

Kay '
Y o0,

ist der (empirische) Korrelationskoeffizient, auch Pearsons Korrelationskoeffiziend]l] (stets gilt
-1 < Ky, < 1, nach Cauchy-Schwarz-Ungleichung).

nach Karl Pearson, 1858-1936
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_ .2
R—/-%y

nennt man auch das Bestimmtheitsmafs. Je naher R? an 1 liegt, um so besser passt die lineare
Approximation der y-Werte durch die z-Werte. Das sieht man auch gut an der alternativen
Formel n vy 0

R- i (Ti =) -1 2ic1 I

Yie1(yi =) Yie1(yi =)
Ubrigens: Wenn man zusitzlich annimmt, dass die ¢; w.i.v. ~ A'(0,02) sind, so ist der
kleinste-Quadrate-Schétzer hier auch zugleich der Maximum-Likelihood-Schétzer (siche Un-
terkapitel ,,Das normale lineare Modell“, Seite [53| unten).

Beispiel (Lineare Regression mit R). Rs cats-Datensatz (aus R.F. Fisher, Biometrics, 3,
65-68 (1947); wir betrachten nur die 97 Kater):

> data(cats, package="MASS"); attach(cats)

> koerper <- Bwt[Sex=="M"]; herz <- Hwt[Sex=="M"]
> modell <- lm(herz ~ koerper)

> summary (modell)

Call:
Im(formula = herz ~ koerper)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-3.7728 -1.0478 -0.2976 0.9835 4.8646

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) -1.1841 0.9983 -1.186 0.239
koerper 4.3127 0.3399 12.688 <2e-16 **x
Signif. codes: O “kxk? 0.001 ‘xx’ 0.01 ‘x’ 0.05 ¢.” 0.1 ¢ > 1

Residual standard error: 1.557 on 95 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.6289,Adjusted R-squared: 0.625
F-statistic: 161 on 1 and 95 DF, p-value: < 2.2e-16

Wir werden die Bedeutung dieser Ausgaben unten genauer anschauen. Fiir den Moment
betrachten wir das Ergebnis grafisch:

> plot(koerper, herz)
> abline(modell$coeff, col="red")

46



20
1

18
Il

herz

2.0 25 3.0 3.5

koerper

Der allgemeine Rahmen

Modellvorstellung: In einer ,,Population® besitzt jedes Individuum/Objekt einen (reellen)
y-Wert (,ZielgroBe) und p (reelle) z-Werte xy,...,z, (p ,erklirende Variablen®).

Seien ((Xl, . ,Xp),Y) die Merkmale eines (zuféllig) aus der Population gezogenen In-
dividuums.

Wir nehmen an, dass fiir die Verteilung von Y, gegeben beobachtete (oder je nach Situation
auch von uns vorgegebene) Werte (Xi,...,X,) = (z1,...,7,) gilt

EglY|(X1,....X}) = (z1,...,3p)] = fray + - + By

und
Varg[Y | (X1,...,X,) = (21,...,2,)] = 0?

fiir einen Parametervektor B = (f,...,5,)T und ein 02 > 0.

Der Einfachheit der Formulierung halber integrieren wir hier den Parameter fiir einen
konstanten Wert (,,Achsenabschnitt) in das Modell, indem wir annehmen, dass fiir eine der
erkldrenden Variablen =1 erfiillt.

Gegeben seien n Beobachtungen, zur i-ten Beobachtung gehort y; (beobachteter Wert
der Zielgrofle) und x;1,2;2,...,2;, (Werte der p erklirenden Variablen), wir interpretieren
diese als n unabhéngige Realisierungen von ((X 1o Xp), Y) und schreiben

Yi = B1xin + o+ BpTip €

mit ¢; (Realisierungen von) unabhéngige(n) Zufallsvariablen mit E[g;] = 0, Var[e;] = 02, wobei
wir das ,,wahre* 3 und das ,, wahre* o2 nicht kennen.
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Lineares Modell in Matrix-Schreibweise n Beobachtungen, zur i-ten Beobachtung

gehort y; und ;1,2 9, ..., 2;, (und wir denken n > p),
P
yi= ) wigfi+en, i=1....n (2.3)
j=1
zusammengefasst
y=XpB+e (2.4)
mit
Y1 Tl T2 o Tip B
Y2 T21 T22 ... Tz B2
y= : , X = : : . :p ! B - :
Yn xn,l In,Z xn,p Bp
e=(eq,... ,en)T, wobei
E[e;] =0, Var[g;] =02 (2.5)
und die €1,...,&, unabhingig (bzw. fiir L2-Theorie geniigt: paarweise unkorreliert).

X ist die ,Designmatrix“ (die i-te Zeile gehort zur i-ten Beobachtung, die j-te Spalte
beschreibt den EinfluB des Parameters £3;).

Fiir Identifizierbarkeit nehmen wir an, dass die Spalten von X linear unabhéngig sind
(d.h. X hat Spaltenrang p und somit insgesamt Rang p). Andernfalls gébe es ein k., so dass
Spalte .k, = ¥}, M. fiir gewisse Ay mit 3., |Ax] > 0 erfiillt. Die Parametervektoren 3
und B’ =B +ep, - 2} .1, M€y filhrten dann auf dieselben Beobachtungen:

p p p p
yi = Z%jﬁ} té&i = in,jﬁj +t Tik, — Z Aeig + & = Zﬂﬁz‘,jﬁj +0+e =y, i=1...,n
J=1 Jj=1 ktky j=1

Kleinste-Quadrate- Ansatz

Sei n > p (wir denken an n > p), gegeben beobachtetes y und bekannte/beobachtete Desi-
gnmatrix X . Typischerweise besitzt das lineare Gleichungssystem

y=Xp
(aufgefasst als Bestimmungsgleichungen fiir die ;) keine Losung.

Kleinste-Quadrate-Schétzer (“least squares”)
Brs = argmin {y - X [} (2.6)

Beobachtung 25 (Berechnung des kleinste-Quadrate-Schitzers). X habe (maximalen)
Rang p, d.h. die p Spalten von X sind linear unabhiingig. Dann hat die p x p-Matrix X*X
vollen Rang p, ist insbesondere invertierbar, und der kleinste-Quadrate-Schétzer ist

Brs = (X'X)"' X"y (2.7)
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Beweis. XX hat vollen Rang: Falls
X'Xc=0 fiir ein c e R? \ {0}
gilte, so wire | Xc|? = " X X c =0 im Widerspruch zur Ann., dass X Rang p hat.

Zur Form von B;q: Sei

L={Xn:neRP}cR"

der Spaltenraum von X, II; : R® — L die orthogonale Projektion auf L, fiir y e R™ ist I,y
ist durch die dquivalenten Eigenschaften (i), (ii) und (iii) charakterisiert

(i) Mey e L und |y - T y[3 < minjy - w3
(ii) Hpye Lund (y-Tpy) L L
(iii) Mpy € L und u”(y -1 y) = 0 fiir alle w aus einer Basis von L <= X' (y -1l y) =0
Nun ist fiir y € R™
X(X'™X)'X™yeL und X'(y- X(X"X)'XTy)=XTy-X"y=0
also Iy = X(XTX)1 X%y und somit erfiillt B;q = (XTX)1X Ty aus die definie-
rende Eigenschaft . O

Bemerkung. Man kann Beob. [25| auch analytisch einsehen: Die ,Zielfunktion®
n " 2
B 1(8) =1 (- Xy wialh)

ist quadratisch, das Gleichungssystem

a L D 2 L D ! .

a—ﬁkiﬂ (yi— j:lxiyjﬁj) ——2;(%— j=1 fL‘iJﬁj){Ei,k—O fU_I‘ k— 1,...,p
ist in Matrixform geschrieben dquivalent zu den ,,Normalgleichungen®
Xy=X"Xp

Diese bestimmen die Losungsmenge {BLS} auch in dem Fall, dass X7X nicht invertierbar
ist.
T : 0?
(Beachte: Die Hesse-Matrix (Wf(ﬂ))w:1
von B ab und] ist [iiberall] positiv [semi-]definit).

t - (i fﬁz’,ﬁi,k)i -1 = X'x [héngt nicht

BLS der kleinste-Quadrate-Schétzer aus (2.7)),
= XPBs = X(X'X) " X"y

die angepassten Werte der y-Beobachtungen (“gefittete” / angepasste Werte), X (X7 X)1 X7
die ,,Hut-Matrix*®,

r=y-9 (=y-XBs)
sind die / ist der Vektor der ,Residuen“ (die Abweichungen der Beobachtungen vom Modell,
sozusagen der ,unerklirte Rest®).
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Satz 26 (Satz von Gauf-Markov). Im linearen Modell (mit unkorrelierten, zentrierten e
mit derselben Varianz o2 ) gilt

1. Der kleinste-Quadrate-Schdtzer BLS st erwartungstreu fir 3, d.h. E(ﬂ,UQ)[ELS] =B (fir
jede Wahl des ,wahren 3).

2. 7 :RP > R eine lineare Kenngrifle von B (d.h. 7(B) = '3 fir ein ¢ € RP, 2.B.
7(B) = B1), dann ist 7= ¢ Byg erwartungstrever Schitzer fiir 7(8) und hat unter allen
erwartungstreuen linearen Schétzern fir T(3) die kleinste Varianz.

3. Weiterhin ist

L Irl ly-XBisl ly-Thyl lyl3- IMyl3
n-p n-p n-p n-p

ein erwartungstreuer Schitzer fir die Varianz o? (der €;).

Beweis. Sei B €RP, o> 0.
1. Es ist

Eon)|y] = E@on[XB+e] = XB
somit nach
E(p.0%)[Brs] = Epon [(X X)X y] = (X'X)'X"XB =1
d.h. ELS ist erwartungstreu.
2. Nach 1. ist E(g,2)[¢TBs] = 7B =7(8), d.h.
¢Brs =" (XTX) ' X Ty = (X(X"X) '¢)y = aTy

ist erwartungstreu.
Sei S := b’y ein weiterer erwartungstreuer Schitzer fiir 7(3), d.h.

7(B8) =E,[S]=b"XB fiir jede Wahl von 3 e RP
Folglich gilt fiir jedes 3 € R?
0=Ep,2)[S]-Epor[c Brs] =b"XB-a"XB=(b-a)"Xp
d.h. (b-a) L L, wegen a € L daher
a =11;b, insbesondere HaHz < Hsz
Somit

Var(s o[ ] = Var(goz) [ Bys]

=Egon|(0"y-b"XB)" - (a"y - a’ X B)"] = B o) [ (b (y - XB))" - (a” (y - XB))']
=E(3,2) [(st)2 - (aTe)Q] = E(ﬁvgz)[bTesTb - aTseTa] = bTE(ﬁ,(ﬂ) [esT]b - a"E .2 [ssT]a
=0*(b"b-a"a) = ([b]; - |a];) >0
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3. Sei uy,...,u, eine Orthonormalbasis von L, ergdnze zu ONB uy,...,u, von R". Mit
1 0
Uy U ... Up

ist I, =0 o" (2.8)

0 0
(wobei die Diagonalmatrix p Einsen auf der Diagonale besitzt) die Darstellung der Projektion
auf L in Koordinaten. Setze

£:=0"¢
Damit ist
(n-p)g* = ”X,B-FEI—HL(Xﬂ-Fé’)Hz = He—HLeHz
- |o=-0D0" 0%’ - |0z - ODF|’ - |& - D&’ - zg
i=p+
und mit

E(ﬁJQ)I:gk:I = E(ﬁ,[ﬂ) [ zn: OikOjkEigj] = 02 zn:OszZk = O'2 zn: Osz]Z; = UQ(OOT)M' = O'2
=1 i=

t,5=1

folgt die Behauptung. O]

Beobachtung. Die Kovarianzmatrix von By g = (BLSJ, o 7BLS,p)T ist
Covgp2[Brs] = o*(X"X)™ (2.9)

Insbesondere ist die Varianz von BLSJ gleich o2((X"X)™1),;, der ,Standardfehler von BLS,j
ist gegeben durch \/’JTQ(((XTX)‘l)jj)1/2

Weiter ist die Kovarianzmatrix des Residuenvektors (mit

H=(hij),=X(X'X)'Xx"

der ,,Hut-Matrix“)

Covg,e[r] = Covg e[y - Hy| = (I - H)Covg,2[y|(I-H)" =oc*(I-H)(I- H)"

=0 (I-H-H"+HH")=0*(I1-H)

Man betrachtet daher gelegentlich auch die standardisierten Residuen v' = (ry,...,r})T mit

i .
7l — 1=1,...,n

/T hy
(diese sollten Streuung ~ 1 haben, h;; heifit auch die “leverage” oder der ,,Hebelwert* von
Beobachtung 7).
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Beweis. Allgemein: Es ist
Cov(gor)[y] = Epon [ (y - XB)(y - XB)"] = 0°E(go2)[ee” | = 0’1

und fiir eine n x n-Matrix M ist

Cov(go2) [ My] = Cov(g 2y [Me] = E g2 [(Ms)(Ms)T] = ME g2 [s ET]MT =c?MM7T

Mit M = (X*X)1 X" in obigem ergibt sich

Cov(gon[Brs] = o2(X X)X ((X"X)'X7)"
- 2(XTX) I XTX((XTX) ) = 2((XTX) 1) = 02(X7X) !

O

Bemerkung. Man kann mittels (2.9) auch die Konsistenz des LS-Schétzers zeigen (fiir
n — oo bei festem p) Sei X ™ und y(™ Designmatrix und Beobachtungsvektor zu n Beob-
achtungen (jeweils mit w.i.v. Storgrofen ¢;) und es gelte tr((X("))TX(")) — 0 fiir n > oo,
—~(n —~(n P o —=(n

B(LS) der zugehorige LS-Schétzer. Dann gilt ,B(LS) ©) B3 fiir n - oo, denn E(ﬁp?)[ﬁ(Ls),j] =0,

und Var(gﬁz)[B(Lg)’j] - 0.

Definition und Beobachtung (RSS und Bestimmtheitsmaf). Man nennt

die Residuenquadratsumme oder “residual sum of squares”.

Mit := 1 ¥ y; nennt man

(S wi- D@ -7))

R? = — — T 2.10
Y (i —Y)? - X (Ui - v)? ( )
das Bestimmtheitsmafs.
Es gilt
no(m )2
R2 _ Z'L:l(yl y) =1- RSS (211)

B i (i —7)? B Y (yi —y)?

(2.11)) zeigt, dass die durch die Regression angepassten Werte den Anteil R? der Variabilitét

[Varianz] der Beobachtungswerte (y;)i-1.n nerkldren®.

-----

Zum Beweis von ((2.11)): Es ist (y —9) L L, und da eine der Spalten von X =1 ist, gilt

n

Zyi = Z@\z
i=1

=1
Wegen 9 € L gilt auch (y -9)7g =0, also

79=9 (7 -y+y)=79'y
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und

(wi-0*-@-9%) =2 (W -7)=y"y-79=y"(y-9) = (y-9)"(y-7) =RSS

n n
i=1 i=1

Andererseits ist auch
W@ -7 =(y-7)" G-y =(y-g+5-71)" (¥-71) = (T-71)" (¥ -71)
i=1

-3 @77

~

Insgesamt folgt

R2 - ( Y (T - @)2)2 _ i (T - 9)? _1- RSS
Yy =) YL@ -v)? Xl (vi-v)? Yic (i —v)?

Bemerkung. Man betrachtet auch das angepasste / adjustierte Bestimmtheitsmafl

R2-1- (Z?=1Tz2)/(n_p) _ _n—l RSS
(Sh-9)/(n-1)  n-pEiiy-)?
(bei dem in Zahler und Nenner jeweils durch die ,korrekte Anzahl Freiheitsgrade* normiert

wird).

Das normale lineare Modell

Wir modellieren die Beobachtungen y = (y1,...,y,)7 wie in (2.3H2.4)) via
y=XpB+e

Wir nehmen nun zusétzlich an, dass die &; w.i.v., ~ N(0,0?) sind.

Gegeben X (und festes 3 € RP, 02 >0) hat y = (y1,...,y,)" dann die Dichte
[1Cr0?) ™2 exp (- (i - (XB))*/(20%)) = (2m0%) " exp - |y - XBI3/(20))
i=1

Demnach ist BLS auch der Maximum-Likelihood-Schétzer fiir 8 und es ist
_ ~ 2
Ul%/[L = Hy - X:@LSH2/n

(denn g log p((B,v):9) = 5( - 5logv — |y - XB[3/(2v)) = 55 + &3ly - XBJ3 =0 =
v=y-XB|3/n).

Beobachtung 27 (Verteilungseigenschaften im normalen linearen Modell). 8 € RP ;o > 0,
unter P(g .2y gilt:

1. Big~N(B,02(X"X)7?)

2. P52 ist x2_,-verteilt und unabhingig von Bis.
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3. 0—12HX(BLS - ,B)Hz = 5|y - E(ﬁ’az)[y]H; ist x2-verteilt und unabhéngig von G2, ins-
besondere

| XBis-B)|;

po?

~ Fisher(p,n - p)

4. H c L linearer Teilraum von L, dim H =r <pund X3 € H, dann ist #HHLy—HHsz ~
Xa-, und unabhéngig von G2, insbesondere ist

My - Tyl -r)  |XBus - Tayl;
ly-Toy[yin-p) @17

~ Fisher(p—r,n-p)

I8

X
i
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I

&

xr

Abbildung 2.1: Darstellung der Projektionen eines Punktes X im R3 auf H ¢ L c R3, L ist
dabei die Ebene, die durch das Rechteck L dargestellt werden soll und H der Unterraum,

der von der blauen Geraden aufgespannt wird.

Beweis von Beob. [27. Es gilt (mit dem Satz von Pythagoras)
ey ~Tayll, = ], - [y, = |y - Wy, - v - ey

und

2 2 2
ly -y, = |y, - ey,

1. BLS ist p-dimensional normalverteilt (als affin-lineares Bild des multivariat normalver-

teilten &), wie oben berechnet ist
E(ﬁ«r?)[BLs] =0, COV(3,02)[BLS] =o?(XTX)™

2. Sei0.B.d.A. uy,...,u, eine ONB von R® mit H = span(u1,...,u,), L =span(uy,..., us);
setze (wie im Beweis des Satzes von Gaufi-Markov, Satz

UL Uy ... Up

O =

dann ist € ~ N (0,02)®".

=l Tl = Sle el 50 2 -
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3. %HHLy - XﬁHz = gpgﬁ ~ XZ% und ist unabhéngig von 72.

1 2 _ 1 2 1
4. ;HHLy—HHny;HHLE—HHEHQ:;'Z

g7 ~ x5_, und unabhiingig von 52,
i=r+1

Korollar 28 (Konfidenzbereiche). Sei a € (0,1).

1. Cp,, = {(BeRP: | X(B-Bis)|2 < T2 fonpia) ist ein Konfidenzbereich fir B zum

Sicherheitsniveau 1 — o, wo fpn_pi-a = (1 —a)-Quantil der Fisher,,_,-Verteilung.

2. 7(B) =B (mit einem ¢ € RP) ein lineares Parametermerkmal.

C (ELS) = (CTBLS - 5\//0-T2, CTBLS + 6\/?5),

mitd = CT(XTX)‘lctn_m_% und typi-s = (1-5)-Quantil der Student-T- Verteilung
mit n — p-Freiheitsgraden, ist ein Konfidenzintervall fir T(8) zum Sicherheitsniveau
1-a.

3. Cse = (in_p 72, XQ"_p 82) ist ein Konfidenzintervall fir o zum Sicherheitsniveau
nfp,lf% nfp,%

1-«, wobei X721—p o das af2- und X721—p Lo das (1 - a/2)-Quantil der x2-Verteilung mit
D) ’ 2
n —p Fretheitsgraden ist.

X _a 2
” (/6 AQ/GLS)HQ - Fisher(p,n—p) v

Beweis. 1. Unter P(g 52y ist
PO

3 T CTBLS -c'B
2. 7 =c"Bg ~ N(c'B,0%c" (X" X)e), also Z* := ~ N(0,1), also
Vo2l (XTX)1e

Z*

\/ 0202

T :=

~ Student(n - p), folglich

P.on)(Cra g # €B) = Paor)(IT] > tnpr-s) = a

2 =P o N=P 9\ _ 2 N—D_o o ~
3. ]P)(ﬂaUQ)(U B (X2 . g, X2 N g )) - ]P)(ﬁ,GQ)(Xn—p,% < o2 0" < Xn—p,l—%) =1-«
n=p,1-5 n—p,3

Korollar 29 (Tests im normalverteilten linearen Modell). Sei o € (0,1).

1. (t-Test fiir ¢'B =19, bzw. < oder >)
Der Ablehnungsbereich

3 ~ Ty -
{|cTﬂLS - 7'0‘ >tnpi-g \/0'2CT(X X) 1c}
definiert einen Test von Hy:c'B =1y gegen Hy: '3 + 19 zum Irrtumsniveau c.
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Analog definiert

{CTBLS —To z tn—s,l—a\/EQCT(XTX)_IC}

. . ., >
einen (einseitigen) Test von Hy:c'B _ 19 gegen Hy: ' . 70

[AYZRRVAN

2. Sei H € L linearer Unterraum, dim H =r < p,

_n-p |y -yl
P=r |y -yl

H,L

Der Ablehnungsbereich
{FH,L > fs—r,n—s;l—a}

mit fp-rn-pi-a = (1 — a)-Quantil der Fisher,_, ,_,-Verteilung definiert einen Test von
Hy: XBe€H gegen Hi : XB ¢ H zum Niveau «.

3. Sei vy > 0. Der Ablehnungsbereich

{(n_p)a-\2 Z UOX%—p,l—a}

> .
v zum Niveau c.

vg gegen Hy :o? g

definiert einen Test von Hy : o

vV N

Beweis. Wir betrachten exemplarisch (ii): Fiir jedes (8,0%) € Hy ist Fy unter Pg,2)
Fisher,_, ,_p-verteilt, demnach gilt

]P)(,B,O'Q)(FH,L > fs—r,n—s,l—oz) =Q

Beispiel: Groflen von Vitern und S6hnen

Den Begriff ,Regression” hat Francis GaltonP| gepriigt, wir betrachten dazu ein Beispiel, siehe
die Folien Pearsons_Vaeter_Soehne.pdf.
Der (klassische) Datensatz ist in einem R-Paket aufbereitet:

# K. Pearsons Daten ueber die Groesse von 1078

# Vater-Sohn-Paaren (jew. in Inches), zitiert nach dem
# R-Paket UsingR, data(father.son)

> 7father.son

father.son package:UsingR R Documentation

Pearson's data set on heights of fathers and their sons

2Francis Galton (1822-1911, engl. Wissenschaftler); siehe auch den Artikel von Robert Langkjaer-Bain,
The troubling legacy of Francis Galton, Significance 16, Issue 3, June 2019
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Pearsons_Vaeter_Soehne.pdf

Description:
1078 measurements of a father's height and his son's height.
Usage:
data(father.son)
Format:
A data frame with 1078 observations on the following 2 variables.
fheight Father's height in inches
sheight Son's height in inches
Details:

Data set used by Pearson to investigate regression. See data set
‘galton’ for data set used by Galton.

Source:
Read into R by the command

‘read.table("http://stat-www.berkeley.edu/users/juliab/141C/pearson.dat",sep="
" -117,

as mentioned by Chuck Cleland on the r-help mailing list.

Bemerkung (,Riickkehr zum Mittelwert im Licht der zweidimensionalen Normalvertei-
lung). Sei (X,Y") bivariat normal mit E[X] = py, Var[X] = 0%, E[Y] = uy, Var[Y] = 0},
Cov[X,Y] = poxoy (mit Korrelationskoeffizient p € (-1,1)), dann hat (X,Y") die gemeinsa-
me Dichte

) 1 b ex)? ) o)) (Yo )?
@X’Y(Ly)_%mxay\/l——p?ex ( 2(1‘,02)( 3 ’ 2 ))

Ox Ox0Oy Oy
und X hat Dichte

1 X — X2
ox(z) = Uxmexp(_%)

also hat Y, bedingt auf X =z die Dichte (vgl. auch Bem. [A.1.8))

fortry) 1 (_(y—uy—pwy/axxx—ux)f)
fx(x) V2moi(1-p?) P 202 (1-p?)
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d.h. gegeben X =z ist Y normalverteilt mit
E[Y | X = 2] =py +p(oy/ox)(z - pux), Var[Y|X =z]=0¢(1-p%)

Insbesondere ist E[Y | X = 2] - py = p(oy/ox)(z - px), fir 0< p <1 und ox » oy sehen wir
also: E[Y | X = x] — puy hat dasselbe Vorzeichen wie = — ix, aber um den Faktor p kleineren
Betrag (was die von Galton beobachtete ,,Riickkehr zum Mittelwert” zeigt).

Erginzung (weitere Korrelationsmafie). 1. Gegeben n Beobachtungs-/Wertepaare (x;,y;),
ry,i der Rang des i-ten z-Werts (wir ,teilen“ die Rédnge im Fall von Bindungen, d.h. r,; =
#{j#ix; <xi}+ 1/(#{]' £i:0;= xl})), analog r,; der Rang des i-ten y-Werts. Dann ist
Spearmans Rangkorrelationskoeffizient

T mT(mT)
( Yy (e — 71)2)1/2( i Ty = Fy)Z)l/Q

(Te =n Y rei = (n+1)/2 ist der ,mittlere z-Rang® und ebenso 7, = (n+ 1)/2). Zumindest

2 2
: : : 1 n = \2 _ 1 n 2 n+l _1 n+l _ n“-1
im Fall ohne Bindungen ist = 3" (re: = 72)? = 5 XLy 17, - (= ) D IRE A (—2 ) = i

[dies ist die Varianz der uniformen Verteilung auf {1,2,... ,n}] und darmt

% Z?:l(rz,i - F:1:)(7'31,1‘ - Fy)
(% ?1(73” _FI)Q)I/Q(% Z?:l(ry,i - Fy)2)

12 n+1
;Twzry, _1)< 2 ) n(n2 erz yz_

Demnach ist fiir Testzwecke pg dquivalent zu Y1 74 7y ;.

pPs =

1/2

3(n+1)
n-1

n(n2

Wenn wir annehmen, dass die x-Werte und die y-Werte n Realisierungen des zufalligen
Paars (X,Y"), dessen Koordinaten unabhéngig sind mit stetiger Verteilung, so ist

n

n
ZrmryngiSi
i=1 i=1
mit (51,59, ...,5,) ~ Unif(S,,) einer uniformen Permutation von 1,2, ... ,n : Sortiere im Geis-
te die Paare geméafl wachsendem z-Rang, dann bilden unter der Unabhéngigkeitsannahme
die zugehorigen y-Rénge eine rein zufillige Permutation; man kann daraus kritische Werte
konstruieren, fiir kleines n durch explizites Abzéhlen, fiir groflere n durch Approximation
(vgl. R-Hilfe zu cor.test).

R fiihrt dies mittels cor.test(x,y,method=’spearman’) aus.

# Aus Hartung-Elpelt, Kap. III.2.1, Tabelle 11:

x <- c(19,12,18,16,26,15,27,23,20,21,19,15,17,15,21,16,23,17,14,18,17,19)

y <- ¢(103,119,124,133,1565,112,108,103,90,114,120,100,109,112,157,118,113,94,106,109, 141
cbind(x,y)

plot(x,y)

> cor.test(x,y,method='spearman')

Spearman's rank correlation rho
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data: x and y
S = 1610.1, p-value = 0.6877
alternative hypothesis: true rho is not equal to O
sample estimates:
rho
0.0908323

Warnmeldung:
In cor.test.default(x, y, method = "spearman")
Kann exakten p-Wert bei Bindungen nicht berechnen

2. Ahnlich definiert man Kendalls 7 (Kendall’scher Rangkorrelationskoeffizient )

1 . :
T=75 Z Slgn(xj - xz’)&gn(yj - yl) = n
(2) 1<i<j<n (2)

Anz. konkordante Paare — Anz. diskordante Paare

In R: cor.test(x,y,method=’kendall’) . Zu Variationen, Umgang mit Bindungen, etc.,
siehe auch [HE07, Kap. 111.2.2].

2.1 Beispiel Varianzanalyse

Gegeben n = ny +ny +---+ng Beobachtungswerte in s Gruppen der Groflen ny,no, ..., ng, wir
nehmen an

yi,kzﬁi"'gi,ku z'=k‘,...,ni, i:17...,S

mit 5; € R (dem mittleren Effekt in der k-ten Gruppe) und &, u.i.v. ~ N (0,02%), 02 > 0.

Formulierung im Rahmen des linearen Modells:
Y = (le,h}/l,?) s 7}/1,7117}/2,1’ s 7}/2,7127 cee 7YS,17 cee 7YS,nS)Ta IB = (517 s a/62)T e R®

mit Designmatrix

10 0
10
0 1
X=|:1

0 :

: 0

I 1

0 0 1)

wobei in der ersten Spalte n; viele Einsen stehen, in Spalte 2 ny viele Einsen stehen, usw.;
damit ist

Y =XpB+o0¢

29



mit € ~ N (0,1)®". Der Spaltenraum L c R von X, ist offenbar s-dimensional.

Man nennt die s verschiedenen ,,Gruppenindizes” 1,2, ..., s hier auch ,Faktorstufen“ oder
,Levels* — die Gruppenzugehorigkeit ist eine , kategorielle Eigenschaft“ oder , Faktor*.

Es ist
0 N9
XTX =
: . -0
0 ... 0 ng
und

XTY = (nl?l’., . ,ns?s’.)T

mit 71-7. = ni Z ? dem Mittelwert in der i-ten Gruppe und somit
k=1
.,
T -1 T YZ .
Brs = (X' X)" XY= 7
Yo
sowie
- 2 1 — = = — — = 7|2
) E\|Y =~ (Yier o Y10 Yo Yo Yae o Y 0T
ni ng ;L;
1 s n; . S - 1
= Z (Xi,k - Yi,o)2 = Z - 31'2
=81 k=1 i=1 =S

mit 52 = + Y7 (Xix — Yie)? der (korrigierten Stichproben-)Varianz innerhalb der i-ten

Bemerkung (Varianzzerlegung im Kontext der einfaktoriellen Varianzanalyse). Mit ?.7. =

— Z Z X,k (dem ,,Globalmittelwert) ist

i=1 k=1
T = z;’ T I L LRl
1 —
- H(HY SILY [+ LY - V.- 1)),
also
(n=1)F5; = (n - 8)Tig + (s - )T
mit 54 = . ! I ini(?i7.—7.7.)2 = 81—1”HLY_?'7"1”§ (,Varianz zwischen den Gruppen®)
T =l -

und 7%, := 2 der ,Varianz innerhalb der Gruppen®
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Beobachtung (Konfidenzbereich fiir 3 = (f1,...,5)7). ] Fir a € (0,1) ist
- ~ 18 - N
C:= {/8 = (ﬁlv ce 758)T : g an(ﬁl - Y’i,')2 < 02 : fs,n—s;l—a}
i=1

(WO fsm-si-a = (1 —@)-Quantil der Fisher;,s-Verteilung) ein Konfidenzbereich (oder Kon-
fidenzellipsoid) zum Irrtumsniveau a.

Beweis.

13 —
]P)(ﬁ,az)(c 3 /8) = ]P)(ﬁ,O'Q)(; Z; nz(ﬂz - Yi,-)2 < 82 : fs,n—s;l—a)

Beobachtung (F-Test auf Gleichheit der Gruppenmittelwerte). H = {m-1:meR} c L(c
R™), (d.h. XBe H < [, =[0y=---=f;). Der Ablehnungsbereich

{a\ZG > fs—l,n—s;l—aa\?(}}
definiert einen Test von Hy: 8y =--- = 35 gegen Hy : “nicht alle (; sind gleich* zum Niveau «.

Beweis. Sei 02 >0, 8 € R* mit € X3 € H. Dann ist unter P(g ,2)

g 20.a .

2G _ o2 7G| Pigher, 1, s
2 152 ’

iG 027 iG

]

Beispiel. Fiir ein Beispiel zur Varianzanalyse siehe Folien Beispiel _zur_Varianzanalyse.
pdf und R-Code R-Befehle_ ANOVA.R.

2.2 Zum Problem des multiplen Testens

Beobachtung (Simultane Konfidenzintervalle fiir die paarweisen Differenzen f; - 3; der
Gruppenmittelwerte im Kontext der Varianzanalyse). Im Fall gleicher Gruppengrofien ny =
ng = - = ng kann man folgendermafen fiir alle s(s —1)/2 Differenzen f; — f5; gleichzeitig
giiltige Konfidenzintervalle konstruieren:

Seien Vi,..., Vi wiv. ~ N(0,1), davon u.a. mW?2 ~ x2(m), so ist die ,studentisierte
Spannweitenverteilung® mit Parametern k£ und m (engl. “studentized range distribution”) die

Verteilung von
maxic<k Vi — Milygicr Vi

w
[man kann prinzipiell deren Dichte bestimmen, R kennt TukeyHSD und [plql tukey].
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Beispiel_zur_Varianzanalyse.pdf
Beispiel_zur_Varianzanalyse.pdf
R-Befehle_ANOVA.R

Mit ¢ = 1 — a-Quantil der studentisierten Spannweitenverteilung mit Parametern s und
n—s (=s(ny—1)) ist fiir beliebiges B e R?, 02 >0

— _ 52 _ _ =2
Pooy| Vie-Vie -0\ —<Bj=Bi<Vju-YVie+tq\ | — fiir 1<i<j<s
n ni

- VN2 -1
—...—P(ﬁ’oz)(ar&i};ﬁ/] Vi||VE Sq) -«

mlt ‘/1 = \/nl(?i, - 52)/0'

Angesichts der (abstrakten) Aquivalenz von Konfidenzintervallen und zweiseitigen Tests
hat man damit auch eine Familie von Tests fiir die s(s—1)/2 Nullhypothesen Hy,; ;) : 5; = 5},
1<i<y<sgegen Hyjy: B # 5y

7 = 1{|yj,.—y,-,.|>q\/§}

und diese Familie hélt das simultane Signifikanzniveau o ein (engl.: family-wise error rate
«): Die Wahrscheinlichkeit, irgendeine der Nullhypothesen zu Unrecht abzulehnen, ist < a.

Zwei allgemeine Korrekturverfahren fiir multiple Tests

Eine ganz allgemeine Korrektur fiir multiples Testen ist die Bonferronf’l Methode:

Beobachtung (Bonferroni-Korrektur). Wenn m Tests zum multiplen Signifikanzniveau o €
(0,1) durchgefiihrt werden sollen,
so fithre jeden Test fiir sich zum lokalen Signifikanzniveau 2 durch.
m
Dann gilt: Die Wahrscheinlichkeit, dass irgendeine zutreffende Nullhypothese zu Unrecht
ablehnt wird, betrégt hochstens a.

Alternativ bedeutet dies: Multipliziere jeden (individuellen) p-Wert mit der Anzahl m
der durchgefiihrten Tests (denn wenn die jeweilige Nullhypthese zutrifft, so ist der p-Wert
uniform verteilt in [0, 1]).

Beweis. Sei a € (0,1), es seien m Nullhypothesen Hy 1, Ho o, ..., Hom und m Tests Ty, ..., T
gegeben (formal: betrachte ein statistisches Modell (§2, F, (Py)geo), T; sei ein Test von Hy; :
¥ €O, gegen Hy,;: 19 €O\ Op;) mit

¥ eOp, : Py(T; lehnt Hy; ab) < — i=1,...,m
m

(d.h. wenn Hy; [und ggfs. noch irgendwelche anderen Hy ;| zutrifft, so wird sie von 7; nur
mit W’keit < a/m zu Unrecht abgelehnt).

Eine gewisse Teilmenge W c {1,2,...,m} der Nullhypothesen sei wahr. Dann ist fiir
¥ € NjewOo,j

]Pﬁ(es gibt ein j € W, so dass Hy ; von T; abgelehnt Wird)
< > Py(T; lehnt Hyj ab) < )" 2. |VV|g <a.
m

jew jew M

3Carlo Emilio Bonferroni, 18921960
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Die Bonferroni-Methode ist sehr konservativ, d.h. um auf der sicheren Seite zu sein, lasst
man sich lieber die eine oder andere Signifikanz entgehen. Eine Verbesserung der Bonferroni-
Methode ist die Bonferroni-Holm-Methode:

Beobachtung. Ist m die Anzahl der Tests, so multipliziere den kleinsten p-Wert mit m, den
zweitkleinsten mit m — 1, den drittkleinsten mit m — 2 usw., lehne all die Nullhypothesen ab,

deren so korrigierter p-Wert < « ist.
Dies ist ein Test aller m Nullhypothesen gleichzeitig zum multiplen Signifikanzniveau «.

Beweis. Gegeben m Nullhypothesen Hy 1, Hopg, ..., Hom und m Tests Ty, ..., T, P; sei der
p-Wert aus dem i-ten Test.

Nach Voraussetzung ist 7; ein giiltiger Test fir Hy,; : ¥ € Oy, d.h. fiir ¥ € ©y; gilt
Py(P; <u) <wu fiir we[0,1].

Seien

P(l) < P(g) <. < P(m)

die der Grofle nach sortierten p-Werte und Ho 1y, Ho (2), - . ., Ho (m) die entsprechend umsor-
tierten Hypothesen, a € (0,1).

Wenn

mP(l), (m - 1)P(2), e (m /- 1)P(g) <o < (m - é)P(gH)

gilt, so lehne Hy (1), Ho,(2), - - - ; Ho (¢) (zum multiplen Niveau «) ab und behalte Hy (441, - - ., Ho (m)
bei.

Sei W c{l,...,m} (mit |W| =k, sagen wir) und die Nullhypothesen Hy;, i € W seinen
wahr.

Es gilt

NP> ¢} e Py > £}

€W
(denn dann kann es hochstens m — k viele p-Werte < a/k geben), insbesondere stoppt das
Verfahren dann in Schritt £ mit £ <m -k + 1 und alle Hy;, ¢ € W werden akzeptiert.

Weiter ist fiir ¥ € njew O ;

o (1{P> 1)) =1-Po( U R <))

W €W

O

Ubrigens: In R gibt des den Befehl p.adjust, der p-Werte fiir multiples Testen korrigiert
und dabei defaultméfBig die Bonferroni-Holm-Korrektur verwendet.

> pwerte <- c(0.01470, 0.00024, 0.16689, 1.00000, 0.00509, 0.00010)
> pwerte
[1] 0.01470 0.00024 0.16689 1.00000 0.00509 0.00010
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> p.adjust (pwerte)

[1] 0.04410 0.00120 0.33378 1.00000 0.02036 0.00060
> p.adjust(pwerte, method="bonferroni")

[1] 0.08820 0.00144 1.00000 1.00000 0.03054 0.00060

Bemerkung. Fiir ein Beispiel, wie man durch Verschweigen eines multiplen Testproblems
,Unsinn“ erzeugen kann, siehe die Folien ein_Stoppproblem.pdf.

2.3 Zur Hauptkomponentenanalyse

Hauptkomponentenanalyse ist eigentlich, so wie wir es hier ansehen, ein Verfahren der de-
skriptiven Statistik, sie passt aber thematisch hierher (Bezug zu Varianzzerlegung und zur
multivariaten Normalverteilung).

Sei Y = (y;;) € R™P, wir fassen die n Zeilen als n Beobachtungspunkte y,...,y, im RP
auf.

Frage: In welcher p-dimensionalen Richtung variieren die y,,...,y, (die Zeilen von Y') am

starksten?
n

1
Sei dazu y; := - Zym das empirische Mittel der j-ten Spalte und
i=1

Y = (Uij)izt,nsjt,p it Tij=vi; =7,
die Matrix der (spaltenweise) zentrierten Beobachtungungen.
Fir v = (vy,...,v,)T e RP mit |v]y =1 ist

~ p n
Y v=( Z@;,jvj)izl cR®
J=1

der (n-dimensionale) Vektor der Projektionen von ¥y, ...,¥, in Richtung v und dessen (em-
pirische oder Stichproben-)Varianz ist

=l

n-13%;

P 2 1
Tivi) = —|Y -vl|?
213/717]3) n— 1” |3

Demnach:

Gesucht: v € R? mit |v|y =1, so dass

IV - v|2= (Y -0)" (¥ -v) =0T (¥ ¥)v+max (2.12)

n-1
ist die (empirische) Kovarianzmatrix von Y, S ist symmetrisch und positiv (semi-)definit

(denn fiir v € RP ist v Sv = (n - 1)‘1'vT1~’T}~’v = |Yw|%/(n-1) 2 0, demnach hat S ist
diagonalisierbar mit reellen Eigenwerten Ay > Ag >---A, > 0:

S=UAUT
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ein_Stoppproblem.pdf

mit

Uy Uz ... Uy
S U DA R

mit U orthogonal (die Spalten u; von U sind die Eigenvektoren von S, Su; = \ju;.

. _ D ) ) . D 2 _ . .
Schreibe v = 251 Gjw; mit -, aj =1, somit ist

LH? : v”2 =vT'Sv = (UTv)TA(U"v) = (ia'u»)TA( Zp: a;u )
n—1 2 “ 3 P 3k

p n
_ T, _ 2
= Z ajak)\kuj Uy = Zak)\k
3 k=1 k=1

und demnach 16st v = uy die Optimierungsaufgabe ([2.12)).

Iterieren wir:

Gesucht: w € R? mit ||w|, =1, so dass
Y w3 max und w L ug

Analoge Rechnung zeigt: Die Wahl w = uy ist optimal, etc.

Man nennt fiir j=1,...,p
Z; :Y’U,j (E Rn)

die j-te Hauptkomponente (von Y bzw. von S) und u; den Vektor der Gewichte der j-ten
Hauptkomponente.

Beispiel. (Siehe auch R-Code Beispiel_zur_PCA.R).

# ein Beispiel zur Hauptkomponentenanalyse

data("iris")

?iris

iris

# Bem.: sepal = Kelchblatt, petal = Kronblatt/Bluetenblatt

Y <- iris[,1:4] # wir lassen die Artklassifikation weg (ist nicht-numerisch)
Y

pairs(Y)

pairs(Y,col=iris$Species)

hka <- prcomp(Y, center=TRUE)

hka

plot(hka, type='1l"')

summary (hka)

biplot (hka)
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Beispiel_zur_PCA.R

# Fuer bessere Lesbarkeit nochmal, mit Zentrierung und Standardisierung:
hka <- prcomp(Y, center=TRUE, scale=TRUE)

hka

plot(hka, type='1l"')

summary (hka)

biplot (hka)

plot (hka$x[,1] ,hka$x[,2],col=iris$Species, pch=20, xlab="Hauptkomponente 1", ylab="Haupt
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Kapitel 3

Etwas nicht-parametrische Statistik

3.1 Der Wilcoxon(-Mann-Whitney)-Rangsummentest
Wilcoxons Rangsummen-Test Sein =k+1,Xq,..., X, wiv. ~ F; und Xp,q,..., Xpu
w.i.v. ~ F; mit Fy, F, Wahrscheinlichkeitsmaflen auf R mit stetiger Verteilungsfunktion.

Wie mochten priifen, ob unter F ,typischerweise kleinere Werte angenommen werden*
als unter Fs.

Sei fiir 1<i<n
R =|{1<j<n:X;<X;}| der Rang der i-ten Beobachtung

und

k
W= Z R; die Wilcoxon-Rangsummen-Statistik
i=1

Beobachtung. Es gilt

n n 1
1 ZRi=ZZ=n(n+ )
=1 71 2
1
2 VV:UJrk(kQ+ ) mi
ko K+l
U:= Z Z 1(x;>x;,; der Mann-Whitney-U-Statistik (3.1)
i=1 j=kt1

denn wir kénnen O.E. annehmen, dass X; <...< X} (da U, W invariant unter Permu-
k+l
tation von Xi,..., X;), und dann ist Ry =i+ ¥ lix.sx;}-
7=k+1 ’
Der Wilcoxon-Test heifit auch Mann-Whitney-Test| In der Literatur sind verschiedene Zen-
trierungen der Rangsumme gebrauchlich, verwendete Notationskonvention ggfs. priifen, be-

vor man eine Formel verwendet.

! siehe Frank Wilcoxon, Individual comparisons by ranking methods, Biometrics Bulletin 1(6):80-83,

(1945) und Henry Mann, Donald Whitney, On a test of whether one of two random variables is stochastically
larger than the other. Annals of Mathematical Statistics. 18:50-60, (1947)
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Beobachtung. Sei Fj stetige Verteilung auf R, n =k +1, Xq,..., X, uw.i.v. geméfl I, U wie
in (3.1)) oben. Dann gilt fiir m e {0,1,...,k-1}:

P(U = m) = — - N(m: k. 1) (3.2)
(x)
mit
N(m;k,l) :#{(ml,...,mk) e{0,1,....1}*:m; < ...Smk,Zilmi zm}
U ist also ,verteilungsfrei“ in dem Sinn, dass seine Verteilung nicht von F; abhingt
(die Gewichte sind ,rein kombinatorische Terme). Man kann die kombinatorischen Grofie

A

e N\
my ‘ ) ® ® ® ® ) ) A
mo () ) ) ) ) °® )
ms3: ® ) () ) ) ) °

>k
my : ° ° ° ) \ ° ) )
myg - () ) ) ) ® ‘ ) )

Abbildung 3.1: Geometrische Interpretation von N(m;k,[)

N(m;k,l) interpretieren (und visualiseren) als die Anzahl der Wege (von ,links oben* nach
wrechts unten“) durch ein k x [-Gitter, so dass ,,unter* dem Weg genau m = Y m; viele Punkte

liegen (siehe Abb. [3.1)).
Es gilt

k
N(m;k,1) = N(m;l,k) = N(kl =m; k,1) und N(m;k,1) =Y N(m-j;5,0-1)
=0
Fiir die erste Gleichung vertausche Zeilen und Spalten in Abb. [3.1] fiir die zweite Gleichung
vertausche die Rollen von ,rot* und ,schwarz* (und dann Zeilen und Spalten) in Abb. 3.1]
die dritte Gleichung ergibt sich durch Zerlegung nach der Anzahl schwarzer Punkte in der
ersten Spalte.

Beweis von (3.2). (Ry,...,R,) ist unter P®" uniform verteilt auf allen Permutationen von
{1,...,n}, denn

1
P(Xg(l) < XJ(Q) <... < Xg(n)) = E
Demnach ist {Ry,. .., Ry} uniform verteilt auf den k-elementigen Teilmengen von {1,...,n}.
Parametrisiere A € {1,...,n} mit |A| =k als (r1,...,7),1 <1 <rg <...<r, <n. Dann ist

(my,...,me)(A):=(ri - 1,0 =2,...,m— k) €{0,1,...,1}*,
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mi(A)=|{se{l,....,n} N A:s<r}
Somit
P(U=m) = > IP’®”[{R1, : Rk} A]
Ac{l,...,n}

|Al=k
mi(A)+...+mg(A)=m

A
kﬁ
~

Ohne Einschréankung seien X7, ..., X, unabhingig ~ Unif([0,1]) (n =k +1),

k  k+l
U=, Y. lxpx,
i=1 j=k+1
Es gllt E[Uk,l] = %/{Zl,
0 wenn ¢ # ¢ und j # 5’
Cov(1(x,>x;), 1(Xif<Xj/)) =1P[X; > Xy, Xy > X3] - i = % - % = % wenn i =14 und j # j' oder i # i’ und j =
%—i }l wenn ¢ =1 und j = j’
und somit
k  k+l k+l
Var(Uy,) = Cov(Up,Upg) =Y, Y, Z >, Cov(1ixsx;) Lxuex;n)
1=1 j=k+1'=1 j'=k+1
_ 4 kl + kl(l 1)+ L lk(k-1)
4 12 12
kKl(k+1+1
= g =: Vk,l-
12
Proposition.

1
Uk,l - §kl in Vert.
s SN
N

Beweis. Idee: Approximiere 1y, X; ~ % durch X; — X;. Definiere weiter

U}:,l = JV(O, 1)

k  k+l k+l
Zii=Y Y (X - X)—ZZX EY X
i=1 j=k+1 j=k+1

Dann ist

1 1 kl(k+1
E[Zk;] =0 und Var(Zy,) = leﬁ + kQZE _ (12 )
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2

Sei Z;, := ——. Wir mochten zeigen, dass Var(U}, - Z;,) — 0:
k,l \/m g ( k|l k:,l) koo
k k+l
COV(U]M,Z]%[) = ZZCOV(U]M,XZ‘)—k Z COV(U]M,X]'),
i=1 j=k+1
ko k+l 1
COV(Ukl,Xi) = Z Z COV(1X4>X-nXi) =1,
7 i'=1j'=k+1 Y 12
0 fiir ¢ # ¢/

COV(1X1>X2,X1)

denn  Cov(1lx,sx,,X;) = 1 1 1 o
= fo '/0 1:v1>ac2$1 dl’g dl’l - Z = 12 falls 1=1

k
Cov(Ugy, Xi) = D) analog.

Also COV(UkJ, Zk,l) = M

, somit
k:l
Var(UkJ - ZkJ) = Var(Uk, l) 2COV(Uk 1, Zk l) + Var(Zk l) =

1

und Var(U,:’l - Z,:’l) Il o

* —_—
Zk,l -

M * k * 1
wit §; = —= T (Xi- 1.7 = —= % (%;-1).

Kk j=k+1
12 12

Mit dem zentralen Grenzwertsatz gilt

(S,:,Tl*)kl—> 4(S8,T), mit S, T unabhingig und N(0,1) verteilt.

Sei (ki, l;)ien mit k; - 00,l; - oo, dann gibt es eine Teilfolge (k;,,l;;), sodass 1, = @ und
bki-yli- -bunda+b=1.

Demnach Z; n Xt \/_S + \/_T ~N(0,a+Db). O
] ] j—>oo N——
~N(O a) NN(O b) =1
Zweiseitiger Wilcoxon-Rangsummen-Test Sein = k+l, Xq,..., X, wiv. ~9, X1, ..., Xpn

wiv. ~ ¥y mit 91,95 € My(R) stetige Verteilungen, sei uy1-a/2 mit Pry(Urg < Up1-a/2) =
1-«/2 (aus Tabelle oder mit R).
Lehne Hj : 19, =19, ab, falls

Ukg > Uppi-a2 oder Upg<k-l—1tuUpji—af
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Erinnerung (Stochastische Dominierung, vgl. auch Seite . Seien P, Q zwei Wahrschein-
lichkeitsmafle auf R, so heifit P stochastisch kleiner als Q, P < Q, wenn

Pl[c,00)] < Q[[c,0)] VceR,

d.h. fiir die zugehorigen Verteilungsfunktionen gilt Fp > F.

P<Q <= 3 Zufallsvariablen XY (auf einem gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsraum
(2, #,P)) mit X <Y P-fis., PoX'=Pund Po Y"1 =Q.

s <= “P[[e,00)] =P[X >¢] <P[Y > ¢] =Q[[c, )]
, = Sel Fp'(u) = inf{z : Fp(z) > u} und analog Fy'. Sei weiter U uniform auf [0, 1],
X = IpN(U) <Y = FgH(U), denn F'(u) < Fig'(u).

X ~Pc>0,X +c¢~Q, dann ist P < Q, insbesondere ist N (u1,02) < N(pu2,0?), wenn
M1 S f2.

Einseitiger Wilcoxon-Rangsummen-Test Sein =k+[, Xq,..., Xy wiv. ~ 9y, Xgi1,. .., Xey
w.iv. ~ ¥9 mit ¥y, 95 € M;(R) stetige Verteilungen, sei ug1-a/2 mit Pry(Uky < upi-a) = 1-a
(aus Tabelle oder mit R).
Lehne Hj: ¥, <19, ab, falls
Uk > Uk -

Beispiel (Verkehrstote in Grofibritannien 1969-1984). Der mit R mitgelieferte Datensatz
Seatbeltsf] enthilt (u.A.) fiir jeden Monat im Zeitraum Januar 1969 bis Dezember 1984 die
Anzahl bei Verkehrsunfillen in Grobritannien getoteter Autofahrer.

# Beispiel fuer Rangtest mit R

data(Seatbelts)
Seatbelts
7?Seatbelts
plot(Seatbelts[,1], xlab='Zeit', ylab='Tote/Monat',
main='Anzahl bei Verkehrsunf&dllen in Grofbritannien getdteter Autofahrer')

# Am 31. Januar 1983 wurde in Groflbritannien die Gurtpflicht eingefiihrt,
# wir spalten die Daten entsprechend:

A<-Seatbelts[Seatbelts[,8]==0,1]
B<-Seatbelts[Seatbelts[,8]==1,1]

boxplot(list('Ohne'=A,'Mit'=B))

# einseitiger Test:

2Basierend auf A. C. Harvey and J. Durbin, The effects of seat belt legislation on British road casualties:
A case study in structural time series modelling, J. Roy. Stat. Soc. B 149, 187-227 (1986).
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wilcox.test(B,A,alt="1ess")

# beachte: Wegen Bindungen kann R den
# "kombinatorisch exakten" p-Wert nicht bestimmen:
wilcox.test(B,A,alt="1less", exact=TRUE)

# und zweiseitig:
wilcox.test(B,A)

3.2 Der Kruskal-Wallis-Test

Die einfaktorielle Varianzanalyse basiert auf der Annahme, dass die gemessenen Werte un-
abhéngig und normalverteilt sind. Die Gruppenmittelwerte (31, 5, ..., s konnen verschieden
sein (das herauszufinden ist Ziel des Tests), aber die Varianzen innerhalb der verschiedenen
Gruppen miissen gleich sein.

In Formeln: Ist Y; ; die j-te Messung in der i-ten Gruppe, so muss gelten

Yij=Bi+eiy,

wobei alle €; ; unabhéngig N (0, 0%)-verteilt sind, mit demselben o2 fiir alle Gruppen.

Die zu testende Nullhypothese ist 8; = By = --- = §,. Falls man Normalitdtsannahmen
nicht machen will oder kann, so kann man den Kruskal-Wallis-Test verwenden, der wie der
Wilcoxon-Test die Rdnge statt der tatsidchlichen Werte verwendet. Es handelt sich also um
einen nicht-parameterischen Test, d.h. es wird keine bestimmte Wahrscheinlichkeitsverteilung
vorausgesetzt.

Szenario: n =nq+ -+ ng, Beobachtungen in s Gruppen der Gréflen nq,no, ..., ng,
Y. ; = i-te Beabachtung in der A-ten Gruppe

Nullhypothese des Kruskal-Wallis-Tests: alle Werte Y; ; kommen aus derselben (und wort-
lich: stetigen) Verteilung, unabhéngig von der Gruppe. Grundvoraussetzung ist auch beim
Kruskal-Wallis-Test, dass die Werte unabhéngig voneinander sind.

e Sei R, ; der Rang von Yj; innerhalb der Gesamtstichprobe.

e Sei 1 m
Ez’ « = Rz j
9 nZ 'j;l ’-]
der durchschnittliche Rang in Gruppe ¢, wobei n; die Anzahl der Messungen in Gruppe
1 ist.
e Der mittlere Rang der Gesamtstichprobe ist
1 & & 1z +1
Ro,o:_z Ri,j:_zk:nQ )
n

i=1j=1 L=

wobei s die Anzahl der Gruppen ist und n der Umfang der Gesamtstichprobe.
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e Unter der Nullhypothese haben die mittleren Rénge der Gruppen denselben Erwar-
tungswert R.,.

e Die Abweichung von dieser Erwartung kann man messen mit der Teststatistik

%an (Rz. R.o)2

(die Normierung mit 12/(n(n + 1)) wird gewéhlt, damit H unter der Nullhypothese
approximativ x2(s — 1)-verteilt ist, gelegentlich hort man die ,Faustregel®, dass die
Approximation ,ausreichend® ist, falls s > 3 und n; > 5 oder falls s >4 und n; > 4.

Eine alternative Darstellung ist

n- (n+1) (an i’)_3‘(n+1)

e Um aus H einen p-Wert zu erhalten, muss man die Verteilung von H unter der Null-
hypothese kennen. Diese kann man fiir verschiedene s und n; in Tabellen finden.

e Es gibt auch eine ,Korrekturformel“ fiir den Fall von Bindungen (vgl. [BD77, Pro-
blem 9.3.2, S. 397]):

d 3_1\.2
Ty S (1 E )

n(n +1 n3

wobei ﬁ: . = “average midrank in ¢-th group”, d = number of different observations in
the sample, b; = number of observations tied with the i-th largest observation value

e R kennt den Kruskal-Wallis-Test mittels kruskal . test.

3.3 Empirische Verteilungsfunktion und Kolmogorov-

Smirnov-Test

Seien X1, Xo,..., X,,... wiv. reelle ZVn mit Verteilung ¥ (¢ M;(R)), notiere die Vertei-
lungsfunktion als Fy(x) = 9((—oc0,z]). Wir fassen Xj,..., X,, als n Beobachtungen aus einer
(uns moglicherweise unbekannten) Verteilung ¢ auf.

Beobachtung (Satz von Glivenko-Cantelli). Die empirische Verteilungsfunktion (von n
u.i.v. Beobachtungen)

_ 1o
Fo(t) = Ezl{xigm teR (3.3)
=1

erfillt fir jedes t € R (gemafl dem Gesetz der groflen Zahlen)
lim F,(t) = Eo[1(x<iy] = Fo(t) fast sicher

Da die F,(-) monoton wachsend (und beschriinkt) sind (und Fj stetig ist), gilt sogar
D,, :=sup ‘Fn(t) - Fﬂ(t)‘ — 0 fast sicher (3.4)
teR n—oo

(diese Konvergenzaussage nennt man den Satz von Glivenko-Cantelli).
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Zum Beweis von (3.4). Zu € >0 wihle m € N und ¢y < t; < -+ < t,,, mit
Fy(to) < g Fy(t;) = Foltin) < % fir i=1,2,...,m, Fy(tn)>1- g (3.5)

Fiir gentigend grofles n gilt

i=0,1,...,

und somit

sup |Fy(t)=Fo(t)] < Fo(t) = Fu(tin) = (Fo(ts) = Fo(tin)) + (Fo(tin) - Fu(tin)) < §+§ s

ti_1<t<t;

so<t<to ‘F,g(t) - Fn(t)‘ <eund sup; e ‘Fg(t) - Fn(t)| <Ee.

(In (3.5) verwenden wir in unserem Argument die Stetigkeit von Fy. Die Aussage (3.4)) gilt
auch, falls Fy Sprungstellen hat, diese muss man dann im Beweis explizit beriicksichtigen.)
m

Analog zeigt man sup_

Bemerkung (Effiziente Berechnung von D,,). Es ist
Dn = maX{dl, dg, ceey dn}

mit dz = max{|Fn(X(l)) - Fﬁ(X(Z))L |Fn(X(z)) - Fﬁ(X(z‘+1)_)|} flir 7 = 1,2, NN 1 und dn =
1-Fy(X(n)), wobei X1y < X9y <+ < X(;,) die Ordnungsstatistik von X7,..., X, ist (d.h. die
der GréBe nach sortierten Werte): F),(+) ist konstant auf [ Xy, X(i11)) mit Wert F, (X)),
F(-) wichst dort von Fy(X;y) auf Fy(X(1)—) an.

Beobachtung. Falls ¢ € M;(R) stetig ist (d.h. Fy hat keine Spriinge), so hingt die Vertei-
lung von D,, aus (3.4)) nicht von ¥ ab.

Beweis. Sei
Fyt(u) =inf{z e R: Fy(z) >u}, uel0,1]

die (hier: linksstetige) inverse Verteilungsfunktion (oder ,Quantilfunktion“) von ¢ (mit In-
terpretation inf @ = +o0, inf R = —c0). Es gilt

Fy(Fy'(u)) =u, uel0,1]

und
F3'((0,1)) = {F3" (u) :we (0,1)} = supp(¥))

Somit
D,, := sup ‘F\n(t) = Fﬁ(t)| = sup ‘F\n(Fgl(u)) = Fﬁ(Fgl(u))‘ = sup |FR(F51(U)) - u‘
teR ue(0,1) ue(0,1)
Weiterhin ist
—~ 1 1 —~
Fo(Eyt(u)) = —#{1<i<n: X; < Fyt(u)} = —#{1<i<n: Fy(X;) <u} = Ef (u), ue(0,1)
n n

mit U; := Fy(X;) und F*(u) = L{1<i<n:U;<u} und Uy,...,U, sind wiv ~ Unif([0,1]).
O
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Satz. ¥ stetige Verteilung, so gilt
lim Py(\/nD,, > ) = P( sup |By| > z) (3.6)
n—oeo 0<t<1

=2 g(—n’f—l exp(-2k*z?) = @xéexp( — (2k - 1)*7%/(827))

Hierbei ist (By)o<i<1 €ine Brownschen Briicke. (Man kann diese gewinnen als B, = W, —tW7q,
0<t <1 mit (Wy)so Standard-Brownbewegunyg.)

Beweisgedanken. Dazu: Uy, Us, ... wiv. ~ Unif([0,1]), Fr(u) = 14{1 <i<n:U; <u} =
Ly 110.4)(Us) wie oben und B, (u) = /n(F (u)-u) = n~ 2 37 (10, (Ui)—u) fiir 0 < u < 1.
Es ist E[B,(u)] =0 und fiir 0 < uy < uy <1 ist

CovB ) Bu2)] = BB 0)Bu2)] = 1 35 5B (g (V) =) Lo (V) = )]

1

= E[(1[0,u,3(U1) = 1) (1[0,00) (U1) = u2) ]

(110,011 U1)1 0,u2)(U1) ] = B[ 1[0.4y1(U1) | = w2 E[ L 0,07 (U1) ] + wru2
(1

0,01 (U1) ] = urua = uguy + uyus = ug = ugus = ug (1 - us)

Ef1
Ef1
( 1/\U2)(1-U1VU2)

(und dies ist die Kovarianzstruktur der Brownschen Briicke). Weiterhin ist fiir 0 < uy < ug <
- <u, <1, keN der Vektor

(nFy; (w).n(E; (ug) = By (wn)), .. on(E; (ur) = F; (1)), n(1 = Fy (ugn)))

Multinom(n; uy, ug — uq, ..., ux — ug_1, 1 — ug)-verteilt, ein (multivariater) zentraler Grenz-
wertsatz fiir die Multinomialverteilung zeigt dann, dass (B, (u))ocu<t filr . — oo gegen einen
Gauf’schen Prozess (im f.d.d.-Sinne) mit der Kovarianzstruktur der Brownschen Briicke
konvergiert; verwende schliefllich z.B. den Satz von Kolmogorov-Chentsov (siehe z.B. [Kle(G,
Satz 21.6]) fiir Straffheit auf dem Pfadraum.

Alternativ ein sehr schones Argument aus [Bre92, Ch. 13.6]:
Die Funktion F*(-) springt jeweils an den Stellen Uy < Uy < -+ < Uy um 1/n und
FJ(U(k)) = k/n, also ist (mit Setzungen Ug) := 0, Ugni1y = 1)

D, = sup ‘F*(u) u‘ = max sup{‘— —u‘ Uy < u< U(k+1)}

O<u<1 k=Y,
= ¥ = U}
d.h.
~ 1 ~ k
|D,, - D,|<— mit D,= max ——U(k)|
n k=1,...,
Fiir die Ordnungsstatistik gilt
Zy 7 Zn,
Uiy, Uy, Uiy ) 2 ,
( (1)~ @) al )) (Zn+1 Zn+1 Zn+1)
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mit Z, = ¥, V; und Y7,Ys, ... wiv. ~ Exp(1). (Man kann dazu explizit mit Dichtetransfor-
mationsformel rechnen oder induktiv die Rechnungen rund um die ,,Gamma-Beta-Algebra‘,

siehe Prop. [A.2.2] verwenden.)

Somit
~ Z k
\/ﬁDng\/ﬁ max i ——’
k=1,..., n n+1l n
n Zi=k kZya-n)_ n () _F o)
= ma -— = max |5, ——S
Zps1 k=Ll /m n \/n ’ Zns1 et AL
mit

SM = Y (Vim1), 0<t<]

(und mit einem ,,Kérnchen Salz* am Ende, wortlich miisste es S (7731) mt n~12 statt an) lau-
ten). Wegen n/Z,,, — 1f.s. (priziser: [1-n/Z,.,1| = Op(n~/2) und limsup,, . (n/loglogn)/?|1-
n/Zni1| < 0o £.8.) gilt mit Donskers Invarianzprinzip (siehe z.B. [KleQ6, Satz 21.43])

\/ﬁﬁn 4, sup ‘Bt —tBl‘

n=00 0<t<1

Kolmogorov-Smirnov-Test Seien X7,..., X, wiv ~ 9 (e M;(R)), die emprische Vertei-
lungsfunktion F,(-) wie in (3.3).
Lehne Hj : 19 = ¥g zum Niveau o ab, wenn

VnD,, = sup ‘Fn(t) - Fﬁ(t)| > (o
te

(wobei g, so gewihlt, dass 2 Y 52, (1) exp(-2k2¢2) = «, vgl. (3.6)); Tabelle z.B. in [SHO6])

Konfidenzbereich fiir Fy: F,,(+) + ¢o/+/n, denn nach obigem ist

lim Pg(ﬁ”ﬁn - FﬁHw > qa) =«

n—oo

Einseitige Kolmogorov-Smirnov-Tests
D} = stlell[g (F(t) - Fo, (1)), D, := glﬂg (FL(t) - Fyot))
Es gilt fiir >0
lim Py, (\/nD; > 2) = lim Py (v/nD;, < —z) = ™2
Lehne Hy: 9 <9y (< Fy(:) > Fy,(-) ab, wenn

VnD;, < —\/log(1/a)/2

Lehne Hy: 9 > ¥y (< Fy(-) < Fy,(+)) ab, wenn

VnD;, > \/log(1/)/2
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Bericht. Tatséchlich gilt eine quantitativ verschérfte Version von (3.4)) allgemein auch fiir
endliches n € N (Dvoretzky-Kiefer-Wolfowitz-Ungleichung, z.B. [LR0O6, Thm. 11.2.18]):

Py(D, >1) < Ce 2 fiir t » 0, neN

mit einer universellen Konstante C' < co (man kann C' =2 wihlen, [Mas90]).

3.4 7Zu Kernschitzern fiir Dichten

Xq,..., X, uiv. reellwertige Zufallsvariablen mit Dichte f, wir wollen anhand von n Beob-
achtungswerten die Dichtefunktion f:R — [0, 00) schitzen.

Wir wéhlen einen Kern K : R — [0, 00) mit

[:K(y)dyzl’ [:yK(y)dwO, [myzK(y)dy@o (3.7)

zum Beispiel K(y) = (27) Y2 exp(-y?/2), der GauB-Kern, oder K(y) = %1[_\/5’\/5](3/)(1 -
22/5)/\/5, der Epanechnikov-Kern.
Wir bilden (fir eine Wahl der Bandbreite h > 0)

Zl’f—Xi
h

1

n
nh i

Jalw) = — Y &

), zeR (3.8)

Beispiel. Fiir ein Daten-Beispiel (mit Rs faithful-Datensatz zu Eruptionsdauern eines
Geysirs im Yellowstone-Nationalpark) siche den R-Code Beispiel_zu_Kernschaetzern.R:

# ein Beispiel zur Dichteschaetzung
data(faithful)
?faithful

X <- faithful$eruptions
X

hist (X)

stripchart (X, method='jitter')
F <- ecdf (X)

plot (F)

1/sqrt (272)

hist(X, breaks=20, prob=T)
hist (X, breaks=40, prob=T)
rug(X)

h <- 0.5

fhut <- function(x) sum(sapply(1:272, function(i) dnorm(x,mean=X[i],sd=h)))/272
fhut(1.7)
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Beispiel_zu_Kernschaetzern.R

fhv <- Vectorize(fhut)
curve(fhv, add=T, col='red')

h <-0.1
curve (fhv, add=T, col='blue')

rug(X)

h <-0.01

curve (fhv, add=T, col='brown')

h<-1.0
curve(fhv, add=T, col='green')

# zur Wahl der Bandbreite via Kreuzvalidierung:
n <- length(X)

curve (fhv, x1im=c(0,6))
fhutquad <- function(x) fhut(x)"2

integrate(Vectorize(fhutquad), lower=0, upper=6)

s <- 0
for (i in 1:n)
for (j in (1:n)[-il)
s <- s+dnorm(X[i]-X[j],sd=h)
2xs/ (n*(n-1))

integrate(Vectorize (fhutquad), lower=0, upper=6,subdivisions = 1000)$value-2*s/(n*(n-

1))

hs <- seq(from=0.01, to=1.5, by=0.01)
Js <- numeric(length(hs))

for (k in 1:length(hs)) {
h <- hs[k]

s <=0
for (i in 1:n)
for (j in (1:n)[-il)
s <- s+dnorm(X[i]-X[j],sd=h)

Js[k] <- integrate(Vectorize(fhutquad), lower=0, upper=6,subdivisions = 1000)$value-

2*s/(n*(n-1))
}
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plot(hs,Js)

which.min(Js)
# welcher Wert von h optimiert?
hs[which.min(Js)]

Der mittlere integrierte quadratische Fehler von ﬁl ist
MISES(7) = [ By[(7a(0) - £(2)"] o
- [“var(@]drs [T (B[R - 1)) dr (3.9)

Wir sehen hier eine Instanz des Verzerrung-Varianz-Dilemmas (engl.: variance-bias trade
off): Wenn wir h klein machen, sinkt die Verzerrung, dafiir steigt aber die Varianz des
Schétzers (es stellt sich heraus: die Terme sind von der Ordnung -~ bzw. h*, siehe den

Beweis von Satz [30| unten).

Fiir ein intuitives Argument beachte

By (7] = B[R (T)] = [ K (5 r ) dy = (e 1)) # £ ()

und
) ey gy = [T

B[fue) - 1] = [T (

_ [m K@) (f(z-hy) - f(z)) dy

V(f(2) - ) dz

” [Oo K(y)( ~hyf(z) + 1thQJ‘”’(ﬂzr) +o(h?))dy
~—h-0+ h2 " x)[ K(y) dy +o(h?)

(mit Substitution (x—2z)/h =y, also z = x—hy und (1/h)dz = dy und Taylor-Entwicklung von
f bis zur 2. Ordnung; wir verwenden zudem [ K(y)dy =1, [ yK(y)dy =0und [ y*K (y) dy <
00), dies macht zumindest plausibel, dass (Verzerrung)? = O(h*).

Satz 30. Es gelte [* |f"(z)]?dx < 0o, K erfiille (3.7) und zudem [°. K(y)?dy < co. Dann
gilt

I:Ef[(ﬁl(x)—f(:p))Q]deCf(%Jrh‘L) (3.10)

Insbesondere ist mit Wahl hy, ~ n=15: MISE;(f,) = O(n=4/5)

Bei einem parametrischen Problem konnte man (in relativ allgemeinen Situationen) MISE =
O(n1) erwarten, insofern zeigt (3.10), dass man durch die ,Nicht-Parametrizitit® einen
Faktor n'/5  verliert®. Die Ordnung n~*? ist in dieser Allgemeinheit optimal, siehe [vdV98|

Ch. 24.3].
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Beweis von Satz[30. Nach Konstruktion (3.8)) ist

Varf[ﬁ(x)] = %Varf[%K(x —hX1 )]

1 ZL‘—Xl 2 _ 1
< BRG]0 [
(mit Substitution (z —z)/h =y, also z =z — hy und (1/h)dz = dy) somit
/ Varf[fn($ dx < —/ / (y)*f(x - hy) dy dx
1 [e)
- [Tk [ pa-myydrdy=— [T Ky
nh —00 —00 nh —00

Fiir den zweiten Term in (3.9) verwenden wir eine Taylor-Entwicklung von f in x bis zur

2. Ordnung (mit Restglied in Integralform):

SV Y= [T K@) - hy)dy

Flz+h) = f(z) +hf'(z)+ b2 fol P+ uh)(1 - ) du

und damit

&R - f@)= [ 3K feyz - @) = [T w(
- [ K@@ =hy) - (@) dy
= [ TR (- hor @) 12 [ by (1= w) du) dy
=O+h2[:/Olny"(ar—uhy)(l—u)duK(y)dy
= WPE[Y2f"(z - hYU)(1-U)]

< 12(B[Y?]-E[Y2)f (o - Y0P -0)])

N (f(2) - f())d=

(wobei Y eine Zufallsvariable mit Dichte K (-) ist; verwende Cauchy-Schwarz-Ungleichung in

der letzten Zeile) also
[ (Bl - 1))
o I Y B B T e P
=t [Ter@yay [T [ [T by (- ) du K Gy
nt([TeR@ya) [CIr@Pdr [T
ws( [Tk [
und wir kénnen

[: K(y)*dy + %(/::f[((y)dyf [: |f”(1')|2d13

wahlen.
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Bericht. Wenn man annimmt, dass f m-mal stetig differenzierbar ist mit [ | (™) (z)? dz <
00, 50 kann man einen Kern K wihlen (mit [ K(y)dy=1, [ yK(y)dy =0, [ y*K(y)dy =
o [y DK (y)dy =0, [ Jy|™ K (y) dy < oo, so dass die rechte Seite von ([3.10) ersetzt
werden kann durch Cf(% + h2m) fiir h gentigend klein; man erhélt dann fiir die (asympto-
tisch optimale) Wahl h = h,, ~ n=/@m+D) dass MISE(f,) = O(n-2m/@m+D) (man kann also

der “parametrischen Fehlerrate” 1/n in diesem Sinne “beliebig nahe kommen”), siehe [vdV9§),
Thm. 24.2].

Bandbreite und Kreuzvalidierung Wir entnehmen dem Beweis von Satz [30] dass

[T 5[ - @) o LB Lo [ e

Um fiir gegebenes n das (im Sinne der Asymptotik des MISE) optimale h zu wéhlen, miissten
wir daher [ |f”(x)|? dz kennen (was in der Praxis unrealistisch ist, da wir ja gerade f(-)
schitzen mochten).

Der L2-Abstand zwischen f und f,, ist
[ E@-s@) do= [ F@rde-2 [ @ f@des [T p@)da

da der letzte Term nicht von der Wahl von K (-) und h abhéngt, ist die Minimierung dieses
Abstands also dquivalent zur Minimierung von

T.(h) = [:ﬁ(m)2dx-2[:ﬁ(m)f(x)dx (3.11)

(Beachte: f, hiingt von h ab, auch wenn die Notation das ,verschweigt*.)
Da wir f nicht kennen: Bilde

ﬁ,—i(af) =

n

_1) JZ K(* Xj),xER, i=1,2,....n
J#*

(dies entspricht sozusagen “leave-one-out cross-validation”) und damit
- oo 283~
Th= [ R de- 23 Fa(X)
—o0 i=1

als Schatzwert fir J,(h). (Immerhin ist Ef[ﬁ_z(Xz)] = Ef[f_O:o Frooa(z) f(2) dz] und somit
Es[J.(R)] ~ Es[J.(R)].) Wihle dann
h,, € argmin,_,J,, (h) (3.12)

Bericht (Asymptotische Optimalitit der Kreuzvalidierung). f beschrinkt, h,, aus (3.12]), so
gilt

[ (@) =T (@) dr o
inf [ (f(2) = Fan(@)) " da

(siche z.B. [Was04, Thm. 20.16]; die Aussage wurde von Charles J. Stone [Sto84) Thm. 1]
bewiesen).
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Kapitel 4

Tests fiir kategorielle Beobachtungen
(zum y2-Test)

Y2-Anpassungstest

Ein Experiment mit s moglichen Ausgéingen werde n mal (unabhéngig) wiederholt, Ausgang
i habe die (unbekannte) Wahrscheinlichkeit ¢;, i =1,...,s.

Angenommen, wir beobachten h;-mal Ausgang i fiir 7 = 1,...,s. Passt dies zur (Null-)
Hypothese, dass

79:(7917---7793):(ply---uOS):/)
gilt fiir einen vorgegebenen Vektor p von Wahrscheinlichkeitsgewichten (auf {1,...,s})?
Beispiel. Wir vermuten, dass ein gegebener sechsseitiger Wiirfel unfair ist und méchten dies
auf dem 5%-Niveau testen. Bei 120-maligem Wiirfeln finden wir folgende Héufigkeiten:
i 1]2[3]4]5]6
hi |13 ] 12201826 | 31

Es ist
3 ML ML hy hg
o — o, oy - (M fe)

n n

‘e

denn p(i?; (hi,... ,hs)) = (hl'n"hs) 15— 192”; wir maximieren

9 logp(ﬁ; (hi,.. .,hs)) =C) + Zhj log(¥,)

j=1
unter der Nebenbedingung g(9) =91 +--- + ¥, = 1, also
0 & h; 0
— Y hilog(¥;)=-L=A—g(¥) =\, j=1,...
8’19]]2:; 7 Og( J) ﬂj 819]9( ) ) J ) ) S

mit einem Lagrange-Multiplikator A € R. Also @ML) = hyj und wegen g(0MD)) = 1 folgt A = n.

Somit

n .

p(p;(hl,...,hs)) J=1 Y Py j=lg 7



Ein Likelihood-Quotienten-Test (in Anlehnung an die Neyman-Pearson-Philosphie) wire
also
h;/n

pj)c

wobei ¢ = ¢(p,n) so gewihlt wird, dass das gewiinschte Niveau a eingehalten wird. (Dies
ist Hoeffdings Entropietest (1965), siehe [Geo(T7, Satz 11.15]; den kritischen Wert explizit zu
bestimmen ist allerdings rechnerisch aufwendig.)

lehne Hy ab, wenn Z J log (

Man approximiert: Setze a; := hT -1, es ist
J

5 hj h; /n _ 5 '
TL];EIO (p_) = Z:: 1+aj)
mit ¥ (u) = 1 —u + ulogu. Taylor-Approximation von ¢ in u = 1 liefert (¢(1) =¢'(1) = 0)
v = 0u-1p)
d.h.
hy h;/n s
nZ log ( ) nz,o](7—1) +0 anJ’——1’
Pj j
°\ (hy —np;)? -1/2
= Op
3 o, )

Offenbar ist unter H, der Vektor der beobachteten Haufigkeiten multinomialverteilt,
(Hf"),...,H§”)) ~ Mult(n; p1,...,ps); wir benotigen daher eine multivariate Version des
Satzes von de Moivre-Laplace:

Satz. Sei pe A= {(V1,...,0;) €[0,1]5: 01 + -+, = 1},
(Hl(n),...,Hs(n)) ~ Mult(n; p1,...,ps),

dann gilt mit u, := (\/p1,-..,/Ps) € R® (beachte: ||u,|| = 1), H, := {x € R* : - u, = 0}
(der Hyperebene durch den Ursprung mit Normale u,) und I, : R — H, der orthogonalen
Projektion auf H,

(7

®s H -1
D 0,1 o ( p)

i=1,...,s N>00

und

Ubrigens (alternative Berechnung der y2-Statistik): Es ist

™ _ppyr & M (n)y2 (n) s (H™ /n)2
5 S (1) = n S -2 ) (S ) -

np; i=1 np; 2p

was zum konkreten Berechnen angenehmer sein kann.
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Beweisskizze. Zentrale Idee: Aufheben der Abhéngigkeiten durch Poissonisierung. Seien X 1(”), .

u.a., XZ.(”) ~ Poiy,,, dann ist
N, = X" 4 s X < Poi,
Beachte: Fiir m e N, hy,...,hs € Ng mit hy +---+ hy = m ist
P(X™ =hy,. ., X8 = hy| N, =m)

oMo o (np)he ( m ) bk
— n__ npl—: ... s
(e m!) Qe h;! hi, ha, ... Prhes

sPLseeey s *

Sei
PERES X; )—an, "™ = H™ —np
np; np;
(beachte: E[X™] =0, Var[X"] = 1),
N, —-n

N = = > VX
i=1

vn
(beachte: N, =n <= N, =0 < ()?1("), XM H,)
Der zentrale Grenzwertsatz, angewendet auf jede der (unabhéngigen) Koordinaten, liefert
X = (XM XM L e
und somit gilt auch
)2 d
> (X) = Xi
i1

Das macht zumindest plausibel, dass auch

gilt.

Hier sind etwas mehr Details: Sei O eine orthogonale s x s-Matrix, deren letzte Spalte u,
ist (ergénze u, zur ONB),
1 0

m=0- or
0 0

ist die (orthogonale) Projektion(smatrix) auf H,.

Sei NV, = N o (T1,) 7
ai, ... a5 € R, A:=(-o00,a1] x x(—00,a],
Ammn = P(X(n) € A|Nn = m)
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Wir méchten zeigen: ¢, ,, = P(f](n) ¢ A) ~ N, (A).
Es gilt
Gmn 2 Qmse1n  fir myneN

(verwende die ,natiirliche Kopplung der Multinomialverteilungen und die spezielle Form
von A), somit fiir ¢ >0

P(X™ e A|N, €[0,e]) < P(H™ e A) < P(X™ € A|N, € [-¢,0])
(denn

[tey/n] _ _ N
Q> > GuaP(Ny=m|N,€[0,e]) = P(X™ e A|N, €[0,¢])

und analog fiir die andere Schranke).

Setze Y := OTX (™) U, = {(z1,...,2,)T €eR¥:0<xy < e} =R~ x [0, €]

P(X™ ¢ AN, €[0,]) = (V™ € OTA| ¥, € U.)
P(Y, e OTANU.)
B P(Yn € Ug)
NE(OTANUL)
e NEH(U.)

e_t2/2/\/’0(%’1(871)({x eR: (,t) € OTA}) dt

1 e 1
" Noa([0,2]) fo V2r

denn mit zentralem Grenzwertsatz und Rotationssymmetrie der s-dim. Normalverteilung

(Beispiel D folgt Y™ —d Ngi- Mit € | 0 konvergiert die rechte Seite gegen /V,,(A).

Korollar (x2-Anpassungstest[l)). Sei 9 € © = A, := {(¥y,...,0,) € [0,1]5 : Iy + -+ + I = 1},
unter Py sei (Hy, ..., Hs) ~Mult,.g, . »,.

Sei pe Ay,
D := ZS: —(Hi - npi)Q’
i=1 np;
a€(0,1), ¢ das (1 - a)-Quantil der x>_,-Verteilung.
Der Test von Hy : {¥ = p} gegen Hy : {9 # p} mit Ablehnungsbereich {D > q} hat
(asymptotisches) Niveau c.

Dies folgt aus Satz [4] Satz [4] macht allerdings keine Aussage dariiber, wie grofi n sein
sollte, damit die Approximation plausibel ist. Eine oft zitierte Faustregel (fir die Giiltigkeit
der x2-Approximation) ist np; > 5 fiir alle 1.

!von Karl Pearson (1857-1936) im Jahr 1900 vorgeschlagen
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Beispiel (Mendels Erbsenexperimentd?). Betrachte zwei Merkmale: Farbe: griin (rezessiv)

vs. gelb (dominant), Form: rund (dominant) vs. runzlig (rezessiv)

Beim Kreuzen von Doppelhybriden erwarten wir folgende Phénotypwahrscheinlichkeiten

unter Mendel’scher Segregation (,,rund* und ,gelb“ sind jeweils dominant, n = 556 Versuche):

Typ rund/gelb | rund/griin | kantig/gelb | rund/gelb
Anteil 9/16 3/16 3/16 1/16
Erwartete Anzahl 315 104,25 104,25 34,75
beobachtet 315 108 101 32

Wir finden D % 0,47, x2([0,0.47]) 2 0,075, ein x2-Test zum 1%-Niveau lehnt Hy nicht ab
(und auch zu ,nahezu egal welchem Niveau“ nicht). Insoweit passen die Daten sehr gut zu

den theoretischen Haufigkeiten.

> ## G.Mendel, Versuche ueber Pflanzenhybriden,
> ## Verhandlungen des naturforschenden Vereines in Bruenn,
> ## Bd. IV fuer 1865, Abhandlungen: 3-47, (1866)
> erbsen <- c(315, 108, 101, 32)
> names(erbsen) <- c('rund-gelb', 'rund-gruen', 'kantig-gelb', 'kantig-gruen')
> erbsen

rund-gelb  rund-gruen kantig-gelb kantig-gruen

315 108 101 32

> sum(erbsen)
[1] 556

> erbsen/sum(erbsen) # Anteile
rund-gelb  rund-gruen kantig-gelb kantig-gruen
0.56654676  0.19424460 0.18165468 0.05755396

# gemaess Mendel'schen Regeln erwartete Anteile
# (bei Kreuzung von "Doppelhybriden"),

theoret <- ¢(9/16,3/16,3/16,1/16)
chisq.test(erbsen, p=theoret)

V V V V V

Chi-squared test for given probabilities

data: erbsen
X-squared = 0.47002, df = 3, p-value = 0.9254

# 'rund' und 'gelb' sind dominant, 'kantig' und 'gruen' rezessiv

> # falls wir uns nicht auf die Asymptotik verlassen wollen:

> chisq.test(erbsen, p=theoret, simulate.p.value=TRUE)

2Gregor Mendel, 1822-1884; G. Mendel, Versuche iiber Pflanzenhybriden, Verhandlungen des naturfor-
schenden Vereines in Briinn, Bd. IV fiir das Jahr 1865, Abhandlungen: 3-47, (1866).
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Chi-squared test for given probabilities with simulated p-value (based
on 2000 replicates)

data: erbsen
X-squared = 0.47002, df = NA, p-value = 0.9355

Beispiel. Wir vermuten, dass ein gegebener sechsseitiger Wiirfel unfair ist und méchten dies
auf dem 5%-Niveau testen. Bei 120-maligem Wiirfeln finden wir folgende Héufigkeiten:

| 1]2]3]4]5]¢6
13]12]20]18]26 |31

?
hi

Esist D 2 13,7, das 95%-Quantil der y2-Verteilung ist & 11,07, wir kénnen die Nullhypothese
»U=1(1/6,1/6,1/6,1/6,1/6,1/6)* also auf dem 5%-Niveau ablehnen.

> w <- ¢(13,12,20,18,26,31)
> chisq.test(w,p=c(1/6,1/6,1/6,1/6,1/6,1/6))

Chi-squared test for given probabilities

data: w
X-squared = 13.7, df = 5, p-value = 0.01763

Zum y>?-Test auf Homogenitét (auch: ,auf Unabhingig-
keit*)

In einem Experiment werden zwei ,,Merkmale®“ beobachtet, wobei das erste Merkmal a und
das zweite Merkmal b viele Auspriagungen besitzt (also insgesamt s = a-b mogliche Ausgénge).

Unter n u.a. Wiederholungen werde h;; mal Ausgang (i, j) beobachtet (i € {1,2,...,a},
je{1,2,...,b}), man fasst die Beobachtungen in einer a x b-Kontingenztafel zusammen:

T 1 ] 2] 3

h.l h.g h.g h.=n

mit Zeilensummen h;. = 22:1 hi;, Spaltensummen h.; = Y7, h;; und Gesamtsumme h. =
i1 Z?’:l hij = n.

Wir fassen die beobachteten Haufigkeiten als Realisierungen einer
multinomial(n, (19ij)izlma;jzlw_,b)—verteﬂten YA (Hij)ifl,...,a;jzl,...,b

auf, wobei
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(0ij)i=1,....a;j=1,...p €in a-b-dimensionaler Vektor von Wahrscheinlichkeitsgewichten ist.

Passen die Beobachtungen zur Nullhypothese, dass
ﬁij:ni'pja ﬁj_r?;ZL...,a,j:l,...,b

mit (1;)iz1....a, (Pj)j=1...p gewissen a- bzw. b-dimensionalen Vektoren von Wahrscheinlich-
keitsgewichten?

Wir bilden " i
1/9\1'. = i., ’F’ij = —]

n n
(dies sind hier die ML-Schétzer) und die Teststatistik

» hat Produktform®ist D (approximativ) X?a—l) (5-1)"

..........

verteilt.

Wir wiirden also Hy zum Niveau « ablehnen, falls der beobachtete Wert gréfer ist als
das (1 - a)-Quantil der y2-Verteilung mit (a —1)(b-1) Freiheitsgraden. Siehe z.B. [Geo(7,
Kap. 11.3, S. 308 unten bis S. 311] fiir einen Beweis.

Exkurs: y?-Test fiir Modelle mit angepassten Parame-

tern

Wir betrachten hier nur ein Beispiel, siche dazu die Folien Exkurs_chiquadrat-Test_mit_
angepassten_Parametern_kompakt .pdf

Zum Yule-Simpson-Paradoxon

Durch Zusammenfassen von Gruppen konnen sich (scheinbare) statistische Trends in ihr
Gegenteil verkehren. Dieses Phinomen heifit Simpson-Paradoxon oder Yule-Simpson-Effekt]

Beispiel (Zulassungsstatistik der UC Berkeley 1973). Im Herbst 1973 haben sich an der
Universitat Berkeley 12763 Kandidaten fiir ein Studium beworben, davon 8442 Méanner und
4321 Frauen. Es kam zu folgenden Zulassungszahlen:

Aufgenommen | Abgelehnt
Méanner 3738 4704
Frauen 1494 2827

Demnach betrug die Zulassungsquote

bei den Ménnern 358 ~ 44%, bei den Frauen nur {355 ~ 35%.

Ein x2-Test auf Homogenitét (z.B. mit R) zeigt, dass eine solche UnverhéltnisméBigkeit
nur mit verschwindend kleiner Wahrscheinlichkeit durch ,,reinen Zufall“ entsteht:

3nach Edward H. Simpson, *1922 und George Udny Yule, 1871-1951
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> berkeley <- matrix(c(3738,1494,4704,2827) ,nrow=2)
> berkeley
(,1] [,2]
[1,] 3738 4704
[2,] 1494 2827
> chisq.test(berkeley,correct=FALSE)

Pearson's Chi-squared test

data: Dberkeley
X-squared = 111.2497, df = 1, p-value < 2.2e-16

Dieser Fall hat einiges Aufsehen erregt, s.a. P.J. Bickel, E.A. Hammel, J.W. O’Connell,
Sex Bias in Graduate Admissions: Data from Berkeley, Science 187, no. 4175, 398-404,
(1975).

Das Ungleichgewicht verschwindet, wenn man die Zulassungszahlen nach Departments
aufspaltet:

Es stellt sich heraus, dass innerhalb der Departments die Aufnahmewahrscheinlichkeiten
nicht signifikant vom Geschlecht abhéngen, aber sich Frauen h&ufiger bei Departments mit
(absolut) niedriger Aufnahmequote beworben haben als Méanner — dies ist ein Beispiel fiir
das Simpson-Paradoz.

Die genauen nach Departments aufgeschliisselten Bewerber- und Zulassungszahlen sind
leider nicht 6ffentlich zugénglich (siehe aber Abb. 1 in Bickel et. al, loc. cit., fiir eine grafische
Aufbereitung der Daten, die den Simpson-Effekt zeigt).

Bickel et. al demonstrieren das Phéanomen mittels eines hypothetischen Beispiels:

Aufgenommen ‘ Abgelehnt

Department of machismathics

Mé&nner 200 200
Frauen 100 100
Department of social warfare
Mé&nner 50 100
Frauen 150 300
Gesamt
Manner 250 300
Frauen 250 400
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Anhang A

Erginzungen / Hintergrundmaterial

A.1 Ein Steilkurs zur bedingten Verteilung / beding-
ten Erwartung

Siehe auch [Kle06l, Kap. 8]

Erinnerung A.1.1. Sei (Q2,.%,P) W’raum, B € % mit P(B) > 0.

P(AnB)

Ae T
PB) = °F

P(A|B) =

heifit die bedingte Wahrscheinlichkeit von A, gegeben B.
P(- | B) definiert durch diese Formel ein W’Maf§ auf (Q,.#) mit P(B | B) = 1, fiir
Y e LY(P) ist
E[15Y]
P(B)

E[Y | B] = f Y (w)P(dw | B) =

Bemerkung A.1.2 (Diskreter Fall der bedingten Erwartung). X und Y ZVn (auf einem
Wraum (Q, #,P)), Y € L1(P), X nehme hochstens abzdhlbar viele Werte x1,z5,... an.
Setze

f(x)=E[Y [{X =2}] firze{r),xe,...}

und E[Y | X]:= f(X).
Offenbar ist E[Y | X] o(X)-messbar (es ist eine Funktion von X) und fiir A € o(X) gilt

E[Y14]=E[E[Y | X]14]

(klar fiir A ={X =x;} und dann auch fiir A={X € B} mit B c {x1,2s,...}; jedes A€ o(X)
hat diese Form).

Wir betrachten im folgenden einen W’raum (9, %, P).

Definition A.1.3. X e L1(P), ¥ c . Teil-o-Algebra. Eine reellwertige ZV Y heifit (eine
Version der) bedingte(n) Erwartung von X gegeben ¢ (geschrieben E[X | ¥]), wenn gilt

i) Y ist ¥-messbar,
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i) E[Y14] =E[X14] fir alle Ae¥9.

Bemerkung. Aquivalent kann ii) durch ii’) ersetzt werden:
ii") E[Y-H]=E[X-H] fiir alle reellwertigen, beschr., ¥-messbaren ZV H.
Falls ¢ = 0(Z) fir eine Zufallsvariable Z, so schreibt man oft auch E[X | Z] :=E[X | 0(Z)].

Satz A.1.4. Fir X € LY (P) existiert E[X | 9] und ist eindeutig (bis auf P-f.s.-Gleichheit).
Beweis von Satz (Bindeutigkeit). Seien Y,Y bedingte Erwartungen.

E[Y‘ 1{Y>17}] = ]E[X ) 1{Y>}7}] = E[?' 1{Y>)7}]>
also E[(Y -Y)- 1{Y>3~,}] =0=P(Y>Y)=0; analog gilt P(Y >Y) =0, also Y =Y P-fs. [

Satz A.1.5. J c L2(IP) abgeschlossener Unterraum. Zu X € L2(P) gibt es (bis auf P-f.s.
Gleichheit) genau ein'Y € 7 mit

i) ||Y = X|o = inf {[|[W - X||y: W e £}
i) E[(X -Y)Z] =0 fir alle Z e #

Y st (die Aquivalenzklasse) der orthogonalen Projektion von X auf 5, auch Proj . (X)
geschrieben.

Beweis. Wiahle Y,, € 7 mit
|X = Yollo — a:=inf {||W = X[l : W € 3£}
Es ist

1 1
X = Yol + 11X = Yl = 2]} = S (% + Y[+ 2|5 (Y - Yo

1
wegen lim || X - Y, |3 = lim [|X - Y,,[[3 = o® < liminf ||X - §(Yn + Ym)H2 folgt

limsup ||Y,, = Yiu|l2 = 0,

n,m—>00

d.h. (Y,). c £2(PP) ist Cauchy-Folge.

Demnach gibt es Y € £2(IP) mit Y, 0y (L£%(P) ist vollstéandig). Wahle Teilfolge (1)

mit Y = l}l_)rg Y., P-fs., dann ist Y € 7 mit
o’ <E[(X -Y)?] <liminf E[(X - ¥,))*] = &
Sei Z € A, fiir t € R ist
E[(X - (Y -tZ))*] 2E[(X -Y)?]
(nach Wahl von Y'), also

2AE[(X -Y)Z]+*E[Z?] >0 fiir alle t e R,
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was ]E[(X - Y)Z] =0 erzwingt.
(Ubrigens: Fiir Y € 7 gilt i) < ii).)
Zur Eindeutigkeit: Y erfiille ebenfalls i), es ist

(-3 oo
Axovyeeix-vye
2 2

die Ungleichung ist strikt auf {Y # Y}.
Wire P(Y #Y) > 0, so wiire

E[(X - %(Y + 17))2] < %E[(X ~v)?]+ %]E[(X -7)?] = %a + %a = q,

ein Widerspruch, da (Y +Y)/2 e 2 . O

Beweis von Satz[A.1.]] (Ezistenz). Sei zunéichst X € L2(P),
A ={Y e L2(P):Y ist G-messbar} c L*(P)

ist ein abgeschlossener Unterraum, Y := Proj,,(X) (nach Satz|A.1.5)) leistet das Gewiinschte.

Beachte:
X>0 = Y:=E[X|¥9]>0 fs,

denn dann ist 0 <E[ X1y ] = E[Y1ycoy].
Sei nun X € L1(P), X >0 :

Y,=E[XAn|9] » Y (20) (fs)

n—00

(X An € L1(P), nutze dann obige Monotonie-Eigenschaft, um E[ X An | 4] <E[X A(n+1) |¥]
f.s. zu sehen), fir A € ¥ gilt

E[X14] = lim E[(X An)14] = lim E[Y,14] =E[Y14]

(mit monotoner Konvergenz).

Fiir allgemeines X € L1(P) leistet
Y =E[X*|9]-E[X" |¥]
das Gewiinschte. ]
Satz A.1.6. XY € LY(P), 4 c F Teil-o-Algebra.
i) E[aX +bY | 9] =aE[X | 9] +bE[Y |¥4] f.s. fir a,beR  (Linearitit)

i) X <Y fs. = E[X|¥Y]|<E[Y|¥9] fs. (Monotonie)
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iii) |E[X |4]| <E[|X||¥] fs. (Dreiecksungleichung)
iv) Es gelte E[|XY|] < 00 und Y sei G-messbar, dann ist
E[XY |9]=Y -E[X |¥] [s.,
insbesondere ist E[Y|9] =Y fs. (,Herausziehen von Bekanntem®)

v) Sind o(X) und &4 unabhdingig, so ist E[X | 9] = E[X] f.s. (Verhalten bei Unabhin-
gigkeit)

vi) 9' ¢ Teil-o-Algebra, so ist
E[E[X |¢9]|¥9'] =E[X |¥'] fs.,
( ,Jurmeigenschaft) insbesondere ist

E[E[X |¢]] = E[X]

vii) 0< X, # X f.s. fiirn — oo, so gilt

E[X, |¥] nfooE[X |94] fs. und in L*(P)
(monotone Konvergenz)
viti) X, reelle ZVn mit | X,| <Y Vn und X,, > X f.s., so gilt
E[X, | %]@E[X |4] f.s. und in L'(P)
(dominierte Konvergenz)

Beweis. (Die folgenden Gleichungen, etc. gelten jeweils f.s., auch wenn wir dies in der Nota-
tion nicht explizit machen.)

i) aB[X | 4]+ DE[Y | ¥] ist 9-messb., und fir A € ¥ gilt
E|14(aE[X | 9]+ E[Y | 4])] = aE[14E[X | 4]] + bE[1LE[Y | 4]
= aE[1,X]+bE[14Y ] =E[14(aX +bY)]

i) A:={E[X |¥4]>E[Y |¥4]} €4 und

0<E[14(Y - X) ] =E[14(E[Y | 9] -E[X |¢])] <0,

also P(A) = 0.
iii) [E[X | ]| 2|R[X* | 4] - E[X~ | 4]| <E[X* | 9]+ E[X" | 9] ZE[|X||¥]
iv) Seien zundchst X,Y >0, Y, :=2"|2"Y |an (~ Y).
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Fiir Ac¥ ist

E[14YE[X |¥]] = lim E[1,Y,E[X |¢]]
n2"

k
= lim E[lA Z —]_{Y:k/Qn}]E[X | g]]

n—00 =0 on

n2m

k
= lim Y —E[1angyosen X]
i=0 2"

n—oo

= lim E[1,Y,X]| =E[14Y X]

Fiir den allg. Fall zerlege X = X+ - X~ Y =Y* -Y~ verwende 7).
v) Fiir Ae9 gilt E[14X] =E[14]E[X] = E[14E[X]]

vi) Sei Ae¥’
E[1.4E[X |%]] = E[14X] = E[14E[X | %]

d.h. E[X | 9'] erfiillt die Def. von E[E[X | 4]|9"].
Zum Zusatz: Stets ist E[X | {@,Q}] = E[X]
vit) B[ X,, | 4] ist (f.s.) nicht-fallend in n nach i),

E[[ELX |9]-E[X,|¥]|] iZ)IE[]EUX - X,||9]] YE[X - X,]] —0

n—oo

also E[X,, |¥9] - E[X |¥4] in LY(P).
Weiterhin: Fiir monotone Folgen von ZVn impliziert £!(IP)-Konvergenz f.s.-Konvergenz:
Seien Z,, # Zund Z - Z,, in L1 (IP), dann auch Z,, »# Z = sup,,, Z,,, stochastisch, ]P’( Ninsn {|Zm—

7| <e}) =P(Z - < Zy) —>no 1, sOMIt

IP’(U N {1Zm - Z| <5}) =1 fiir jedes € > 0.

n m22n

vi11) 0 < Z, := SUP,yon | Xm — X| (£2Y), Z,, N 0 fs. fiir n — oo,

i)
E[[ELX |4] - E[X, | ¥]|| < E[E[|X - X,||9]] YE[|X - X,.|] <E[Z.] — 0,
also E[X,, |¢9] - E[X |¥4] in LY(P). Weiter ist
E[ lim B[Z, | %]] <liminfE[Z,] =0

n—oo n—oo

d.h. E[Z,|¥] - 0 f.s., somit
[E[X | %] - E[X, |¢]| <E[|X - X,||9] <E[Z,|9]] —0 fs.
O

Satz A.1.7 (Jensen’sche Ungleichung fiir die bedingte Erwartung). X € L1(P), k: R -
Ru{+o0} konvex, dann gilt

E[k(X)|9] > k(E[X |9]) [s.
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Beweis. Die Behauptung ist offenbar erfiillt (mit Satz i)), wenn k affin-linear ist, d.h.

k(x) = ax + b mit gewissen a,b € R.

Sei nun k konvex und nicht von dieser Form. Man kann die Funktion k& als das Supremum
ihrer Stiitzgeraden schreiben, d.h.

k(x)=sup{ax +b:(a,b) € S} mit S:={(a,b) e R*:ay+b<k(y)VyeR}

und es gilt auch ((a,b) — ax + b ist stetig fiir jedes x € R und da k keine Gerade ist, kann
man zu (a,b) € S gewisse (a,, b, ) € SN Q? finden mit a,, > a,b,, - b fiir m - oo)

k(x) =sup{az +b: (a,b) € S nQ?}.
Sei (an, by )nen eine Aufzihlung von S nQ?, fiir jedes n gilt
E[k(X)|9] >ElanX +b,|9] = a,E[X |Z] +b, fs.

(mit Satz[A.1.6] ) und ¢)), daher auch (man muss oben nur abzihlbar viele Ausnahmemen-
gen betrachten)

E[k(X)|¥] > sup {a,E[X | %] +b, :neN} =k(E[X |¥]) fs.

Bemerkung A.1.8. X,Y reelle ZVn mit gemeinsamer Dichte fxy, d.h.

P((X,Y)eA):[Afx,y(x,y)A@?(d(a:,y)) fiir A e B(R?),

Y e L1(P).
Sei fiir z e R
fx(x):= [ fxy(z,y) A(dy) die Marginaldichte von X,
R
fxy(z,y)
= " \(dy)1 50-
o) [P A )15y
Dann gilt

E[Y|o(X)] = p(X) fs.
denn fiir B € B(R) ist
E[1ixeme(X)] = [ 1a(@)p(@)fx (@) A(dr)
- [ [ @)yt (@ m)A\(dy) A(da)

B A2 1B(x)ny,Y(x7y) )‘®2(d($’y)) - E[I{XEB}Y]'
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Bericht A.1.9. (Zu regulidren Versionen bedingter Verteilungen) Wenn Y = 1p fiir ein
Ereignis B € &7, so schreibt man gelegentlich auch P(B | %) = E[Y | ¢]. Man muss allerdings
etwas vorsichtig sein bei der Interpretation von P(- | ¢) als ein (zufélliges) Maf}, da i.A.
iiberabzahlbar viele B in Frage kommen und damit die Kompatibilitdt der in der Definition
der bedingten Erwartung implizit vorkommenden Nullmengen (vgl. Def. wenigstens
a priori unklar bleibt.

In ,, gutartigen“ Fillen ist eine konsistente Wahl moglich, das Stichwort dazu lautet ,re-
guldre bedingte Verteilung einer Zufallsvariable*. Wir skizzieren hier knapp den reellwertigen
Fall:

Sei X reellwertige ZV (auf einem W’raum (Q,.%#,P)), 4 c .# Teil-o-Algebra. Dann gibt
es einen stochastischen Kern ks von (€,%) nach (R, B(R)) mit

kxp (w, B) = E[1(xep |4 ](w) fs. fiir alle B € B(R),
d.h. (vgl. [Birl7, Def. 5.4] oder [Kle06, Def. 8.24])

fiir jedes B € B(R) ist w = rxy(w, B) eine Version von E[I{XeB} ‘%] und
fiir jedes w ist kxw(w,-) ein WmaB auf (R, B(R)).

Die Hauptidee besteht darin, das gewiinschte Mafl rxjy(w,-) auf R anhand seiner Ver-
teilungsfunktion zu charakterisieren (vgl. [Birl7, Satz 1.27] oder [Kle06l Bsp. 1.44]) die
zielfithrende Beobachtung ist dann, dass eine Verteilungsfunktion (wegen der Monotonie)
bereits durch ihre Werte an abzéhlbar vielen Stellen festgelegt ist. Man betrachtet also
B = (-o00,7],7 € Q und setzt

Fri= B[1 oy (X) | 9]

Dann gilt (mit den Eigenschaften der bedingten Erwartung aus Satz |A.1.6) wie gewiinscht
P-fs.: F,. < Fo, fiir r<r’ (r,r' €Q), lim F, 1 = F, fir reQ, lim F, =1, lim F, =0.

Wegen der Abzihlbarkeit von Q gibt es N € .% mit P(N) = 0, so dass obiges fiir w € QNN
und alle r,r" € Q gilt. Dann definiert

B inf{F,:r>s,reQ}, weQ\N,
. I, weN,

wobei F irgendeine Verteilungsfunktion ist, die (zufillige) Verteilungsfunktion von kxg.
Details finden sich beispielsweise in [Kle06, Kap. 8.3, speziell Satz 8.28].

Man kann dieses Argument relativ leicht erweitern auf die Situation, dass der Wertebe-
reich (E, %) von X ein sogenannter Standard-Borel-Raum ist (auch der Name Borel’scher
Raum ist iiblich), d.h. wenn es ein A € B(R) und eine Bijektion ¢ : E — A gibt, so dass ¢ und
¢! jeweils messbar sind (dann sind (£, %) und (A, B(A)) isomorph als messbare Riume).
Dann ist ndmlich X’ := ¢ o X eine reellwertige ZV, und die Argumentation oben greift (vgl.
auch [Kle06, Satz 8.36]).

Schliefllich kann man zeigen, dass jeder separable und vollstdndige metrische Raum F|
versehen mit seiner Borel-o-Algebra, ein Standard-Borel-Raum ist (siehe z.B. L.C.G. Rogers,
D. Williams, Diffusions, Markov processes and martingales, Bd. 1, Ch. 11.82; L. Breiman,
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Probability, Appendix 7). Solche Wertebereiche heilen polnische Rdume, sie spielen in der
allgemeinen Theorie der Stochastik eine wichtige Rolle (beispielsweise sind R? oder C'([0,1])
mit Supremumsnorm polnisch).
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A.2 Rund um die multivariate Normalverteilung
Wir benétigen einige Eigenschaften der multivariaten Normalverteilung.
Proposition A.2.1. neN, X|, X5,..., X,, w.i.v. ~Ny1, so hat

X = X7+ X5+ +Xp  die Dichte 52 0% e P11 o0 (2),

X2 = Z(X) heifit Chiquadrat-Verteilung mit n Freiheitsgraden.

Beachte: x2 =T /2.n/2, WO die Gamma-Verteilung I, ,, die Dichte

maumy—le—axl(&m) (ZL‘)

besitzt (o = Skalen-, ¥ = Formparameter)

Proposition A.2.2. Seien o,r,5>0, X ~T'y,,Y ~ 'y, s unabhingig. Dann sind

X+Y und V= unabhdngig

X+Y
und X +Y ~Tyis, V ~ Brs, wobei die Beta-Verteilung 3, s die Dichte

I'(r+s r— S—
St (1= v) g1 (v)

besitzt.
Insbesondere bilden die Gamma-Verteilungen eine Faltungsfamilie (beziglich des zweiten,

des sogenannten Formparameters): I, + Lo s =T ris.

Beweis. (X,Y") hat Dichte

a’f‘+8

f(X,Y)(l',y) = er_lys_le_o‘(m'y) auf (07 00)2.

+
Sei p(z,y) = (a:iy)7 S0 ist

T4y
B 2v I e |z +y| 1
© (z,v)=( ) Dp(x,y) = v | |det Do(z,y)l = =
z(1-v) L L (x+y)* |z+yl
Schreibe Z = X +Y, V := ©5+. Geméf 2-dimensionaler Dichtetransformation (siehe Be-

richt [A.2.7)) ist die Dichte von (Z,V):

f(X,Y)(SO_l(Za v))
det Dp(971(z,0))]

- EE Y G e

— arts Zr+s—1e—az F(’I" + S) ,Ur—l(l _ U)s—l

[(r+s) L(r)T(s)

f(Z,V)(z7 U)

Dichte von 'y rts Dichte von S s
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Beweis von Beob. [A.2.1. X ~ Ny, so ist X2 ~ F%,% (=x1) :

x

| X| hat Dichte Le’T auf (0,00);seip:(0,00) = (0,00), 2 = 2%, 0 (y) = /Y, d%go‘l(y) =

M

_y 3 1 1, .
2y, also hat X? die Dichte 2f¢_e 2= (1)? F(lé)yz le=3¥ (siehe Beob. |A.2.5)).
Dies zeigt die Behauptung fiir n = 1, der allgemeine Fall folgt daraus induktiv unter
Verwendung von Proposition [A.2.2] O

Korollar und Definition A.2.3. Seien m,n e N, X;,..., X, Y1, ... Y, unabhingig, ~ Ny .

1 y2
1. F, EthtD hte fo(r) = C2) o T
- Pmn = ——— ha 1ICLE Jmnp\T) = mz2mnz-————mr—51(0,00)(T)-
Ly y? P( )L(3) (n+mx)(2) o)
=1

j
L (Fyn) heiBt Fisher-Verteilung| mit m und n Freiheitsgraden (préziser: mit m Zéhler-
und n Nenner-Freiheitsgraden).

NG 2\
=(5)

2 A NORONG

hat Dichte t,(z) =
2

S=
T >

Z(T,) heift Student- Verteilung?] mit n Freiheitsgraden (auch Student’sche T-Verteilung
genannt).

Bemerke: Die Student-Verteilung mit einem Freiheitsgrad ist die Cauchy-Verteilung.

Bemerkung. Sei T,, Student-verteilt mit n Freiheitsgraden, so ist T, R Noi.
(denn es gilt t,(z) - \/%e‘“Q/Z lokal gleichmiiflig).

Beweis von Korollar[A.23. 1. X := Y, X? ~

2 1 PR 1n sind unabhéngig, also
ist V X B h P ition |A.2.2
i = ~ f[m n r ition [A.2.2|
s X v n 1 nac opositio
Dann ist
I _nX_nX)fy_n V
mm_mY_mX):Y_ml—V’
mit
n v mz 1
(0,1 0 _— 1 1(2) = - -
2 (0.1) > ( ’Oo)’val—v’ also ¢ (2) n+mz’ SO() m(l v)?

ist Fi,.n = (V) hat also die Dichte

o) = () ()

-1

w3

(n+mz)2T(5)I'(F) \n+mz n+mz
DS w22
P( )T(5) (n+mz)(m+n)

!Nach Ronald Aylmer Fisher, 18901962
2Nach William Sealy Gosset, 1876-1937, der sie 1908 unter dem Pseudonym “Student” veréffentlichte.
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2. T? hat (nach 1.) Dichte fi,, also hat |T;,| Dichte 2 f1 ,(#*)1{0,00)(%).

Da T,, symmetrisch um 0 verteilt ist (klar aus der Symmetrie von X;), hat 7;, die Dichte

F(nTH) n/2 (t2)%_1
LG (s )P
() 1 1
CTT(E) Vi (14 2)m DR

[t]f10(£%) = 2]

Proposition A.2.4. Xi,..., X, wiv. ~N, 2 mit peR, >0,

M := lzn:XZ, 52 := Li:(XZ—]\/[)2

=1 n—1iH
Es gilt
1. M und S? sind unabhingig, M ~N,, 52/n, "55% ~ X2_;.

/(M - p)
2. T:= =

Beweis. Sei 0.E. p1=0, 02 =1, sonst betrachte X/ := (X; — u)/Vo2.

1st Student-verteilt mit n — 1 Freiheitsgraden.

1. Sei O orthogonale n xn-Matrix, deren erste Zeile z; = (ﬁ, ﬁ, cey %) ist, d.h. ergénze

z1 zu einer Orthonormalbasis z1, ..., 2, von R", setze
<1
0=\
ZTL
Dann ist
Y] X4
Y5 X
yv=|?l=0|"?
Y, X,

n-dimensional Standardnormalverteilt (nach Beispiel Invarianz der n-dim. Normalver-
teilung unter orthogonalen Transformationen).

Somit
noo]
V=) —X, =vnM, also M ~ Ny i/,
UL "
(n-1)S*=>(X; - M)*=> X7 — nM?
-1 i=1

= ||(X17 ce 7Xn)T||2 _Yiz = ||(1/17 . '>Yn)T||2 - Yf = ZY;Q’
=2
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also (n—1)5% ~ x2_; und unabhéngig von M.

(Geometrisch ausgedriickt: Zerlege R" = D @ D* in die Diagonale D = {(z,z,...,x) :x €
R} ¢ R? und ihr orthogonales Komplement D* = {(x1,2a,...,2,) : &1 + -+ 2, = 0}, seien
Pp:R* - D, Pp, =Idg» — Pp : R* - D+ die orthogonalen Projektionen auf D bzw. auf D+,
dann ist \/nM die (signierte) Linge von PpX und (n-1)S? =||Pp, X|?.)

2. Dies folgt aus 1. und der Definition (vgl. Korollar und Definition [A.2.3] 2.) O

Zur Dichtetransformationsformel

Beobachtung A.2.5 (Dichtetransformation im Fall R!). X reelle ZV mit Dichte fx, d.h.
Fx(x) = / fx(z)dz, I ¢ R (moglicherweise unbeschrinktes) offenes Intervall mit P(X e
IN=1,Jcl, ¢:I— J stetig differenzierbar, bijektiv.

Dann hat Y := p(X) die Dichte

fx(e7'(y)) C
Fry) =1l (et W)] ye
0, y¢J

Beweis. ¢ muss offenbar strikt wachsend oder strikt fallend sein, wir betrachten den wach-
senden Fall.

Fir z <inf J ist P(Y <2) =0, fiir z>supJ ist P(Y <z) =1.

Sei z € J:
P(Y <2)=P(p(X)<z)=P(X <p(2))
¢ (2) z 1
= f Ix(z)dv = _/ fX(SO_l(y))Td%
oo oo ' (7 ()|
wobei wir 2 = p1(y) (und somit 4 rrik m substituiert haben). Siehe auch die Skizze
unten. O
A
y+o /
T
-1 P A1V (1)) = -1 1
e (y+8) 2o (y) +0- (7)) (y) = v (¥) + Oy
J
) >
) >
1
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Beispiel A.2.6. X ~Npy, peR, 0>0,s0ist Y :=0X +p~N,,2 (Ubung).

Bericht A.2.7 (Dichtetransformation im R4). X Ré-wertige ZV mit Dichte fx, I c R? offen
mit P(X e€I)=1, JcR?offen, ¢ : I — J bijektiv, stetig differenzierbar mit Ableitung

d
O'(z) = Opi (z) (,,Jacobi-Matrix“),
O i,j=1

dann hat Y := ¢(X) die Dichte
fx(o'(®)

Fr(y) = ldete’ (¢ ()]
0, y¢J

Beweise finden sich in Analysis-Lehrbiichern, z.B. G. Kersting und M. Brokate, Maff und
Integral, S. 107, H. Heuser, Analysis, Teil 2, Satz 205.2 (“Substitutions-Regel”), O. Forster,
Analysis 3, Kap. 9, Satz 1 (“Transformationsformel”).

Wir betrachten hier nur folgende Heuristik (im Fall d = 2): Lokal sieht
(-2
T2 pa(x)

(@) = () + ¢ (2) - (2 - )
s () E9) (572

a%w(x) 3872302(33) Ty = T

Y€,

Haus wie

(plus Terme, die O(||z’ - z||?) sind), also:
die Flédche der Grofle hq - hy ,rund um z“

wird auf
~ Fliache hy - hy - |det ¢’ ()] ,rund um y* abgebildet.

L2 Y2

L1 Y1
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Wenden wir dies auf Y = p(X) an, so bedeutet das anschaulich: Fiir y = p(x) € J (und
sehr kleines h > 0) ist

fy(y)h* ~ ]P’(Y nimmt Wert in einem Quadrat der Fliche A% mit ,, Aufpunkt y an)
~P(X nimmt Wert in einem Quader der Fliche h?/|det ¢'(z)| mit , Aufpunkt z an)

i @) o
O e o

Beispiel A.2.8. 1. X1,..., X,, wa., X; ~ N1, dann hat X := (X3,..., X,,) Dichte

LLE 2
= -7 /2 2 -n/2 _1 2 — R”
z)=]] e T ex z|[?), x = (x1,...,2,) €
fX( ) i:l\/% ( ) p( 2|| || ) ( 1 )
(mit [|x]] = /23 + - + 22, der euklidischen Norm).

Sei M = (my;);;-, orthogonale n x n-Matrix (d.-h. MTM = I, die n x n-Identititsmatrix),

YT = MXT dh Y =(Y;,...,Y,) mit ¥; = Y my; X,

j=1
dann sind Y,...,Y, wa., Y; ~ Ny ;.

@ :R* > R p(x) = Mz ist bijektiv und differenzierbar mit ¢='(y) = M7y, ¢’ = M, die
Dichtetransformationsformel (Bericht |A.2.7)) zeigt: Y hat Dichte

fx( () _ [x(MTy)
|det o' (7'(y))| [ det M|
= (2m) " exp (- 5 [MTyl*) = ]

—_— 1 V27
llylI?

Sx(M"y)

fr(y) =

e_yf/Q‘

2. Sei X ein uniform im Einheitskreis {x € R? : ||x]| < 1} verteilter Punkt (in kartesischen
Koordinaten X = (X3, X3)), R der Radius, W der Winkel von X (in Polarkoordinaten), also

arcsin(%), X120,
R=\/X{+X3, W={r-arcsin(32), X;<0,X,2>0,
n

(X
—m — arcsi 72), X1 <0,X5<0,

=l

e

(siche auch die Skizze unten).
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Links: Punkt (X7, X3) und seine Polarkoordinten (R, W). Rechts: Schraffiert ist
B(r,w) := {Punkte mit Radius < r und Winkel < w}.

Dann sind R und W unabhéngig,

R hat Dichte fr(r) =211 1(7),
1
W hat Dichte fy (w) = 2—1[,,“#)(1,0),
T
denn (fir 0<r <1, -mr<w< )

P(R<r,W<w) = P(X ¢ B(r,w))
:WTQMQ_:F :T2w+7r szQSds-fwidv
w12 2 0 o 2%

Zur allgemeinen mehrdimensionalen Normalverteilung

Beobachtung A.2.9. i) Sei X = (X1,...,X,)t eine Ré-wertige Zufallsvariable. Die Kova-
rianzmatrix C' = (¢;j); 21,0 mit ¢;; = Cov[X;, X;] ist symmetrisch und positiv definit,
denn ¢;; = Cov[X;, X;] = Cov[X;, X;] = ¢;; und fir a = (aq,...,aq)t € R? ist

a'Ca = Z a;ci;a; = Z a;a;Cov[X;, X;] = Cov [Z ale,Zaj ] Var[{a, X)] > 0.
i,5=1 i,j=1
i) Sind Zi,...,Z; unabhéngig und standardnormalverteilt, so hat Z = (Z;,...,Z;)t die
Dichte

fz(2)=(2n -3 exp —1 24+ +22)=2n _%6_%”2”2, z e R%.
5 A1 d
L(Z) heifit die d-dimensionale Standardnormalverteilung.

iii) Sei € RY und A = (a;;) € R4 Dann hat X := y+ AZ den Erwartungswert(-vektor)
E[X]=(E[X.],...,E[X4]) = p und die Kovarianzmatrix C := AAt, denn

COV[Xk:aXl] Cov [Mk + Z Qg sz M+ Z al]le = Z akzal]COV[Zm Z; ]

=1 ’L]l
d

Z alj i Zakzah = (AA )k:l
i=1

,]:
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Falls A vollen Rang d hat, so hat X die Dichte

Sl =), R

V (2m)ddet C P72

denn fiir g(z) == p+ Az gilt g7 (z) = A (z - ) und (a%igj(z))ij =Dg(z) = A. Also folgt
mit der Dichtetransformationsformel und mit det C' = det (AA) = (det A)*:
1

|det Dg~*(x))|

fuc(x)

fuc(@)=fz (g7 (z))

Falls A nicht vollen Rang hat, so besitzt X keine Dichte beziiglich A9,

Was ist jedoch in dem Fall, in dem A (und damit auch C') nicht vollen Rang haben?
Betrachte fiir u € R%:

E [ei(u,X):I -E [ei(u,,u) . ei(u,AZ)] — ei(u,,u,)E [ei Zﬁ’lzl ukaklzl] — ei(u,,u)

d
F |:€i >e Ukakzzz]
=1

d 2

= el<u7u> H e_%(ZZ=1 ukak'l) - 6“”7“)6_% Zf=1((ut*’4)l)2 — ei<u7u)6_%<utA7utA>
=1

= 6i<uvﬂ>€_%<ut7utAAt) = el<unu'>e_%<uvcu)

Dies legt folgende Definition nahe.

Definition A.2.10. Sei p € R?, C € R4 symmetrisch und positiv definit. X heifit d-
dimensional normalverteilt mit Erwartungswert p und Kovarianzmatriz C, falls

SDX(U) = ei(uuu)67%<u7cu>.
Man schreibt auch £(X) = N (i, C).
Bemerkung A.2.11. Sei X ~ N (i, C), Ae R*4und Y := AX. Dann ist Y ~ N (Ap, ACAY),

denn

E [ei(u,Y)] -k [ei(u,AX)] -E [ei(Atu,X)] _ ei(Atu,u)e—%(Atu,CAtu) _ ei(u,A,u)e—%(u,ACAtu)'

A.3 Exakte Konfidenzintervalle fiir den Erfolgspara-

meter in der Binomialverteilung

Unter n unabhéngigen Versuchen seien = Erfolge beobachtet worden, wir fassen = als Reali-
sierung einer Bin, y-verteilten ZV auf und wollen anhand der Beobachtung auf ¥ schlieSen.

Wir hatten in der Vorlesung das auf asymptotischer Normalitit fulende (approximative)
Konfidenzintervall fiir ¥ zum Niveau 1 — a betrachtet:

—~ X — —
it 9==,7=\9(1-9), qgdas 1-5%- til M
mi — G ( ), q das S-Quantil von Ny
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Frage: Wie kénnen wir vorgehen, wenn wir uns nicht auf die Asymptotik verlassen moch-
ten? Beobachte X ~ Py := Bin,, y, Konfidenzintervall fiir ¥ € © = [0, 1]?

Idee: Zu ¥ € © := [0, 1] wihle ¢y € (0,1), so dass fiir
Cy={re{0,1,...,n}: Bin,y({x}) > ¢y}
gilt Bin, 4(Cy) > 1 -« (und ¢y moglichst grof, so dass Cy moglichst klein).
Setze C(z) :={0e@:xeCy} fir z € Q:={0,1,...,n},

dann gilt
VIeO : Py(deC(X))=Py(XeCy)>21-a

nach Konstruktion.
Es gilt

1. Fir 9 €(0,1) ist {0,...,n} 32~ Bin, y({z}) strikt wachsend auf {0,1,...,[(n+1)9 -
1]}, strikt fallend auf {|(n + 1)¥¢],...,n}, also maximal auf x = [(n + 1)9¥] (und auf
(n+1)9 -1, wenn (n+1)0 € Z).

2. Fir z € {1,...,n} ist [0,1] 3 ¥ » Bin,y({z,z +1,...,n}) stetig, strikt monoton
wachsend mit
Bin, y({z,z +1,...,n}) = Beta, n_.+1([0,9]),

wo Beta,;, die Dichte

~Ila+d) . b-1
fBetaa,b(u) = WU (1 - u)
ot (0 b Bin({r}) _  ()or(1-v)
Beweis. 1. Bin,o({z - 1}) = (;1)1933_1(1 —g)n-atl
(n-x+1)v
z(1-7)
> 1

«~— x < (n+1)¥
2. Uy,...,U, unabhingig und uniform auf [0,1], Sy := Z 170,97(U;) ist Bin,, g-verteilt.
i1
Sei Uy < Uy < ... < U, die ,,Ordnungsstatistik®.
Bin,y({z,...,n}) =P(Sy > 2) = P(U(,) < V)

= ]P’( U <,U, <U fiir me B, )
U>U firle{l,....,n}~ ({k} uB)

k=1 Bc{1,....,n}~{k}

|Bl=z-1
9 9
= [ ulBl(1-u)"~IBI-1 du= [ ur~1(1-u)"2 du
0 0
1 9
n p—
- n( ) / w1 -u)"" du
-1
——— 0
n! I(n+1)

(-Dl(n-2)! T(z)T(n-xz+1)
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]

Wihle Cy = {z_(9),z_ (V) + 1,...,2.(¥)} mit 2_(J) = max{x : Bin, y({0,...,2 - 1}) < §}
und z,(¥) = min{z : Bin, y({z +1,...,n}) < §}.

Dann gilt:

o r<x,(¥) < Binyy({z,...,n}) = Betay n_,1([0,7]) > §
> ¥ >p_(x) = §-Quantil von Beta, , 1.

o z>z.(0) < Bin,y({0,...,2})=1-Bin({x +1,...,n}) = Beta,,1 -, ([¥,1]) > 5.
> ¥ <p.(r):=1-5-Quantil von Betay, i, .

Fazit (exaktes Konfidenzintervall im Binomialmodell). Mit

p-(x) = §-Quantil von Betag g1,

p+(2) := 1 - §-Quantil von Betag,1 s

ist © — [p_(x),p+(2)] ist ein Konfidenzintervall fiir ¢ zum Sicherheitsniveau 1 - a.

Bemerkung. e Quantile der Beta-Verteilungen sind tabelliert, gelegentlich kann beim
Nachschlagen in Tabellen die Symmetrieeigenschaft

Betay 5 ([0, 2]) = Betay o ([1 - z,1]) = 1 — Betay ([0, 1 - 2])
niitzlich sein.

e R kennt die Beta-Verteilungen, ihre Verteilungsfunktionen pbeta(x, a, b) und ihre
Quantile gbeta(p, a, b)

Beispiel. n =53, x = 23, wihle a = 0,05
J=2~0434, 7 ~ 0,496, gogrs ~ 1,96
[0+ ¢ %] ~[0,30,0,57]

p-(23) = 0,025-Quantil von Betags 31 ~ 0,30, p,(23) = 0,975-Quantil von Betag, 30 ~ 0,57

(Absurd prizise Werte wiren: [{9\:& q\/%] ~ [0,3005306,0,5673939]
[p_(23), p. (23)] ~ [0,2083921,0,5771742])
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Uberdeckungswahrscheinlichkeit
n=100 (approx. Konfidenzintervall, nominelles Niveau 0.95)

1.00
|

0.95
|

0.90
1

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Uberdeckungswahrscheinlichkeit
n=100 (exaktes Konfidenzintervall, Niveau 0.95)

0.90
1

0.85
|

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Beispiel. Manchmal betrachtet man auch den Schétzer

a’:l"l‘l

n+2

fiir ¥ und bildet als (approximatives) Konfidenzintervall zum Niveau 1 - «

~ T =~ 7
V-q—,0+q—
e ]
mit & = \/J(1-7), ¢das1- £-Quantil von N,
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Uberdeckungswahrscheinlichkeit
n=100 (modifiziertes approx. Konfidenzint., nominelles Niveau 0.95)

1.00

ool e W, Lkl I
RO et I N

0.95

0.90
1

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

A.4 7Zu Welchs t-Test

Die Gamma-Verteilung I',, , hat Dichte ﬁa”x”‘le‘wl(om)(x) (ov = Skalen-, v = Formpa-
rameter) mit Erwartungswert v/a und Varianz v/a2. Nun ist T'y ,, * Loy = Doy, aber fir
ay # o ist I'y, ) * [y, 0, keine Gamma-Verteilung.

Beobachtung. Seien vy,15 >0, ag # o >0, so hat p:=T, ,, * I'a,,, fiir >0 die Dichte

v 1 1% vV1— - xr— 1 1% —Of
f F(y all(x—y)lle 1( y)F( )a2y21 2Y dy

Vi V2 —aqx

al Qy € [ vo—1 vi-1 (a1-a2)y
o | v (e-y)t e dy
F(Vl)P(VQ ( )
0/1/10[;26 alxxzqﬂq—l [luy2—1(1 _u)yl—le(al—ag)xu du
F(Vl)r(yg) 0
Oélfla;Qxl/1+V2—le—a1CC F(Vl)r(yz)
. M(ve, 1 + 19, (0 — an)x
T ()T (v2) T'(v + 1) (v2 2 402, (01~ a2)a)
0/1/1 OéVQCCVl +u2—1€—oqcc Oélfl OzVQ Vi +V2—le—042I
= M(vy, 11 + v, (0] —ag)x M, v+ s, (g —aq)x
F(Vl‘f‘l/g) (2) 1 27( 1 2) ) F(l/l‘f‘]/g) ( 1,71 27( 2 1) )

(mit Substitution y = zu, also dy = z du fiir das 2. Gleichheitszeichen); siehe [AS64, Ch. 13:
Confluent hypergeometric functions], speziell die Integraldarstellung in [AS64, Formula 13.2.1]:
WM(Q, b,z) = fot e#tte=1(1 - t)b=o=1 dt; [AS64, Formula 13.1.27 (“Kummer Transforma-
tions”]: M(a,b,z) =e*M(b-a,b,—z). [AS64, Formula 13.1.2] liefert

M(a,b,z) =1F1(a,b;z) = Z ((Z;ZIZT

(mit (a)rr = a(a+1)-(a+k-1), (a)o =1)
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,u hat Erwartungswert E[u] = [~ z u(dz) = Z-+22 und Varianz Var[u] = [* (z —E[u 1)? p(dz) =
2 + 2, d.h. die beiden ersten Momente entsprechen denen von

v Vo V1 12 2
Elp] &+2 ()’ (2+2)

Fal v mlt Oé, = =7 ) v = = v v
’ Var[p] %+ 25 Var[ ] 4+ 2%
1 2 1 2
Unter Py sind Xj,...,X,, uiv. und davon unabhingig Yi,...,Y,, wiv. (ny,ns € N),
Xi~ N, o2, Yj~ ~ N, 02- Seien
P nZX Vi f’jy
. n, = 29 . Ny =1 J
die jeweiligen Stichprobenmittelwerte,
2 1 2 & 7)\2
nl ng =133

die (korrigierten) Stichprobenvarianzen. Man schiitzt die Streuung von X —Y durch

S2 52 X-Y
X+ Y undbildet T=—u-—.
ny N2 & + &
ni no

Unter P(#OMJ%’U%) ist T' ,,approximativ Student-verteilt mit g Freiheitsgraden®, wobei

2 2 \2

s s
(_X+_Y)

ni no
g= 1 1

sy + s
n%(nl—l) n%(ng—l)

(“Satterthwaite’s formula”) aus den Daten geschétzt wird (siehe F. E. Satterthwaite, An
Approximate Distribution of Estimates of Variance Components, Biometrics Bulletin Vol. 2,
No. 6, Dec., 1946 (pp. 110-114), Eq. (7)).

ni-1

Nun ist %229% ~ X2, 1 = Pz m-nyzs "S% ~ Xayo1 = Dij (na-1)/2; also

S?( ~ F(nlfl)/(2of),(n171)/27 512/ ~ F(ngfl)/(chg),(nzfl)/Q
S% . 5%
. + P Lo (n-1)/(202),(n1-1)/2 * Dna(na-1)/(202) (n2-1)2

A.5 Verfilschte Tests, die den (zweiseitigen 1-Stichproben-)
t-Test ,,lokal schlagen*

Wir diskutieren mittels numerischer Beispiele verfdlschte Tests von p = 0 gegen p # 0 im
Normalmodell aus [LS48], die an gewissen Stellen der Alternative eine hohere Macht haben
als der t-Test.

Seien a € (0,1/2),neN, Zy,..., Z, wiv. ~N(0,1). Wir withlen € (0,n) und &, > 0 so, dass

awpP(Y(Z -0 (n-m)&) =P(Y(Z -6 s (-m) =a (A1)

§eR i=1
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Zu (Ad): Mit Z =137, 7, ist

i(zi -£)? = Z ((Zz ~-7)+ (2—5))2 - i(ZZ -7)%+ i(?-gPEY +n(n‘l/QZ_§)2

=1
mit unabhéngigen Y ~ x2_,, Z ~ N(0,1).

Y +n(n 22 - €)2 < (n-n)€?
— Y<(n—n)fQ—n(n_l/QZ—f)Q:—n§2+2\/ﬁ§Z—Z2

e L)+ (31

n n
Da Y > 0 stets, muss fiir gegebenes & > 0 gelten

n(n?Z-€)? < (n-n)€
= |Z-/ng < (1-n/n)?

Somit ist die Wahrscheinlichkeit innerhalb des sup auf der linken Seite von (A.1]

nt2g+(1-n/n)/?|¢| ]

Vor

nl/2¢=(1-n/n)*/2|¢]

Wir implementieren (A.2)) in R:

e Xi,l([o, NN A 22])dz (A.2)

Niveaufkt <- function(n,eta,xi) {
f <- Vectorize(function (z) dnorm(z)*pchisq(-eta*xi ~2+2*sqrt(n)*xi*z-z"2,df=n-1))
integrate(f, lower=xi/sqrt(n)-sqrt(l-eta/n)*abs(xi),
upper=xi/sqrt(n)+sqrt (1-eta/n)*abs(xi), subdivisions=500L)

Schauen wir die Werte grafisch an:

n<- 20
eta.max <- n/4
xi.max <- 12
etas <- seq(from=0.1,to=eta.max,by=0.1) ## etas <- seq(from=0.1,to=n/5,by=0.05)
xis <- seq(from=0, to=xi.max, by=0.1) ## xis <- seq(from=0, to=15, by=0.05)
niv <- matrix(0,nrow=length(etas),ncol=length(xis))
for (i in 1:length(etas))

for (j in 1:length(xis))

niv([i,j] <- Niveaufkt(n,etas[i],xis[j])$value

image (etas,xis,niv,xlab=expression(eta),ylab=expression(xi))

abline (h=seq(from=0,to=xi.max,by=0.5),col='lightgray’',lwd=0.5)
abline(v=seq(from=0,to=eta.max,by=0.1),col="'lightgray',1wd=0.5)

contour (etas,xis,niv,levels=c(0.01,seq(from=0.05,t0=0.4,by=0.05)) ,add=TRUE)
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Sei pp > 0, o7 > 0. Betrachten wir nun den Test ¢) mit Ablehnungsbereich

{xz(xl,...,xn)eR”:(%—%); 2’ui;x1_ } (A.3)

(mit gewissen Wahlen von oy > o7 und ¢ € R). Die Idee ist, dass dies der Ablehnungsbereich
eines Neyman-Pearson-Tests von {(0, (TO)} gegen {(u1,0?)} vom Niveau « ist, wenn wir ¢
richtig einstellen. Wir werden mittels 0o und ¢ so wéhlen kénnen, dass er zugleich fiir
jedes o > 0 ein Test von {(0,02)} gegen {(ul, 0?)} ist, der effektives Niveau < « hat.

(A.3)) ist Aquivalent zu

n

{x=(m1,...,xn)eR”:Z<xi— m - )2S < /4 } (A.4)

i=1 1_‘7%/(2) GL%_L% (1 0/0(2)2

Setze
p +\/pd + 40282
gg =
2¢€,

(dies ist die positive Losung o = ¢ von o? — eo- o2 =0, d.h. es erfiillt &, =

M1
oo—-02/ag

(>01) (A.5)

1 -
0(1—0%/0’8)

) sowie

2 1
‘<1—Z§/ao>2< aia) o
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damit schreibt sich (A.4)) zunéchst als

n 2 2

{x:(xl,...,xn)eR":;(xi T Zi/%) <(1 01/00)2(71 7})} (A.7)
Fiir ¢ = (0,0?) € ©g ist (mit Z; wie oben in (A.1])
P 3 - o) < o)
(5 o) < T
HE ) < e )

(denn mit & = m ist £ = &, genau dann, wenn o = 0y).
1770
Demnach ist ¢ ein Test von ©g = {0} x (0,00) gegen O = (R x (0,00)) \ O, der Niveau
a einhélt.

Betrachten wir andererseits 9" = (u1,0%) € ©1, so ist die Wahrscheinlichkeit, dass ¢ ©q
ablehnt, gleich

Go) = Pu( 3 (X, 101/%)s(1_g§/%)2< -)

)

(e < )

i=

2
: _ offof _ _ mof
mit fiy 1-02/c2 TH1TC 02/0 08—0% also

Gd’(ﬁ,):P(Z(ZZ’_ /2“012) 20 _“01%/02)2(71—77))

i=1 Op — 07

d.h. dies ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine nicht- zeritral x?-verteilte Zufallsgroﬁeﬂ mit
n Freiheitsgraden und Nichtzentralitdtsparameter (02“ Sz einen Wert < W(n n)

annimmt.
Fiir allgemeines ¥’ = (u,02) € ©1 (d.h. p#0,02>0) ist

n

(V) = Pw(Z( —/Uo) S(l_:wol_n))

=1
n

(Z(aZ + - a2l ) S( / 2)2(n n))

=1 1-ot/o}

= L2 H1 2 w3 B
B3 (20 2 - ) < ()

d.h. dies ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine nicht-zentrale y2-Verteilung mit k Freiheitsgra-

.

2 2
den und Nichtzentralitdtsparameter n(% - #) einen Wert < m (n-mn) annimmt.
1770 1 0

3Fiir Z1,..., Zr wiv. ~N(0,1), p1,. .., pix € R heiBt die Verteilung von Zf;l(Zﬁui)Q die nicht-zentrale x2-
Verteilung mit k£ Freiheitsgraden und Nichtzentralitdtsparameter A = Zle u?. Die Verteilung von tatsichlich
nur von k und A ab, siehe dazu z.B. [LR06, Problem 7.2], wo auch ein Ausdruck fiir die Dichte angegeben
wird.
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Gpsi <- function(mw, sigm) {
pchisq((n-eta)*mw~2/(sigm~2*(1-sigmal~2/sigma0"2)"2),

df=n,ncp=n*(mw/sigm - mul/(1-sigmal~2/sigma0~2))"2)
}

Unter Py ist T nicht-zentral Student-verteiltff| mit n—1 Freiheitsgraden und Nichtzentra-
litatsparameter \/nu/o, d.h. fiir den ¢-Test ¢ zum Niveau « ist

Gso(ﬁl) = tnfl,\/ﬁu,/o((_ooa _QStudent(n—l),l—a/Q]) + tn—l,\/ﬁ,u/o([QStudent(n—l),l—a/% OO)])

Gt.test <- function(mw, sigm) {
(pt (-q,df=n-1,ncp=sqrt (n)*mw/sigm)+
pt(q,df=n-1,ncp=sqrt (n)*mw/sigm,lower.tail=FALSE)) }

Vergleichen wir im Beispiel:

n<- 20

alpha <- 0.05; q <- qt(1-alpha/2,df=n-1)

eta <- 2.62; xi.stern <- 2.75

mul <- 0.5; sigmal <- 1.0

sigma0 <- (mul + sqrt(mul 2+4*sigmal”2*xi.stern”2))/(2*xi.stern)
sigma0

[1] 1.095033

# Wir vergleichen die Macht bei theta'=(mu_1,sigma_172):
Gt.test(mul,sigmal)

[1] 0.5645044
Gpsi(mul,sigmal)
[1] 0.6994541

# Schauen wir den Vergleich als Funktion von mu an
# (mit sigma=sigma_1, dem fuer psi "massgeschneiderten" sigma):
plot.function(function(x) Gt.test(x,sigmal), xlim=c(-2,2),

xlab=expression(mu), ylab='',main=paste('n=',n,', sigma=',sigmal,sep=""
plot.function(Vectorize(function(x) Gpsi(x,sigmal)), xlim=c(-2,2),col='red',add=TRUE)
abline (h=alpha,lty=2)

Fiir Z ~ N(0,1), Y ~ x2 wa. und a € R heifit die Verteilung von (Z + a)/\/Y [k die nicht-zentrale t-
Verteilung (oder nicht-zentrale Student-Verteilung) mit k Freiheitsgraden und Nichtzentralitdtsparameter a;
siehe z.B. [LROG, Problem 5.3] fiir einen Ausdruck fiir die Dichte.
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n=20, sigma=1

# Wie schaut es bei einem anderen sigma aus?
sigma2 <- 1.7
plot.function(function(x) Gt.test(x,sigma2), xlim=c(-2,2),

xlab=expression(mu), ylab='",

main=paste('n=',n,', sigma=',sigma2,sep="'"))
plot.function(Vectorize(function(x) Gpsi(x,sigma2)), xlim=c(-2,2),col='red',add=TRUE)
abline (h=alpha,lty=2)
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n=20, sigma=1.7
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