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Serie 1

Aufgabe 1.1 Seien H � pHtqt¥0 gegeben durch Ht �
°
k¥1 ξk1pτk,τk�1sptq (mit einer Stoppzei-

tenfolge τ1   τ2   � � � ohne Häufungspunkt im Endlichen und ξk beschränkt, Fτk -messbar) und
analog J mit Jt �

°
k¥1 ηk1pσk,σk�1sptq elementare Integranden, sowie M P Mc

2.

a) Für a, b P R gilt » t
0

paHs � bJsq dMs � a

» t
0

Hs dMs � b

» t
0

Hs dMs, t ¥ 0,

d.h. das elementare stochastische Integral bezüglich M ist linear.

b) Für t ¥ s ¥ 0 gilt (mit
³t
s
H dM :�

³t
0
H dM �

³s
0
H dM)

E
�³t
s
H dM

³t
s
K dN

���Fs� � E
�³t
s
HuKu dxM,Ny

u

���Fs� f.s.

[Hinweis. Betrachten Sie zunächst Integranden, die nur aus einer Stufe bestehen, d.h. Ht �
ξ1pτ,τ 1sptq mit τ ¤ τ 1   8 Stoppzeiten und Fτ -messbarem, beschränktem ξ.]

Aufgabe 1.2 Sei f : R� Ñ R messbar und lokal beschränkt, pBtq Standard-Brownbewegung
(somit ist der � deterministische � Prozess pfptqqt¥0 in LpBq) und

Zt :�

» t
0

fpsq dBs, t ¥ 0.

Zeigen Sie: pZtq ist ein zentrierter Gauÿscher Prozess mit Kovarianzfunktion

cps, tq :� CovpZs, Ztq �

» s^t
0

f2puq du, s, t ¥ 0.

Mt :� exp
�
Zt �

1
2cpt, tq

�
, t ¥ 0, ist ein Martingal.

[Hinweis. Betrachten Sie zunächst den Fall, dass f eine stückweise konstante Funktion mit endlich
vielen Sprungstellen ist.]

Aufgabe 1.3 Wir betrachten in der Vorlesung Eigenschaften des stochastischen Integrals
bezüglich einem stetigen lokalen Martingal. Beweisen Sie einige oder alle davon:

Seien M,N P Mc
loc, X P PpMq, Y P PpNq.

1.
³0
0
X dM � 0

2. Für a, b P R gilt
³t
0
paX � bY q dM � a

³t
0
X dM � b

³t
0
Y dM , t ¥ 0 (f.s.)

3. x
³�
0
X dMyt �

³t
0
X2
sdxMys, t ¥ 0 und x

³�
0
X dM,

³�
0
Y dNyt �

³t
0
XsYsdxM,Nys, t ¥ 0 (f.s.)

4. Für jede Stoppzeit τ und X̃t :� Xt1pt ¤ τq gilt
³t^τ
0

X dM �
³t
0
X̃ dM , t ¥ 0 (f.s.)

Aufgabe 1.4� Sei pXtqtPR� ein Submartingal auf einem �ltrierten Wahrscheinlichkeitsraum, der
den üblichen Bedingungen genügt. Zeigen Sie: Wenn t ÞÑ ErXts rechtsstetig ist, so gibt es eine

Version rX von X mit rechtsstetigen Pfaden (d.h. Pp rXt � Xtq � 1 für alle t ¥ 0 und t ÞÑ rXt ist
rechtsstetig). Insbesondere besitzt ein Martingal eine rechtsstetige Version.

[Hinweis. Rat und Hilfe �nden Sie beispielsweise bei Revuz & Yor, Kap. II, �2.]

Abgabe der Aufgaben: Keine


