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Serie 2

Aufgabe 2.1 Sei (B;):>0 eindimensionale Standard-Brownsche Bewegung. In Aufgabe 0.3 hat-
ten wir insbesondere gesehen, dass B? — t ein Martingal ist. Hier geht es um entsprechende Aus-
driicke mit hoheren Potenzen.
Sei fiir ne N .
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hn = (—1)"e® /2% —x®/2

() = (1) e
das n-te Hermite-Polynom (hi(z) = z, ha(z) = 22 — 1, ha(z) = 23 — 2 — 3, ...) und

M = t72h, (B, V).

Zeigen Sie: Es ist Mt(") =n S(t) MS("_l) dBy, also

t S1 Sn—1
M™ =n J J J dBs, ...dBs, dBy,
0 Jo 0

und (Mt(n))t>0 ist ein Martingal.
[Hinweis. Sei H,(x,y) := y™?h,(z/y) fir z € R, y € R (stetig fortgesetzt mit H,(x,0) = z™),
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2 éx2
Fiir die Martingaleigenschaft zeigen Sie (z.B. mit dem Spiegelungsprinzip), dass E[ sup,, | Bs[F] <
oo fiir alle ¢ > 0, p > 0 gilt.]

dann gilt H, + %Hn =0 und %Hn = nH,_1. Verwenden Sie die zeitabhéangige Ito-Formel.

Aufgabe 2.2  Sei f:R? - R zweimal stetig differenzierbar mit (% + %)f(z, y) = 0. Zeigen
Sie: Wenn f beschrinkt ist, so ist f konstant. Folgern Sie den Satz von Liouville aus der Funk-
tionentheorie: Eine auf ganz C holomorphe, beschrinkte Funktion ist konstant.

[Hinweis. Betrachten Sie den Prozess f(B;) mit (Bi) einer zweidimensionalen Standard-Brownschen
Bewegung.|

Aufgabe 2.3  Sei (M;) ein stetiges lokales Martingal mit My = 0, wir setzen M;* := supg<,<; Ms.
a) Zeigen Sie: Fiir z,y > 0 gilt
P(M; > @, (M), <y) < exp (—2%/2y).

|Hinweis. Fiir o € R ist X; := exp (aM; — $a*(M),) ein nicht-negatives lokales Martingal und
daher insbesondere ein nicht-negatives Supermartingal.]

b) Es gelte weiterhin (M); < ¢t fiir ¢ > 0 mit einem c € (0,0). Dann gilt die folgende Version der
Bernstein-Ungleichung

und Z; := exp (Mt — %(M}t), t > 0, ist ein Martingal.

b.w.



Aufgabe 2.4 (Ein pfadweiser Zugang zum Ito-Integral) Sei A(® = {tén),tgn),tgn), b
n € Nmit 0 = té") < tgn) < -+ und lim,,—o ts;'f) = o eine Folge von Partitionen mit A+
AM (d.h. A+ gt eine Verfeinerung von A™) und mit lim,, o, sup,,cy( m tg"ll) =0 (d.h.
immer feinere Maschenweite).

Fiir eine (deterministische) stetige Funktion ¢, Ry 3¢+ ¢, € R, und ¢ > 0 sei

: 2
[Pl = lim D (40 = @pnitn ) € [0,90]
meN

die quadratische Variation (lings der Partitionsfolge (A(™) sofern der Grenzwert existiert (anson-
sten bleibt [¢]: undefiniert). Sei weiter

Caz:={p: Ry - R : pstetig und [¢], existiert und [¢], < oo fiir alle t > 0}

die Menge der stetigen Funktionen, die (beziiglich der Partitionsfolge (A(™))) endliche quadratische
Variation besitzen.

Dann existiert fiir jedes f € C?(R,R), t = 0 der Grenzwert

t
lim fl(thAt;;zll)(QDtAt%) — (pt’\tf;ll) =: J;) f/(‘Ps)dQPs

n—oC

und es gilt die Ito-Formel

flo) = flon)+ | Fledo+s [ el

wobei Sé f"(ps)d[¢]s als Integral beziiglich dem signierten Mafs auf R. mit Verteilungsfunktion
[¢]. aufgefasst wird.

Bemerkung: In Aufgabe 0.1 hatten wir insbesondere gesehen, dass mit A" = {m/2" : m e Z,}
fiir die eindimensionale Brownsche Bewegung B gilt P(B € Ca 2) = 1, d.h. dieser Zugang gestattet
(zumindest) in diesem Fall eine ,,pfadweise’ Interpretation des stochastischen Integrals.

[.Hinwez's. Betrachten Sie eine Taylor-Entwicklung von f bis zur 2. Ordnung. Wenn Sie bei Thren
Uberlegungen ,,steckenbleiben® sollten, finden Sie Rat und Hilfe z.B. in Kapitel 25.3 von A. Klenke,

Wahrscheinlichkeitstheorie, oder in H. Follmer, Calcul d’Itd sans probabilités, Lecture Notes in
Math. 850, S. 143-150, Springer, 1981.]
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