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Serie 3

Aufgabe 3.1 a) Sei (B;) Standard-Brownsche Bewegung auf R, fiir a € R sei 7, := inf{t > 0:
B, = a}. Zeigen Sie:

(Ta)a=0 hat stationdre, unabhingige Zuwéchse,
fiir A > 0 gilt E[e™*™] = exp(—av/2)) und fiir ¢ > 0 ist (7ac/c?)az0 =*(Ta)as0-
[Hinweis. B besitzt die starke Markov-Eigenschaft. Fiir a € R ist (exp (aB; — 30°t)),, ein
Martingal.]
b) Sei (By)ts0 = (Bt(l), Bt(Z))t;O zweidimensionale Brownsche Bewegung, 7 := inf{t > 0 : Bt(z) =0}
der Zeitpunkt des Auftreffens auf der x-Achse. Bei Start in (B(()l),Bé2)) = (xo,y0) mit yo # 0
besitzt die Verteilung von Bgl) die Dichte

1 Yo
J(@) = T (z—x0)2 +y2

| Hinweis. Verwenden Sie Teil a) und die Tatsache, dass B(Y) und B® unabhingig sind, um
E[exp(i)\BS))] fiir A € R zu bestimmen.]

¢) Sei a € (0,7), Ko = {(z,y) € R? : y > 0,z > y/tan(a)} ein Kegel mit Offnungswinkel «,

(Bt)iz0 = (Bt(l),Bt(Q))tgo zweidimensionale Brownsche Bewegung, 7 := inf{t > 0: B; € 0K, } der
Zeitpunkt des Auftreffens im Kegelrand. Fiir (z,y) € K., p > 0 gilt

By [IBBO)P| <0« pa<n

(Wenn Sie mochten, kénnen Sie auch die Verteilung von (Bp)7 Bg)) explizit bestimmen.)

|Hinweis. Fassen Sie K, als Teilmenge von C auf, die Abbildung z — 2™/ bildet K, konform auf
die obere Halbebene ab.]

Aufgabe 3.2 Geben Sie ein Beispiel fiir ein £2-beschriinktes stetiges lokales Martingal (M;)¢=
an (d.h. es gilt sup,~o E[M?] < o), das kein Martingal ist.

[Hinweis. Betrachten Sie z.B. eine dreidimensionale Brownsche Bewegung (B;) mit Startpunkt
By # 0 und untersuchen Sie M; = 1/||B||. Sie konnen die Verteilung von ||B:|| und damit
auch von M, leicht explizit bestimmen, wenn Sie annehmen, dass By dreidimensional standard-
normalverteilt ist, oder Sie konnen bei festem Startpunkt By = z # 0 die auftretenden Integrale
»grob von Hand“ abschétzen.]

Aufgabe 3.3 Bestimmen Sie im Black-Scholes-Merton-Modell (mit instantanem Renditepara-
meter u, Volatilitdt o > 0 und Zinsrate r) die fairen Preise der européischen Optionen mit Laufzeit
T und Auszahlungsprofilen (fiir einen gewissen ,,Ausiibungspreis“ K > 0)

hi(S7) = (K = Sp)*, ha(Sr) = Sp A K, hs(Sr) = |Sp — K|, ha(Sr) = (K — |Sp — K|)©

(im Jargon sind dies Put, Covered Call, Straddle und Butterfly).

[Hinweis. Stellen Sie die Auszahlungsprofile als geeignete Linearkombinationen von Sy und Call-
Optionen dar. Man kann alle Preisformeln im Prinzip explizit machen (als algebraische Ausdriicke,
die die Verteilungsfunktion der Normalverteilung beinhalten), fiir eine iibersichtliche Darstellung
mag es angenehmer zu sein, den Preis einer Call-Option als ,,Elementarfunktion® zu betrachten.]
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