Ausgewihlte Kapitel der Stochastik SS 2015
Blatt 1

Aufgabe 1.1 Fir Z ~ NV(0,1) und differenzierbares f : R — R gilt
E[Zf(2)] = E[f'(2)]
(sofern Z f(Z) und f’(Z) integrierbar sind), insbesondere gilt

E[Z2"] = 2n—1)- (2n—3)-3-1 = )

T oonpl?

n € N.

Aufgabe 1.2 Sei (B;):>0 eindimensionale Standard-Brownsche Bewegung.
a) Zeigen Sie: (B? — t);>¢ ist ein Martingal und fiir a,b > 0 gilt mit 7 := inf{t > 0 : B, =

—a oder B; = b}
a

a+b’
ein Martingal, und fiir 7, := inf{t > 0: B; = a},

P(B; =b) = E[7] = ab.

b) Zeigen Sie: Fiir o € R ist (exp(cB;— 102t))
a € R, gilt

t=0
E[ef)\'ra] _ 67\a|\/ﬁ.

c¢) Folgern Sie aus b): 7, ist (einseitig strikt) stabil zum Index 1/2 mit Lévy-Maf v(dy) =
(lal/~27)y=321( ) (y) dy, die Dichte von 7, ist

|al effﬂ/(zt)fs/z’ t>0.

Var

d) Seien a,b > 0, 7, := inf{t > 0: By — at = b} (T4, ist Stoppzeit mit Werten in [0, 00]). Zeigen

Sie
E[B—A‘Fa,b] = exp ( —ab— b\/M), A=0

und folgern Sie

P(F,p < 0) = 72, sowie sup{B;—at:t >0} g Exp(2a).

Aufgabe 1.3 Sei (Bi):»0 Brownsche Bewegung, ¢ > 0, fiir n,m € N, m < n sei s(n,m) := tm/2"
und Dn,m = Bs(n,m) - Bs(n,mfl)'
a) Zeigen Sie

2n 9 2"
%EK;P%M —t) ] <o und T}g{lﬁglpzym —t fs.

[Hinweis. Verwenden Sie die Chebyshev-Ungleichung, um aus der linken Abschétzung zu folgern,

dass Y IP’<| ¥ D%, —t|> 5) < oo fiir jedes € > 0, dann ein Borel-Cantelli-Lemma. |
neN

b) Folgern Sie: Fiir v > 1/2 ist

B, — B,
sup g =00 fs.

osu<v<t (U - u)"/ ’

d.h. die Pfade sind auf [0,¢] f.s. nicht Holder-stetig der Ordnung ~.
[Hinweis. Auf dem Ereignis { supg<, o< |Bv — Bul/(v — )7 < ¢} gilt ¥ D}, <2"x(ct727"7)? =
2t2721=27) was a) widerspricht.]



