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Aufgabe 2.1 Sei α ¡ 0. Können Sie ein Beispiel eines reellwertigen stochastischen Prozesses
pXtqt¥0 mit rechtsstetigen Pfaden �nden, für den

E
�|Xt �Xs|α

� ¤ C|t� s|, s, t P r0,8q

mit einem C   8 gilt, der aber keine stetige Modi�kation besitzt?

[Hinweis. Betrachten Sie z.B. Xt � 1tt Y u für eine geeignet gewählte reelle ZV Y .]

Aufgabe 2.2 Sei pWtqt¥0 eine 1-dim. standard-Brownsche Bewegung. Bt :�Wt�tW1, t P r0, 1s.
Beweisen Sie einige (oder wenn Sie möchten auch alle) der folgenden Aussagen:

1. pBtqtPr0,1s ist ein zentrierter Gauÿscher Prozess mit stetigen Pfaden und Kovarianzfunktion

CovrBs, Bts � ps^ tqp1� ps_ tqq, s, t P r0, 1s.

(pBtqtPr0,1s ist eine Brownsche Brücke.)

2. pBtqtPr0,1s und W1 sind unabhängig.

3. L
�pWtq0¤t¤1

�� |W1|   ε
� ùñ L

�pBtq0¤t¤1

�
für εÑ 0.

4.
�p1� tqBt{p1�tq

�
t¥0

d� �p1� tqB1{p1�tq

�
t¥0

d�pWtqt¥0.

5. Sei rBt :� p1� tqWt{p1�tq, t P r0, 1s. Es gilt pBtqtPr0,1s d�p rBtqtPr0,1s
6. Zeitumkehr: �Wt :�W1�t�W1, 0 ¤ t ¤ 1 ist ebenfalls BB, weiterhin ist pBtqtPr0,1s d�pB1�tqtPr0,1s.
7. Sei Xt :� e�tWe2t , t P R. X � pXtqtPR ist zentrierter Gauÿscher Prozess mit Kovarianzfunk-

tion CovrXs, Yts � expp�|t� s|q. X ist stationär, d.h. X �dpXtqt�hPR für jedes h P R.
(X ist ein (stationärer) Ornstein-Uhlenbeck-Prozess.)

Aufgabe 2.3 In dieser Aufgabe geht es darum zu zeigen, dass die Pfade der Brownschen Bewe-
gung fast sicher nirgends di�erenzierbar sind. Sei W � pWtqt¥0 eine 1-dim. standard-Brownsche
Bewegung, für a, T ¡ 0, n P N sei

Da,T :�  
f P Cpr0,8qq : f ist an einer Stelle t   T di�erenzierbar mit |f 1ptq|   a

(
,

La,T,n :�
¤

1¤k nT

5£
`�1

!
f P Cpr0,8qq : ��f�k�`n �� f

�
k�`�1
n

��� ¤ 10a

n

)
.

Zeigen Sie:

1. Da,T � rDa,T :�
£
m¥1

¤
n¥m

La,T,n ,

2. PpW P La,T,nq ¤ Tn
�
10a{?n�5 ,

3. und folgern Sie, dass PpW P Da,T q � 0.


