Ausgewihlte Kapitel der Stochastik SS 2015

Blatt 2

Aufgabe 2.1 Sei a > 0. Kénnen Sie ein Beispiel eines reellwertigen stochastischen Prozesses
(X¢)t=0 mit rechtsstetigen Pfaden finden, fiir den

E[|Xt —Xs|a] <Clt—s|, s,te]0,)

mit einem C' < oo gilt, der aber keine stetige Modifikation besitzt?
[Hinweis. Betrachten Sie z.B. X; = 1.y fiir eine geeignet gewéhlte reelle ZV Y]

Aufgabe 2.2 Sei (W})¢»0 eine 1-dim. standard-Brownsche Bewegung. B; := W, —tW1, t € [0, 1].
Beweisen Sie einige (oder wenn Sie mochten auch alle) der folgenden Aussagen:

1. (Bt)se[o,1] ist ein zentrierter Gaufscher Prozess mit stetigen Pfaden und Kovarianzfunktion
Cov[Bs,Bi] = (s At)(1 = (s v t)), s,tel0,1].
((Bt)te[o,1] ist eine Brownsche Briicke.)
2. (Bt)te[o,1] und Wi sind unabhéngig.

3. E((Wt)ogtgl | |W1| < E) Eand E((Bt)ostgl) fir e — 0.

d d
4. ((1 + t)Bt/(1+t))t20 = ((1 + t)Bl/(1+t))t20 :(Wt)tZO-

~

5. Sei Et = (]. - t)Wt/(l—t)a te [0, 1] Es gllt} (Bt)te[o,l] i(Bt)tE[O,l]

6. Zeitumkehr: W, := Wi_¢+—=W1,0 < t < 1ist ebenfalls BB, weiterhin ist (B);e[o,1] i(Bl_,f)te[oyl].

7. Sei X; := e "W, t € R. X = (Xy)ser ist zentrierter Gaufischer Prozess mit Kovarianzfunk-
tion Cov[Xj,Y;] = exp(—|t — s|). X ist stationdir, d.h. X =¢(X;)i4ner fiir jedes h € R.

(X ist ein (stationdrer) Ornstein-Uhlenbeck-Prozess.)

Aufgabe 2.3 In dieser Aufgabe geht es darum zu zeigen, dass die Pfade der Brownschen Bewe-
gung fast sicher nirgends differenzierbar sind. Sei W = (W,);»¢ eine 1-dim. standard-Brownsche
Bewegung, fiir a,7 > 0, n € N sei

Do :={f € C([0,00)) : f ist an einer Stelle ¢ < T differenzierbar mit |f'(¢)| < a},

5
Lorwi= U ({recqom: |15 - s < 2}

1<k<nT =1 "
Zeigen Sie:

1. Dy C 5a7T = ﬂ U Lo,

mz=ln=zm
2. P(W € Lozn) < Tn(10a/v/n)’,
3. und folgern Sie, dass P(W € D, 1) = 0.



