Ausgewihlte Kapitel der Stochastik SS 2015
Blatt 3

Aufgabe 3.1 Sei N = (IV;)i=0 ein Poissonprozess auf R, mit Rate A > 0, d.h. Ny = 0,
N hat unabhingige Inkremente (Ngyp — Ny ist w.a. von Fi := o(N,s : s < ¢) fiir t,h > 0),
Niwn — Ny ~ Pois(Ah) fiir t > 0,h > 0.

Dann ist M, := N, — A\t ein Martingal, und ebenso M, := M2 — Xt, t > 0.

Aufgabe 3.2 a) Sei (B:)i=0 standard-Brownsche Bewegung, £ := {t > 0 : B; = 0} ihre
Nullstellenmenge und A das Lebesgue-Maf (auf Ry ). Es gilt

AMZ)=0 fs.

[Hinweis. Bestimmen Sie E[A(Z)].]
Weiterhin ist

Z perfekt, d.h. Z ist abgeschlossen und besitzt keine isolierten Punkte (f.s.).

[Hinweis. Sei Ry := inf{u >t : B, = 0}, zeigen Sie mittels der starken Markov-Eigenschaft, dass
fiir jedes t > 0 gilt P(inf{s > 0: Bg,4+s = 0} > 0| Fg,) = 0 und folgern Sie

P(Ht,ée(@m(o,oo) . B, ;éOfﬁrse(Rt,Rt—i—(S)) - 0.

Folgern Sie weiter: Wenn 0 < u € Z von links isoliert ist (d.h. es gibt ¢t € Q1 mit (t,u) n Z = &,
so gibt es eine strikt absteigende Folge (uy), € Z mit u, | u.]

Bem.: Perfekte Teilmengen von R sind {iberabzédhlbar, vgl. z.B. E. Hewitt, K. Stromberg, Real and
abstract analysis, Springer, 1965, Thm. (6.65).

b) Seien X1, Xo,... wiv. mit E[X;] =0, 0 < E[X?] < o0, S,, := X1 + -+ + X,,. Zeigen Sie: Fiir
te (0,1) gilt

2
lim P(max{m <n:SpSmy1 <0} < nt) = — arcsin (\/f)

i

n—>x0

[Hinweis. Es liegt nahe, die Aussage mittels Donskers Invarianzprinzip aus dem Arcussinus-Gesetz
fiir die Brownsche Bewegung herzuleiten.

Betrachten Sie ¢ : C([0,1]) = R, o(f) :=sup{0 < ¢t < 1: f(t) = 0}. ¢ ist nicht stetig auf
C([0,1]), aber wenn f € C([0,1]) in jeder Umgebung von ¢(f) strikt positive und strikt negative
Werte annimmt, so ist f ein Stetigkeitspunkt von ¢. Verwenden Sie Teil a) um zu zeigen, dass der
Pfad einer Brownschen Bewegung mit W’keit 1 ein Stetigkeitspunkt von ¢ ist.]

Aufgabe 3.3 (Zur Schwierigkeit eines ,naiven® stochastischen Integrals, etwa beziiglich der
Brownschen Bewegung). Sei g € C([0, 1]), fiir f:[0,1] — R sei

S = 2 £ (o5 —a(8))
k=0

Zeigen Sie:
2n 1
lim S, (f) € R existiert fiir jedes f € C([0,1]) == sup Z lg(BEL) — g(2%)] < 0.
n—o neN k=0

[Hinweis. Fassen Sie die Frage funktionalanalytisch auf: X := C([0,1]), ausgestattet mit der
Supremumsnorm || - ||5, ist ein Banachraum, ebenso Y := R, ausgestattet mit dem Betrag, .5, :
X — Y ist ein stetiger linearer Operator.

b.w.



Der Satz von Banach-Steinhaus (siehe z.B. E. Hewitt, K. Stromberg, Real and abstract analysis,
Springer, 1965, Cor. (14.24)) besagt: Wenn fiir jedes f € X gilt sup,, [Sn(f)| < 00, so gilt auch
sup,, ||Sn|| < 00, wobei [|Sy|| :=sup ex 0 [Sn(f)I/II ]| die Abbildungsnorm von S, bezeichnet.

Konstruieren Sie fiir jedes n ein f, € C([0,1]) mit f,(k/2") = sgn(g(Et) — g(£)) und
[|fullee < 1, was ist dann Sy, (f,)?]

Aufgabe 3.4  Seien H = (H;);=>0 gegeben durch Hy = >}, & 14, 7,,,1(t) (mit einer Stoppzei-
tenfolge 71 < 7o < --- ohne Hiufungspunkt im Endlichen und & beschrinkt, F,, -messbar) und
analog J mit J; = >}, o1 Mk 1(s,,00,,](t) elementare Integranden, sowie M € MS.

a) Fir a,b e R gilt

t t t
f(aHs+bJs)dMs =aJ HSdMSerJ H,dM,, t>0,
0 0 0

d.h. das elementare stochastische Integral beziiglich M ist linear.
b) Fiir t > s > 0 gilt (mit {\ HdM := §; HdM — |} HdM)

E [SinM SZKdN‘]—'S] _E [gz Hy Ky d(M, N>u‘]-"s] fs.

[Hinweis. Betrachten Sie zunichst Integranden, die nur aus einer Stufe bestehen, d.h. H, =
§1¢7,71(t) mit 7 < 7' < 00 Stoppzeiten und F-messbarem, beschrénktem &.|



