Ausgewihlte Kapitel der Stochastik SS 2015
Blatt 5

Aufgabe 5.1 (Konvergenz eines reskalierten kritischen Galton-Watson-Prozesses)
[Globalhinweis. Rat und Hilfe rund um das Thema dieser Aufgabe finden Sie beispielsweise in
Kap. 21.9 des Buches von A. Klenke, Wahrscheinlichkeitstheorie, Springer, 2006.]

Seien &, ;, n € Ng, j € N u.i.v., ~ geom(1/2) (geometrisch mit Parameter 1/2), d.h. P(& 1 = k) =

27%71 k =0,1,... mit erzeugender Funktion ¢(s) = },;_,s*P(¢&,1 = k) = ;1. Beginnend mit

einem vorgegebenem Startwert zo von Zj definieren wir rekursiv eine Folge von Zufallsgréfsen
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((Zn)n ist ein sogenannter Galton-Watson-Prozess [mit kritischer, geometrischer Kinderzahlver-
teilung|, wir interpretieren Z, als die Gréfe einer Population in der n-ten Generation und &, ; als
die Anzahl der Nachkommen des j-ten Individuums in der n-ten Generation.)

a) (Z,)n ist eine diskrete Markovkette auf Ny mit Ubergangsmatrix

p(i, j) = geom(1/2)*'({j}) = (l ti; 1) 9= (i+]).

[Hinweis. Die i-fache Faltung einer geometrischen Verteilung ergibt eine negative Binomialvertei-
lung.]
b) Die Markovkette (Z,),, besitzt die sog. Verzweigungseigenschaft: Seien (Z,),, und (Z),, unab-
hingige Markovketten mit Ubergangsmatrix aus a), so gilt fiir zo, 2, € Ny

L((Zn + Z)nen, | Zo = 20, Zh = 2) = L((Zn)ner, | Zo = 20 + ).

¢) Sei (™ : [0,1] — [0,1] definiert durch () (s) = s, (™ = o (=D ({") ist die n-fache
Iteration von ). Die Erzeugendenfunktion von Z,, gegeben Zy = 2o € Ny ist gegeben durch

]E[SZ"
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und es gilt E[Zn | Zy = zo] = 29.
[ Hinweis. Mit Teil b) lisst sich die Frage auf den Fall zy = 1 reduzieren, die Formel fiir 1)(") kann
man beispielsweise induktiv zeigen.]

d) Fir z,t > 0 sel vz, € M;([0,00)) definiert durch v, (du) = t%e*“/tl{ugo}du (d.h. vy ist
(x/t) Exp(1/t)) und k(z,-) := CPoi(vy,) = e~ Vot (Re) ZZ’:O %I/;:li, sowie k¢ (0, ) := dp.

Die Laplace-Transformierte von r¢(z,-) ist gegeben durch

fe—%<m7dy>=exp(— 2 ),

x
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und die Familie von stochastischen Kernen (k)¢ bildet eine Markov-Halbgruppe, d.h.
onlondy) = [ k(s medy), st >0,
Ry

[Hinweis. Betrachten Sie die Laplace-Transformierten.]
e) Fiir £ > 0,¢ > 0 gilt
L(x 2wy | Zo = |INzl) = CPoi(v)

[Hinweis. Betrachten Sie Laplace-Transformierte. ]
b.w.



f) Sei z > 0. Fir N € N sei (Z,(lN))n=071727,__ rekursiv definiert durch ZéN) = |Nz|, Zflji)l =
()

ZiZ;H ni (dh. ZV) st verteilt wie die Markovkette aus a) mit Start im Punkt |Nz|). Der

Prozess

(V)

Yt(N) = LNt t > 0 konvergiert im Sinne der endlich-dimensionalen Verteilungen

1
N
gegen einen Markovprozess (Y;)¢>o mit Ubergangshalbgruppe (k;);>0 aus d) und Yy = z.
[Hinweis. Iterieren Sie e).]

g)* Es gibt eine Version Y = (Y});0 des Markovprozesses (Y;);>0 aus f), die stetige Pfade besitzt.
Wenn man in f) anstatt Y (V) den stetig interpolierten Prozess
7 (N) ._ 1, (N) -1 (N) (N)
Y, T WZ[NtJ + (t_N thJ) (Z[th+1_Z[th)’ t=0
betrachtet, so gilt Yy = Neooo Y auf dem Raum der stetigen Pfade.
[Hinweis. Man kann beispielsweise 4-te Momente von Inkrementen abschétzen und dann den Satz

von Kolmogorov-Chentsov verwenden (analog zum Nachweis, dass die Brownsche Bewegung stetige
Pfade besitzt).]



