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Aufgabe 8.1 Geben Sie ein Beispiel für ein L2-beschränktes stetiges lokales Martingal pMtqt¥0

an (d.h. es gilt supt¥0 ErM2
t s   8), das kein Martingal ist.

[Hinweis. Betrachten Sie z.B. eine dreidimensionale Brownsche Bewegung pBtq mit Startpunkt
B0 � 0 und untersuchen Sie Mt � 1{||Bt|| (wobei ||px1, x2, x3q|| :�

a
x2

1 � x2
2 � x2

3 die euklidische
Norm bezeichnet). Sie können die Verteilung von ||Bt|| und damit auch von Mt leicht explizit
bestimmen, wenn Sie annehmen, dass B0 dreidimensional standard-normalverteilt ist, oder Sie
können bei festem Startpunkt B0 � x � 0 die auftretenden Integrale �grob von Hand� abschätzen.]

Aufgabe 8.2 (Ein pfadweiser Zugang zum It	o-Integral) Sei ∆pnq � tt
pnq
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m � 8 eine Folge von Partitionen mit ∆pn�1q �

∆pnq (d.h. ∆pn�1q ist eine Verfeinerung von ∆pnq) und mit limnÑ8 supmPNpt
pnq
m � t

pnq
m�1q � 0 (d.h.

immer feinere Maschenweite).
Für eine (deterministische) stetige Funktion ϕ, R� Q t ÞÑ ϕt P R, und t ¥ 0 sei
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die quadratische Variation (längs der Partitionsfolge p∆pnqq sofern der Grenzwert existiert (anson-
sten bleibt rϕst unde�niert). Sei weiter

C∆,2 :�
 
ϕ : R� Ñ R : ϕ stetig und rϕst existiert und rϕst   8 für alle t ¥ 0

(

die Menge der stetigen Funktionen, die (bezüglich der Partitionsfolge p∆pnqq) endliche quadratische
Variation besitzen.

Dann existiert für jedes f P C2pR,Rq, t ¥ 0 der Grenzwert
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und es gilt die It	o-Formel

fpϕtq � fpϕ0q �

» t
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f 1pϕsqdϕs �
1

2

» t

0

f2pϕsqdrϕss,

wobei
³t
0
f2pϕsqdrϕss als Integral bezüglich dem signierten Maÿ auf R� mit Verteilungsfunktion

rϕs� aufgefasst wird.

Bemerkung: In Aufgabe 1.3 hatten wir insbesondere gesehen, dass mit ∆pnq � tm{2n : m P Z�u
für die eindimensionale Brownsche Bewegung B gilt PpB P C∆,2q � 1, d.h. dieser Zugang gestattet
(zumindest) in diesem Fall eine �pfadweise� Interpretation des stochastischen Integrals.

[Hinweis. Betrachten Sie eine Taylor-Entwicklung von f bis zur 2. Ordnung. Wenn Sie bei Ihren
Überlegungen �steckenbleiben� sollten, �nden Sie Rat und Hilfe z.B. in Kapitel 25.3 von A. Klenke,
Wahrscheinlichkeitstheorie, oder in H. Föllmer, Calcul d'Itô sans probabilités, Lecture Notes in
Math. 850, S. 143�150, Springer, 1981.]


