Ausgewihlte Kapitel der Stochastik SS 2015

Blatt 9

Aufgabe 9.1 a) Sei f:R? - R harmonisch (d.h. Af(z) = 0) und beschréinkt. Verwenden Sie
Eigenschaften der zweidimensionalen Brownschen Bewegung zusammen mit dem Martingalkon-
vergenzsatz um zu zeigen, dass f konstant ist.

b) Sei f(z) ein nicht-konstantes Polynom in z. Verwenden Sie Eigenschaften der zweidimensionalen
Brownschen Bewegung um zu zeigen, dass fiir jedes ¢ > 0 gilt {z € C : |f(2)| < €} # . Folgern
Sie, dass es ein zp € C mit f(z) = 0 gibt.

Aufgabe 9.2 Seid > 2, B = (BW,...,B{®) eine d-dimensionale Brownsche Bewegung mit

1/2
By #0, pi = ||Bil| := (B{M)2 +-- + (B?)?) 2, t > 0.
Zeigen Sie:
d—1 (t1
Wi=pt—po——F— | —ds, t=0
2 0 Ps

ist eine eindimensionale Brownsche Bewegung.

Aufgabe 9.3  a) Sei (Bt)i=0 = (Bt(l), B§2))t>0 zweidimensionale Brownsche Bewegung,
T:=inf{t >0: Bt(z) = 0}
der Zeitpunkt des Auftreffens auf der z-Achse. Zeigen Sie: Bei Start in (B((Jl), B(()z)) = (w9,90) € R?

mit yo # 0 besitzt die Verteilung von BQ) die Dichte

T (z—x0)2 +y2
[Hinweis. Verwenden Sie, dass geméfs Aufg. 1.2 d) gilt
E[exp(—=A7)] = exp (— yoV2))

und dass B und B® unabhingig sind, um ]E[exp(i/\Bp))] fiir A € R zu bestimmen.|
b) Sei a € (0,7), Ko := {(2,y) € R? : y > 0,2 > y/tan(a)} ein Kegel mit Offnungswinkel «,

(Bt)tz0 = (B;l),Bt(Q))tgo zweidimensionale Brownsche Bewegung, 7 := inf{t > 0: B; € 0K, } der
Zeitpunkt des Auftreffens im Kegelrand. Fiir (z,y) € K., p > 0 gilt

Ey|I(BYBOF| <0 = pa<n

(Wenn Sie mochten, konnen Sie auch die Verteilung von (BQ)7 Bﬁz)) explizit bestimmen.)

[Hinweis. Fassen Sie K, als Teilmenge von C auf, die Abbildung z — 2™ bildet K, konform auf
die obere Halbebene ab.]



