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Blatt 2

Aufgabe 2.1 Sei pBtqt¥0 eindimensionale Standard-Brownsche Bewegung.
a) Zeigen Sie: pB2

t � tqt¥0 ist ein Martingal und für a, b ¡ 0 gilt mit τ :� inftt ¥ 0 : Bt �
�a oder Bt � bu

P
�
Bτ � b

� � a

a� b
, Erτ s � ab.

b) Zeigen Sie: Für σ P R ist
�
exppσBt� 1

2σ
2tq�

t¥0
ein Martingal, und für τa :� inftt ¥ 0 : Bt � au,

a P R, gilt
Ere�λτas � e�|a|

?
2λ.

(Zusatz: Folgern Sie, dass τa die Dichte

|a|?
2π
e�a

2{p2tqt�3{2, t ¡ 0.

besitzt. Bericht: Dies ist eine (einseitige, strikt) stabile Verteilung zum Index 1{2 mit Lévy-Maß
νpdyq � �|a|{?2π

�
y�3{21p0,8qpyq dy.)

c) Seien a, b ¡ 0, rτa,b :� inftt ¥ 0 : Bt � at � bu (rτa,b ist Stoppzeit mit Werten in r0,8s). Zeigen
Sie

Ere�λrτa,bs � exp
�� ab� b

a
a2 � 2λ

�
, λ ¥ 0

und folgern Sie

Pprτa,b   8q � e�2ab, sowie suptBt � at : t ¥ 0u d�Expp2aq.

Aufgabe 2.2 Sei pBtqt¥0 standard-Brownsche Bewegung. Zeigen Sie, dass gilt

lim
tÑ8

?
tP
�
Bs ¤ 1 für alle 0 ¤ s ¤ t

� �a
2{π.


