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Aufgabe 4.1 Führen Sie die Argumente für Proposition 2.38 (Eigenschaften des stochastischen
Integrals bezüglich lokalen Martingalen) und Proposition 2.39 (Charakterisierung des stochasti-
schen Integrals bezüglich eines lokalen Martingals via Kovariation) aus der Vorlesung explizit aus.

Aufgabe 4.2 a) Für M P Mc
loc ist auch Xt :�M2

t �M2
0 �xMyt ein stetiges lokales Martingal.

Wenn zusätzlich gilt ErM2
0 s   8 und ErxMyts   8 für jedes t ¥ 0, so ist M P Mc

2.
b) Können Sie ein stetiges (lokales) Martingal M und eine f.s. endliche Stoppzeit τ (auf einem
geeigneten filtrierten W’raum) finden, so dass ErxMyτ s � 8 gilt aber auch aber ErM2

τ s   8?
c) Können Sie ein stetiges (lokales) Martingal M und zwei f.s. endliche Stoppzeiten σ ¤ τ finden
mit Er|Mτ |s   8 aber ErMτ | Fσs �Mσ?
[Hinweis. Für b) und c) kann man die Brownsche Bewegung und geeignete Stoppzeiten verwenden.]

Aufgabe 4.3 Sei pBtqt¥0 eindimensionale Standard-Brownsche Bewegung. In Aufgabe 2.1 hat-
ten wir insbesondere gesehen, dass B2

t � t ein Martingal ist. Hier geht es um entsprechende Aus-
drücke mit höheren Potenzen.

Sei für n P N
hnpxq :� p�1qnex2{2 d

n

dxn
e�x

2{2

das n-te Hermite-Polynom (h1pxq � x, h2pxq � x2 � 1, h3pxq � x3 � x� 3, ...) und

M
pnq
t :� tn{2hnpBt{

?
tq.

Zeigen Sie: Es ist M pnq
t � n

³t
0
M

pn�1q
s dBs, also

M
pnq
t � n!

» t
0

» s1
0

� � �
» sn�1

0

dBsn . . . dBs2 dBs1

und pM pnq
t qt¥0 ist ein Martingal.

[Hinweis. Sei Hnpx, yq :� yn{2hnpx{yq für x P R, y P R� (stetig fortgesetzt mit Hnpx, 0q � xn),
dann gilt 1

2
B2

Bx2Hn � B
ByHn � 0 und B

BxHn � nHn�1. Verwenden Sie die zeitabhängige Itō-Formel.
Für die Martingaleigenschaft zeigen Sie (z.B. mit dem Spiegelungsprinzip), dass E

�
sups¤t |Bs|p

�  
8 für alle t ¥ 0, p ¥ 0 gilt.]


