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Blatt 5

Aufgabe 5.1 a) Sei f : R2 Ñ R harmonisch (d.h. ∆fpxq � 0) und beschränkt. Verwenden Sie
Eigenschaften der zweidimensionalen Brownschen Bewegung zusammen mit dem Martingalkon-
vergenzsatz um zu zeigen, dass f konstant ist.
b) Sei fpzq ein nicht-konstantes Polynom in z. Verwenden Sie Eigenschaften der zweidimensionalen
Brownschen Bewegung um zu zeigen, dass für jedes ε ¡ 0 gilt tz P C : |fpzq| ¤ εu � H. Folgern
Sie, dass es ein z0 P C mit fpz0q � 0 gibt.

Aufgabe 5.2 a) Sei pBtqt¥0 � pBp1q
t , B

p2q
t qt¥0 zweidimensionale Brownsche Bewegung,

τ :� inftt ¥ 0 : B
p2q
t � 0u

der Zeitpunkt des Auftreffens auf der x-Achse. Zeigen Sie: Bei Start in pBp1q
0 , B

p2q
0 q � px0, y0q P R2

mit y0 � 0 besitzt die Verteilung von Bp1q
τ die Dichte

fpxq � 1

π

|y0|
px� x0q2 � y20

.

[Hinweis. Verwenden Sie, dass gemäß Aufg. 2.1 b) gilt

E
�

expp�λτq� � exp
�� y0

?
2λ

�

und dass Bp1q und Bp2q unabhängig sind, um E
�

exppiλBp1q
τ q� für λ P R zu bestimmen.]

b) Sei α P p0, πq, Kα :�  px, yq P R2 : y ¡ 0, x ¡ y{ tanpαq( ein Kegel mit Öffnungswinkel α,
pBtqt¥0 � pBp1q

t , B
p2q
t qt¥0 zweidimensionale Brownsche Bewegung, τ :� inftt ¥ 0 : Bt P BKαu der

Zeitpunkt des Auftreffens im Kegelrand. Für px, yq P Kα, p ¡ 0 gilt

Epx,yq
�
||pBp1q

τ , Bp2q
τ q||p

�
  8 ðñ pα   π

(Wenn Sie möchten, können Sie auch die Verteilung von pBp1q
τ , B

p2q
τ q explizit bestimmen.)

[Hinweis. Fassen Sie Kα als Teilmenge von C auf, die Abbildung z ÞÑ zπ{α bildet Kα konform auf
die obere Halbebene ab.]

Aufgabe 5.3 Bestimmen Sie im Black-Scholes-Merton-Modell (mit instantanem Renditepara-
meter µ, Volatilität σ ¡ 0 und Zinsrate r) die fairen Preise der europäischen Optionen mit Laufzeit
T und Auszahlungsprofilen (für einen gewissen „Ausübungspreis“ K ¡ 0)

h1pST q � pK � ST q�, h2pST q � ST ^K, h3pST q � |ST �K|, h4pST q �
�
K � |ST �K|��

(im Jargon sind dies Put, Covered Call, Straddle und Butterfly).
[Hinweis. Stellen Sie die Auszahlungsprofile als geeignete Linearkombinationen von ST und Call-
Optionen dar. Man kann alle Preisformeln im Prinzip explizit machen (als algebraische Ausdrücke,
die die Verteilungsfunktion der Normalverteilung beinhalten), für eine übersichtliche Darstellung
mag es angenehmer zu sein, den Preis einer Call-Option als „Elementarfunktion“ zu betrachten.]

b.w.



Aufgabe 5.4 Sei pMtq ein stetiges lokales Martingal mitM0 � 0, wir setzenM�
t :� sup0¤s¤tMs.

a) Zeigen Sie: Für x, y ¡ 0 gilt

P
�
M�
t ¥ x, xMyt ¤ y

� ¤ exp
�� x2{2y�.

[Hinweis. Für α P R ist Xt :� exp
�
αMt � 1

2α
2xMyt

�
ein nicht-negatives lokales Martingal und

daher insbesondere ein nicht-negatives Supermartingal.]
b) Es gelte weiterhin xMyt ¤ ct für t ¥ 0 mit einem c P p0,8q. Dann gilt die folgende Version der
Bernstein-Ungleichung

P
�
M�
t ¥ x

� ¤ exp
�
� x2

2ct

	

und Zt :� exp
�
Mt � 1

2xMyt
�
, t ¥ 0, ist ein Martingal.


