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Kapitel 1

Brownsche Bewegung

1.1 Grundlegendes

Definition 1.1. Ein stochastischer Prozess (B;);so mit Werten in R? heifit (d-dimensionale)
Brownsche Bewegung, falls gilt

firneN, 0=ty <ty < <t,sind By, - By, By, — By, ..., By, — By, , unabhéngig
mit Bti - BtFl ~ N(O, (tl - ti—l)Id) (11)

und t — By ist stetig.

Erinnerung 1.2. [KIl, Bsp. 14.45] konstruiert auf Q = RI0®) = {w : w : [0,00) - R},
ausgestattet mit der Produkt-o-Algebra B®[0:>) ein Wahrscheinlichkeitsmaf, so dass der
durch die kanonischen Projektionen X; : Q - R, X;(w) = w(t) definierte stochastische
Prozess X = (Xt)i[0,00) die Bedingung (1.1) erfiillt. (Es wurde dazu gepriift, dass die
Brownsche Halbgruppe von Ubergangskernen r;(z,dy) = N (x,t)(dy) eine konsistente
Familie von endlich-dimensionalen Verteilungen erzeugt und dann Kolmogorovs Erwei-
terungssatz, [Kl, Satz 14.36] verwendet.) Die Frage, ob ein solcher Prozess stetige Pfade
hat bzw. haben kann, blieb dort offen.

Definition 1.3. Seien X = (X)0, Y = (Y )0 stochastische Prozesse mit demselbem
Wertebereich, die auf einem gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsraum (€2,.27,P) definiert
sind.

1. Y heiBt Modifikation oder Version von X (und umgekehrt), falls

P(X;=Y;)=1 furallet>0 gilt.

2. X und Y heilen ununterscheidbar, falls es ein N € &/ mit P(N) = 0 gibt, so dass
fiir jedes t > 0 gilt {X; #Y;} c N.

Bemerkung 1.4. Offenbar gilt
X und Y ununterscheidbar = X und Y sind einander Modifikationen,

die Umkehrung gilt i.A. nicht (&ndere z.B. einen stetigen Pfad zu einer unif([0,1])-
verteilten Zeit willkiirlich ab).



Die Umkehrung gilt, wenn wir (z.B.) a priori wissen, dass X und Y (f.s.) rechtsstetige
Pfade besitzen, denn dann gilt

Xi= lim Xy= lim Y,=Y; auf (){X,=Y}.

s\t, seQ s\it, 5€Q s€Q4
und P( mng+{Xs = YS}) =1

Erinnerung f : [0,00) — RY heifit Holder-stetig von der Ordnung ~ (> 0), falls es ein
C < oo gibt mit
Vst [[f(s) = fOI < Cls =t

f heifit lokal Holder-stetig, falls fiir jedes T'> 0 die Funktion f(- AT") Holder-stetig ist.

Satz 1.5 (Kolmogorov-Chentsov!). X = (X;);0 RE-wertiger Prozess, es gebe o, 3 > 0
und fiir jedes T > 0 ein Cp < oo mit

E[||X: - X,[|*] < Orlt - s|"*?  fiirs,t € [0,T1].

1. Dann gibt es eine Modifikation X von X, die lokal Hélder-stetige Pfade besitzt von
jeder Ordnung ~y € (0, B/a)

2. Fir~e(0,8/a), T>0,e>0 gibt es ein K = K(e,T,a,3,7v,Cr) < 0o mit
IP’(||)?,5 - X,|| < K|t - s|” fir alle s,t € [0,7])>1-¢.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass X fiir jedes T' > 0 eine auf [0,7T] (Holder-)stetige
Modifikation X () besitzt, denn dann sind X und X" fiir T > T’ ununterscheidbar
(vgl. Bem 1.4),

N:= |J {3t<T:x:x)

T,T'eN, T<T’

ist Nullmenge und X, = Xt(T) fir 7 e N mit T > ¢ ist auf N¢ wohldefiniert (setze z.B.
X; =0 auf N).

Sei im Folgenden d =1 und 7" =1 (zur Vereinfachung der Notation).
Mit Markov-Ungleichung gilt

P(1X; - Xs| 2 €) <eChlt - "7, (1.2)

insbes. X; - X, fiir ¢t - s stochastisch (fiir jedes s € [0, 00)).

Die zentrale Idee ist, X, zunichst auf dyadisch rationalen Zahlen ¢ zu konstruieren
und dann stetig fortzusetzen. Sei dazu

Dy={k/2":k=0,1,...,2"}, D:=JD,, ~¢€(0,5/a),

neN
zeige
X - X,
C:= sup X = X, <oo fs. (1.3)
0<s<t<1 |t - S|7
s,teD

! Andrey Nikolaevich Kolmogorov, 1903-1987; Nikolai Nikolaevich Chentsov, 1930-1993
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Sei

&= max | Xpjon — X(p1)/2n),

k=1,...2n

on

(1.9)
P(&227") <), IED(|X1c/2n = X(-1yjon| 2 2_7") < 2n(2myTeC (27 = 2t P,
i1

also
Zp(fn >277") < o0
(denn ay - 8 <0) und

n
Cyi=sup—— < oo fs.
0 2

(mit Borel-Cantelli ist &, < 277" fiir n > Ny = Np(w)).
Seien s,t € D, s <t mit 271 < [t — 5| < 27™ (fiir ein geeign. m):
HEEN,tl,...,tg,l € D mit

s=itg <ty <. <ty <tg:=t, t;—t;_1 =2"""mitn; >m
und Vn>m : #{1<i<l:n;=n} <2

(beispielsweise via dydische Entwicklung von s, t zu beweisen? d.h.

14
|Xt _XS| < Z |th _Xti—1| <2 Z gn
=1 n>m
2C)H 2C)y
<92 271 = —2—7(m+1) < t— sl
< Oon;n 1 -9 _1_2—’Y| S|

und (1.3) gilt und insbesondere ist

Det— X, (fs.) gleichmiBig stetig.

Setze B
Xi:= lim_ X,, te[0,1]

u—>t,ueD
(der Grenzwert existiert, denn sei (u,) ¢ D mit u, — ¢, so ist (X,,) Cauchy-Folge), es
gilt
|Xt - X8|
sup ———

ozs<t<1 |t—s[Y T

2Sei 0.E. s < t. Wir konnen s = Zle a; 275t = Zle b;27¢ fiir ein k € N, a;,b; € {0,1} schreiben, wobei
(b1,ba, ..., by) lexikographisch grofler ist als (ag,az,...,ax), d.h. es gibt ein ¥’ < k mit a; = b1,...,ap-1 =
brr—1, apr =0 < by = 1. Sei t’ := Zf;l b;27" (somit s < ' <t). Wegen 0 <t' —s <27™ kénnen wir schreiben
= s+27M 4272 4127 fiir gewisse 0 > nh > - > ny > m (wir eliminieren, von der am weitesten rechts
stehenden 1 beginnend, die ler rechts der k’-ten Stelle in der Bindrentwicklung von s); weiterhin konnen
Wir ¢ = ¢/ +27 +27%-1 +...4+ 27" schreiben fiir gewisse m < ny, <---<nf (wir fiigen zur Binérdarstellung
von t’ nacheinander diejenigen ler hinzu, die daraus die Bindrdarstellung von ¢ machen). Die sich daraus
ergebende Darstellung von ¢ — s = (¢’ — s) + (t - t') leistet das Gewiinschte.

4



(verwende (1.3) und die Approximationsdef.), fiir ¢ € [0,1], s € D, € > 0 ist
P(1X: - X 2 ) <P(|X, - X 2¢/2) + P(|X, - X[ > ¢/2) — 0,

s—t,seD
also P(X; # X;) =0, d.h. 1. gilt.
2. folgt aus obigem Beweis, da C' = C'(w) aus (1.3) f.s. endlich ist. O

Bemerkung 1.6. Wir sehen aus dem Beweis, dass Satz 1.5 analog fiir jeden vollstéindigen
metrischen Raum als Wertebereich gilt.

Korollar 1.7. Die Brownsche Bewegung B = (By) (im Sinne von Def. 1.1) existiert, mit
der Zusatzannahme By = 0 ist die Verteilung eindeutig bestimmt (,Standard-Brownsche
Bewegung“). B hat f.s. lokal Holder-stetige Pfade der Ordnung ~y fir jedes v < 1/2.

Die Verteilung der Brownschen Bewegung ist ein Wmaf$ auf C'([0,00),R?), sie heifft
auch das (d-dimensionale) Wiener3-Maf.

Beweis. Betrachte zunéchst d = 1. | In [Kl, Bsp. 14.45], vgl. Erinnerung 1.2 wurde ein
stochastischer Prozess (X;)sso (auf RI%)) konstruiert, der (1.1) erfiillt.
Esist fir neN

E[IX, - X.P"] = B[]t = 512)"] = |t - s"E[ 2]

mit Z ~N'(0,1) und E[Z2"] = &2 = (2n - 1) - (2n-3)--3-1 < 00 , Satz 1.5 mit o = 2n,

2nnl

B =n -1 liefert Modifikation (X;)so, die Holder-stetig zu jeder Ordnung v < 21 =1 - L
ist.
Sind B, ..., B@ y.a. Kopien der 1-dim. BB, so ist
By:=(BY,...,B®), t>0
eine d-dim BB. [

Beobachtung 1.8. 1. (B;) ist Standard-Brownsche Bewegung g.d.w. B zentrierter
Gauf$scher Prozess (d.h. (By,,. .., By, ) ist multivariat normalverteilt fir jede Wahl
von ty < -+ <ty, k € N) mit stetigen Pfaden und

Cov[Bs, Bi] =snat, s,t>0
(d-dim. Fall: die Kovarianzmatriz ist Cov[B; s, Bji] = 0;;(s A t)).
2. (Skalierungsinvarianz) Fiir ¢ # 0 ist auch B, := %Bcat Brownsche Bewegunyg.

3. (Zeitumkehr) B Standard-Brownsche Bewegung, so ist

Xt o tBl/ta t> 0,
0, t=0

ebenfalls Standard-Brownsche Bewegunyg.

3Norbert Wiener, 1894-1964; N. Wiener, Differential space, Jour. Math. and Phys. Mass. Inst. Tech-
nology 2, 181-174 (1923)



Beweis. 1. Sei zunéchst (B;)so eine (Standard-) Brownsche Bewegung. Fiir 0 < s <t gilt
Cov|[Bs, B] = Cov[Bs, Bs + (By — Bs)] = Var[ Bs] + Cov[Bs, By — Bs] = s +0=s = s At.

Die Umkehrung folgt aus der Tatsache, dass die endlich-dimensionalen Verteilungen
eines (zentrierten) Gauflschen Prozesses durch die Kovarianzen festgelegt sind, vgl. z.B.
(K1, Kap. 15.6].

2. Es gilt By = 0, B hat stetige Pfade und fiir die Kovarianzen gilt

~ ~ 1 1
Cov|[B,, By] = C—QCov[Bczs, Bay] = 0—2(628 AC*t) = s At

3. (Xy)s ist GauBscher Prozess,

1 1
Cov[X,, Xi] = stCov[Byjs, Bijt] = st(— A ;) =tns firs,t>0, (1.4)
s

Cov[Xo, X¢]=0=0nt. (1.5)
Offenbar ist t = X, stetig fiir ¢ > 0. Zur Stetigkeit in t =0 :
(Xi:t€(0,1]nQ)E(B,:te(0,1]nQ)
und X und B haben beide stetige Pfade in (0, 1]
- (Xt)te(o,l]g(Bt)te(O,l]
—> P(X gleichmifig stetig auf (0,1]) =1

= lin& X, existiert f.s.
i\

Sei
Fli=0(B,,5<t), (F?)so die von B erzeugte Filtration, (1.6)

Fo=\F. (1.7)

t>0

Satz 1.9 (Blumenthals 0-1-Gesetz). F{ ist trivial, d.h. P(A) € {0,1} fir Ae F§.

Beweis. Fiur n € N setze
YTL = (B27"+t — BQ*’ﬂ)

(mit Werten in C'([0,27"],R)),

O<t<2—m

Y1 Y2 ... sind unabhingig
(und sogar bis auf deterministische Umskalierung identisch verteilt), also ist

T=o(¥Y™ m=>n) trival
neN ————— m——

—70
_fQ—TL—l

(gem. Kolmogorovs 0-1-Gesetz, vgl. z.B. [Kl, Satz 2.37]), demnach ist auch
Fo=MF =) Fs-n trival.

t>0 neN



Beispiel 1.10 (ein Bsp. fiir Anwendung von Satz 1.9). Es gilt

li Bt oo, limint 2 f

imsup — = +oo, liminf — =-co f.s.

oL 7 =0 /7

Insbesondere ist B f.s. nicht Holder-stetig der Ordnung 1/2 in ¢ = 0 (und ebenso fiir jedes
andere, feste t > 0), insbesondere ist der Pfad nicht differenzierbar.

Mit Zeitumkehr (Beob. 1.8, 3.) folgt auch

. By . B g, By
limsup — = lim sup =limsup — = o0

t—o0 \/E [2AN] \/E t\O \/%

und analog

’ B,

imsup — = —oo,

t—o00 p \/E
zusammen mit Stetigkeit der Pfade also
fir allez e R : sup{t:B;=xz} =00 fs.
(Rekurrenz der 1-dim BB).
Beweis. Fiir s >0, K € N sei
AS,K = {lnf{t >0: Bt > K\/E} < S}

(offenbar Ay ;¢ ¢ Ay i fiir s < s),

Ag = Asx = {inf{t>0: B, > KVt} = 0} e 75,

s>0

also P(Ak) € {0,1} geméB Satz 1.9, wegen

P(Ak) = 11%P(A87K) > 1imui)anP>(Bs/2 > K\/s/2)=P(B;>K) >0

gilt
. By
1=P(Ag) = P( QNAK) = IP’(hr?_)sOup % = +oo>,
Fiir die analoge Aussage iiber den liminf betrachte (—-By)so- O

Bericht 1.11. Detaillierte Auskunft iiber das Verhalten der Pfade der (eindimensionalen)
Brownschen Bewegung geben

das Gesetz vom iterierten Logarithmus

lim sup B =1 fs., lim su B

e p
tooo +/2tloglogt 1o \/2tloglog(1/t)

(beachte: angesichts Beob. 1.8, 3. implizieren sich die beiden Formeln gegenseitig)

=1 fs.

und Lévys Stetigkeitsmodul der Brownschen Bewegung;:

By - B
limsup sup ———L =1 fs. (1.8)

RO te[0,1] /2hlog%



1.2 Erginzung: Lévys Konstruktion

Alternativ zur Argumentation mittels des Satzes von Kolmogorov-Chentsov (Satz 1.5)
kann man im Fall der Brownschen Bewegung eine ,,explizite” Konstruktion einer stetigen
Version ausfiihren, dieser Gedanke geht auf Paul Lévy zuriick? (vgl. z.B. Kapitel 1 in
[MP10]).

Ein alternativer Beweis von Korollar 1.7 via Lévy-Konstruktion der Brownschen Bewegung.
Betrachte zunéchst nur ¢ € [0, 1], seien (wieder)
k (e}
D, := {27 |keNgp,k<2"} und D:=JD,.
n=1
Fiir ¢ € D seien Z; ~ N(0,1) unabhéngig. Setze B(0) = By =0 und B(1) = Z;. Sei B(d")
konstruiert fiir d’ € D,,_; und setze fur d € D,, \ D,,_;

B(d) = %(B(d Loy s B(d+2) + \/%

Es gilt (nach Konstruktion)
{By|deD,} und {Z; |t e D\ D,} sind unabhingig. (1.9)
Zeige:

B(d)-B(d-2""), deD,~ {0} sind ui.v. mit B(d) - B(d-2")~N(0,27") (1.10)
durch Induktion iiber n. Fiir n = 0 ist die Behauptung klar. Sei also (1.10) fiir n—1 erfiillt.
Betrachte d = 2% fiir k ungerade, das heift d € D, \ D,,_1. Setze

1 1
Ang = 5(3(%2_‘_@) - B(Q%?_j)) ~N(0,727070) = N (0,277,
Dy s Dy s

Zq
R /2n+1

Nach (1.9) sind A, und B, ; unabhéngig, also sind auch A, + B, = B(d) - B(d-2™)
und A, — By = B(d+2™) - B(d) unabhéngig und es gilt

B, = ~ N(0,2777h).

An,k + Bn,ka An,k - Bn,k ~ N(07 2—n)

Demnach ist

(p()-2(55) 2 (57) -2 (557)) L o2 eneam)™

......

das heifit (1.10) gilt auch fiir n.

4P. Lévy, Processus stochastiques et mouvement brownien, Gauthier-Villars, 1948.



Setze nun

0, t=0
F()(t) = Zl, t=1
linear interpoliert, t¢e€(0,1)

und fir ne N

Zt
it te Dn AN Dn—l
Fn(t) = 0, te Ianl

linear interpoliert, sonst

und zeige fiir d € D,
B(d) = Y Fi(d) = 3. Fi(d) (1.11)
i=0 i=0

durch Induktion iiber n. Fiir n = 0 ist die Aussage klar. Sei also (1.11) fiir n — 1 erfiillt.
Fiir d € D, N\ D,,_; gilt nach Induktionsvoraussetzung

ZF(d) nle (@222 B2 Y a2y + Bl 2m)).

wobei wir im ersten Schritt die Linearitét von F; auf [d -2, d +27"] ausgenutzt haben.

Nach Konstruktion ist F,,(d) = \/%, demnach ergibt sich zusammen mit der Defini-
tion von B(d)

gw) - B(d),

das heifit (1.11) gilt auch fiir n.
Fiir ¢>1 und n € N gilt

P(|Zd] 2 ev/n) =

l\.’)H
N
S 8

8

Q)

wlf

Q.

8

I

|

ml

vt
| S
2 8
9

I

)

|
tonw
3

v N

das heifit fiir ¢ > /2log2 gilt
S P(IdeD,:|Z42cy/n) <> (2" +1)e” T < 0.
n=1 n=1

Somit existiert nach Borel-Cantelli ein (zufélliges) Ny, sodass

fiir alle n > Ny gilt | F, | = sup |[Fo(t)| < ev/n2-% (1.12)
te[0,1]

das heifit insbesondere Y |F,| ., < co. Demnach ist
n=0

B(t) =Y F(t), te[0,1] (1.13)

als Grenzwert einer gleichméflig konvergenten Reihe von stetigen Funktionen selbst stetig.



Wegen (1.10) gilt fur tp<...<t, €D
ZL((Biy = Bigs- - Bi, = By, 1)) = N(0,t1 —to) ® ... @ N(0,tn — ).

Der Fall allgemeiner ¢; folgt durch Approximation mit ¢{ €D (vgl. [MP10]).

Fiir t € [0, 00) betrachte nach obiger Konstruktion (Bo(t))w[o,1], (B1(t))eco,1]; - - als
unabhéngige Kopien und setze

[t]-1
B(t) = Z(:) Bz(l) +B[tj(t_ [tJ)

]

Mit Lévys Konstruktion lassen sich die Schranken in (1.8) aus Bericht 1.11 relativ
leicht einsehen (zumindest ,bis auf Konstante“):

Proposition 1.12. 1. Es gibt ein C < oo und ein (zufilliges) ho > 0, sodass

|B(t+h) - B(t)| < Cy/hlog(1/h) (1.14)
fir alle h € (0,hg) und t€[0,1-h] gilt.
2. Fiir jedes ¢ < /2 und ¢ >0 gibt es (f.s.) ein he (0,¢) und t € [0,t — h] mit

IB(t+h) - B(t)| > e/hlog(1/h). (1.15)

Proof. 1. Schreibe B(t) = Yo7y F,.(t) wie oben in (1.13). F,, ist differenzierbar bis auf
endlich viele ,, Knickstellen“, es gilt

H N Eale
[ee) _ 2_n

| 5, <e/n2' T

fiir alle n > Ny mit Ny wie oben in (1.12).
Damit folgt fiir [ > Ny

00 l 00
|B(t+h) - B(1)] < Z [En(t+h) = Fu(1)] < ZhHFJLHw + 2 2Rl

n=l+1
<h Z |F!| .. +h Z ff2z+ Z 2v/n27% .
n=No n=l+1
\—,-—/ -
=151 =:59 =153

Fiir h geniigend klein ist Sy < \/log(1/h). Wihle I > Ny, sodass 27! < h < 271 (dies ist
moglich fiir h gentigend klein). Dann gilt

/ I 1 1
Sy < cyVI2E< ey | Elogﬁ
Sz < eV <5y | hlog%

10
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*3 3 / /! / /! 3 T o /! !/
fir gewisse Konstanten ¢}, cj, ¢}, cf. Damit folgt fiir C':=1+ ¢} +cf

1 1 1 1 1
|B(t+h)—-B(t)| <hSy +hSy + S3 < hy /logﬁ+hc’2’\ / ElogEJrcg’\/hlogE Sq/hlogﬁ,

d.h. (1.14) gilt.

2. Sei
App = {B((k +1)e™) - B(ke™) > c\/ﬁe_”/Q},

es gilt (mit Z ~ N(0,1))
P(Ayn) = P(e‘”/QZ > c\/ﬁe_”/Q) =P(Z > c\/n)
—22/2 dr > 1 C\/ﬁ e—czn/2

1 o0
B \/_2_7T ./cﬁ © orc2n+1
Folglich ist (beachte ¢ < \/2)
e"P(Agn) — oo,
somit

(Al 41,) = (1-P(A0,)) T s oxp (- e"P(Ann)) — 0

n— 00

dh. P(ul%y Y Ay, ) > 1 und (1.15) gilt. 0

1.3 Starke Markov-Eigenschaft und Folgerungen

Definition 1.13. Eine Filtration (F;);so heifit rechtsstetig, wenn F; = N,s, F,, fiir alle
t >0 gilt.

Sei ein stochastischer Prozess X = (X;)0 gegeben. Wir betrachten die rechtsstetige
Vervollstandigung der kanonischen Filtration (mit F? = o(X,: s < u)):

Fi=Fo (1.16)

u>t

(diese ist rechtsstetig).

Bemerkung 1.14. Wenn (F?) die kanonische Filtration einer Brownschen Bewegung
(B,) ist, so entsteht die rechtsstetige Vervollstéindigung (1.16) durch Hinzunehmen ge-
wisser Nullmengen, es gilt fiir ¢ > 0

zu A € F; gibt es ein A’ € F mit P(AAA") = 0.

(Fiir ¢ = 0 folgt dies aus Blumenthals 0-1-Gesetz, Satz 1.9.)
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Beweis. Wir betrachten o.E. die BB mit Startpunkt By = 0, wir schreiben P, (und entspr.
E,) fur die Situation mit Startpunkt By = x.

Sei A€ o(Bs:s>0),t>0, wir zeigen: Es gibt eine beschrinkte, FP-messbare ZV Y
mit

Eo[1a]|F] =Y Po-fs. (1.17)
Fiir A € F; leistet dann A’ := {Y =1} € F? das Gewiinschte, denn dann ist
14=FEo[14]|F]=Y Pots.
Es geniigt, in (1.17) Ereignisse A der Form
A={By, €Dy,...,Bi € Dy, B, € D1, ..., Bus, € Diur} (1.18)

mit k., e N, 0=ty <ty <-<t=t 0<s; < <8, Di,...,Dpye € B(R?) zu betrachten
(diese bilden eine n-stabile Erzeugermenge von o( By : s > 0) und die Menge der Ereignisse,
fir die es ein Y wie in (1.17) gibt, sind ein Dynkin-System).

Nun ist
Eo[14] 7] = lim Eo[14] 7P, ,]

.....

wobei wir fiir das erste Gleichheitszeichen den Konvergenzsatz fiir Riickwértsmartingale
(z.B. [Kl, Satz 12.14]), fiir das zweite Gleichheitszeichen die schwache Markov-Eigenschaft
und fiir das dritte die Stetigkeit der Pfade ausnutzen. Die rechte Seite ist offenbar F)-
messbar, d.h. (1.17) gilt. O

Erinnerung. Eine ZV 7 mit Werten in [0, co] heifit Stoppzeit (bezgl. (F;)is0), wenn gilt
{r<t}eF firjedest>0.
Fr={Aea(F,u>0): An{r <t} eF fiir jedest >0}
ist die (o0-Algebra der) 7-Vergangenheit.

Bemerkung 1.15. Sei (F;)s0 rechtsstetig, dann ist 7 eine Stoppzeit g.d.w. {7 <t} e F;
fur alle t >0 (denn {7 <t} =N, {7 <t+1/n}).

Weiterhin gilt fiir jede Folge 7,, von Stoppzeiten mit 7,, Npnoo 7 0 Fr =N, Fry
Bem.: im Allgemeinen ist inf{t > 0: X, ¢ [a,b]} keine (F?)-Stoppzeit.

Bemerkung 1.16. Die Brownsche Bewegung ist ein Martingal (beziiglich der kanoni-
schen Filtration und [anhand von Bem. 1.14] auch beziiglich deren rechtsstetiger Ver-
vollstandigung).
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Satz 1.17 (Optional sampling, zeitkontinuierlicher Fall). (X;):s0 Submartingal mit rechts-
stetigen Pfaden, (F;)0 rechtsstetige Filtration, o, 7 Stoppzeiten. Wenn T beschrinkt ist
oder wenn (X;)wo gleichgradig integrierbar ist, so gilt

X, e LY(P) und E[X,|F,]2Xon f5
Beweis.
on=2"2% + 1|, 7,:=27"2"7+1]

sind Stoppzeiten, die nur abzdhlbar viele Werte annehmen, und o, ~ o, 7, N\ 7 fiir
n — oo.

Sei 7 beschréankt, 7 < T fiir ein festes T' < co. Dann ist
E[ X, | Fo, ]2 Xonr, £5. ¥Yn,meN

(optional sampling in diskreter Zeit, z.B. [Kl, Satz 10.11 und Satz 10.21]), es gilt N,,, Fo,, =

m

F, (Rechtsstetigkeit der Filtration), also mit m — oo (und der Rechtstetigkeit der Pfade
von X)

E[X., | Fy]2 Xonr, fs. (1.19)

Rechtstetigkeit der Pfade liefert X, — X, f.s., noch zu zeigen ist X, — X, in L.
Es ist
By :=E[X,, - X,

k+1 |

‘7:7'k+1:| >0 (fS)

und

k>1

E[;Bk] = E[X,,] - infE[X,, ] < oo,

demnach existiert A4,, := Z By (fs.) und M, = X, - A, erfiillt E[M, | F, .. ] = My,
k=n
d.h. (M_p)me-n, ist ein Riickwértsmartingal (beachte F,, o F, .,). Geméf Riickwérts-

martingalkonvergenzsatz (z.B. [Kl, Satz 12.14]) existiert lim,, . M_,, in £, insbes. ist
{M, : n € N} gleichgradig integrierbar. Wegen 0 < A, < Ay mit E[Aq] < oo ist auch
{A,, : n € N} gleichgradig integrierbar,

— {X,, :n €N} ist gleichgradig integrierbar,

somit gilt auch £!-Konvergenz und mit n - oo in (1.19) folgt E[ X, | F,] = X, f.s.
Sei {X;:0<t< oo} gleichgradig integrierbar

= 3JX,eL'Y(P) mit Xtt—>Xoo fs. und in £'(P),

denn dies gilt lings jeder Folge ¢, 7 oo geméf (Sub-)Martingalkonvergenzsatz (z.B. [KI,
Satz 11.14]), daher kann der Grenzwert nicht von der Folge abhéngen, und es ist

X, <E[Xo | F:,] f5. VneN.
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Weiter gibt es (wegen der gleichgradigen Integrierbarkeit) ein streng monoton wachsendes,
konvexes ¢ : [0, 00) - [0, 00) mit lim, o ¢(z)/z = co und sup,,o E[¢(|X¢|)] < oo (vgl. [KI,
Satz 6.19]), mit Lemma von Fatou

E[p(|Xeo])] < lim inf E[p(|X,])] < o0

und somit fiir jedes n

E[o(|X-.))] < E[@(|B[Xw | 7, 1])| < B[E[o(1Xec)) |75 ]] = BLo(1Xe)] (< 00).

Demnach ist {X, :mn € N} gleichgradig integrierbar und die Argumentation wie oben
greift. (Beachte insbesondere: Fiir m > n ist (X, \(k/2m))ren, €in gleichgradig integrierba-
res Submartingal in diskreter Zeit.) O

Beispiel 1.18. Sei B Standard-Brownsche Bewegung, 7, := inf{t > 0 : B; = z} (mit
Bsp. 1.10) ist 7, < oo fiir alle z.
Fiir a,b > 0 gilt

b
P(T_a < Tb) = m

Beweis. (Wir verwenden dasselbe , klassische“ Martingal-Argument wie im Fall der gewthn-
lichen Irrfahrt.) Sei 7 := 7, A 7, startend von By =0 € (—a,b) ist (B, )is0 beschrianktes,
insbesondere gleichgradig integrierbares Martingal, also

E[B,] = tlim E[Bir-] = E[By] =0,
andererseits ist

E[B;] =-aP(7_4 <) +bP(7_4 > ) =b— (a + b)P(7_, < 7).
[l

Wir schreiben P, fiir die Verteilung von (B; + x)s0, wobei B Standard-Brownsche
Bewegung, E, fiir Erwartungswerte unter P,.

Satz 1.19. Die Brownsche Bewegung (B;) mit Verteilungen (P,),ga besitzt die starke
Markov-Figenschaft, d.h.

E.[F((Bir)iz0) | Fr] =B, [F(B)]  (f:5.)
fiir F: (RH)0:°) - R beschr. und messbar, 7 f.s. endliche Stoppzeit.

(Die schwache Markov-Eigenschaft ist klar, vgl. z.B. [Kl, Kap. 14.4, speziell Bsp. 14.45],
siehe auch Erinnerung 1.2.)

Beweis. Es geniigt, Funktionen

F(B)=f(By,...,B) mit keN,0<t; <ty <--<t; und f:RF >R ste., beschr.
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zu betrachten (Erwartungswerte solcher Funktionen legen die Vert. auf (R%)[0:*) fest).
x> E,[F(B)] ist stetig und beschrénkt

(verw. explizite Form als Gaufisches Integral).
T, 1= 277|277 + 1| ist Stoppzeit, 7, \ 7 fiir n — co. Es ist

E.[F((Brust)i0) | Frn | = Ba[ f(Brostss -+ s Brosty ) | Fr |
=Ep,, [f(Bu: -, By)] — Eg,[F(B)]

n—

wobei wir fiir das zweite Gleichheitszeichen verwenden, dass Markov-Prozesse in diskreter
Zeit (wir verwenden hier 27"Nj) stets die starke Markov-Eigenschaft besitzen (vgl. [KI,
Satz 17.14]) und fiir die Konvergenzaussage die Pfadstetigkeit von B ausnutzen.

Weiter ist

B[ [E[F((Broet)iz0) | Fr ] = B[ F((Brit)ioo) | 7, ]
< Ex[‘F((BTnH)tZO) - F((BT+t)t20)H - (Stetigkeit der Pfade von B),

also
Ep, [F(B)] = lim E[F((Brit)izo) | Fr.] = Ba F((Brit)ino) | 7]

wobei wir fiir das zweite Gleichheitszeichen verwenden, dass N, F,, = F, (Rechtsstetigkeit
der Filtration).
[

Bemerkung 1.20. Abstrakt betrachtet entnehmen wir dem Beweis von Satz 1.19: Wenn
ein Markov-Prozess X rechtsstetige Pfade hat und die zugehorige Ubergangshalbgruppe
die Feller-Eigenschaft® besitzt (d.h. sie bildet stetige Funktionen in stetige Funktionen
ab), so besitzt X auch die starke Markov-Eigenschaft.

Satz 1.21 (Spiegelungsprinzip). B eindimensionale Standard-Brownsche Bewegunyg, fiir
a>0,T>0 gilt
P(supoeer Br 2 a) = 2P(Br 2 a).

Beweis. Sei 7 f.s. endliche Stopppzeit, zeige
By:=Bya— (Bi = Brat), t>0 st ebenfalls BB. (1.20)

Sei B™ = (B]); := (Biar )¢ (gestoppte BB), B := B,,; — B, ist BB, u.a. von F, (starke
Markov-Eigenschaft, Satz 1.19), also

7, B™,B)%(r,B",-B").
( )= ( )

Eine Halbgruppe (P;)sso von positiven Kontraktionsoperatoren auf einem lokalkompakten Raum E
heifit eine Fellersche Halbgruppe (benannt nach William Feller, 1906-1970), vgl. z.B. [Kl, Kap. 21.4,
insbes. Def. 21.26] oder [Ka, Ch. 19] (die Def. ist auf S. 369), wenn P,(Co(E)) c Co(E) wobei Co(E) =
{stetige Funktionen auf E, die im Unendlichen verschwinden} und lim;_o P;f(z) = f (=) fiir jedes z € E,
feCo(E) gilt (dies impliziert P, f — f fiir ¢ > 0 im Sinne der Sup-Norm fiir jedes f € Cy(E), d.h. starke
Stetigkeit der Halbgruppe, z.B. [Ka, Thm. 19.6]).
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Wegen By = Bl + B, .. B{ = B[ - B, ,,. folgt (1.20).

Sei M, :=sup,., By, 7:=1inf{t > 0: B; = a}. Nach obigem ist
P(Mr > a,Br <a) =P(Mr > a,Br > a) =P(Br > a),
also

P(Mr >a) =P(Mr >a,Br <a)+P(Myp >a,Br>a)+P(My > a, By =a) = 2P(Br > a).

=0
[l

Satz 1.22 (Lévys Arcussinus-Gesetz). B eindimensionale Standard-Brownsche Bewe-
gung, T >0, {r:=sup{t <T: B; = 0}.

P(¢r<t) = %arcsin(\/t/T), 0<t<T

Beachte: (7 hat Dichte 2:1/7/(t/T)(1-t/T), d.h. Beta(}, ) umskaliert auf [0,7] (denn

272

4 arcsin(z) = 1/v/1 - 2?), insbesondere ist (7 symmetrisch um T/2 verteilt.

Beweis. Sei 0.E. T =1 (verwende Skalierungseigenschaft der BB).

P(¢ <t)=P(B, #0 fiir s e (¢,1])
:‘[R{IP(BSthfﬁrse(t,l]‘Bt:a)IP)(Bteda)

- fRIP’M(Bs +0 fiir s € (0,1 ])P(B, € da)
und
Pjo(Bs # 0 fiir s € (0,1~ t]) =Po( inf B, > -|al)

= IP’O( SliptBS < |a|) =1-=2Py(B1_¢ > |a|) = Po(|B1—¢| < |a|)

geméfl Spiegelungsprinzip (Satz 1.21). Demnach (mit B’ einer u.a. Kopie der BB und
X,Y ua., ~N(0,1))
P(¢ <t) =P(|Bi_| < |B]) =P(V1-t]Y| < VHX]) = P(Y? < t(X? + Y?))

1 oo oo
"o [oo dr [oo dy 67($2+y2)/21{y2st(x2+y2)}

1 o0 2 27 9 '

wobei wir in der dritten Zeile in Polarkoordinaten integrieren (beachte y?/(x? + y?) =
sin?(¢)). O
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1.4 Donskers Invarianzprinzip
Seien Xi, Xo,... wi.v. reelle ZVn mit E[X;] =0, Var[ X;] =1,

t]
St = ZXk+(t_[tJ)X[tJ+lv t>0.
k=1

(St)is0 ist eine ZV mit Werten in den stetigen Pfaden.

Das Hauptergebnis dieses Abschnitts ist folgender Satz, sozusagen ein ,,grofler Bruder
des ZGWS*“. Wir betrachten als Wertebereich C([0,1]) = {f : [0,1] - R stetig} mit
Metrik d(f,g) :=||f — g||ls; dies ist ein polnischer Raum (fiir Separabilitidt verwende z.B.
Polynome mit rationalen Koeffizienten).

Satz 1.23 (Donskers Invarianzprinzip). Es gilt

Snt w
(ﬁ)te[oﬂ n_)—o)o(Bt)te[O,I]

mit (B;) Standard-Brownbewegung
Wir fithren den Beweis durch Einbettung, dazu benétigen wir folgendes Lemma.

Lemma 1.24 (Skorokhod®-Einbettung). X reelle ZV mit E[X] =0, Var[X] = 02 < oo,
dann gibt es eine Stoppzeit T mit

L(B;)=%(X) und E[r]=0o>
Die Forderung E[7] = 02 (< o0) ist entscheidend, sonst konnte man das Problem ziemlich
trivial 16sen via 7 :=inf{t > 0: B; = X} mit X unabhéngig von B.
Beweis. Fiir Z(X) = 6_, + =40, mit a,b> 0 (also E[X] =0, E[X?] = ab liefert

a+b

7:=1nf{t >0: B; = —a oder B, = b}

das Gewiinschte (Ubungsaufgabe, vgl. auch Bsp. 1.18).

Der allgemeine Fall durch Mischung :
Sei pe M (R) mit [z pu(dr) =0, [ 2% pu(dx) = 02 < oo, dann gibt es 6 € M ((—o0, 0] x
[0,00)) mit

—U

v
e [—M,O]x[o,m) (U — udu + v — U5v) e(d(u7 U)) (121)

Sei m := f(o,oo) vp(dv) = _f(—oo,o) up(du),

6(d(u,v)) = %(v ~w)p(du)p(do) + u({0))800)(du, dv), 03 0,u <0

6 Anatoly Volodomyrovych Skorokhod, 19302011
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leistet das Gewiinschte:
1
f( o0 (den0) = ) [ () (o)
S N O () oo)>) ~(imps((~00,0)) + mp((0, 20))) = (B~ {0))
d.h. p ist ein Wmaf und
f(—oo,o]x[o,oo) (v - uéu " _— u(;”) 6(d(u.v))
0D [ ta) [ ) (v, us,)
= n({0Dd+ [ i ]( oy 0 D=

Sei (U,V') ~ 6, u.a. von (By);s0, dann leistet
T:=inf{t>0: B, =U oder B, =V}

das Gewdlinschte.
O

Beweis von Satz 1.23. Sei (By)sso Standard-BB, konstruiere mittels Skorokhod-Einbettung
(Lemma 1.24) und der starken Markov-Eigenschaft (Satz 1.19) Folge von Stoppzeiten
0=79<T <Tp<--sodass mit X, :=B, —-B, | gilt

(Xn)nENg(Xn)neN und (Tn - Tn—l)nEN ist u.l.v. mit E[Tl — 7’0] =1.

Sei
[t]

§t =ZXk+(t_[tJ)X[tJ+l7 tZO,
k=1

also (gt)tzo Zd(St)tZQ. Zeige

1
—= sup |S|) -l —> 0 stochastisch. 1.22
\/ﬁ 0<7”Pn ‘ | n—o0 ( )
Es gilt
n_, E[r]=1 fs.
n n—o0
(mit dem starken Gesetz der groen Zahlen), also auch A, 1 f.s. fiir r - oo und
r
0y i= sup |TL —r‘ erfilllt — —0 fs.
0<r<n n n—>o
Sei
w(B,t,h) = sup  |B, - By

O<u<v<t,v-u<h

(wir wissen: w(B,t,h) < Cy,h7 fs. fiir (jedes) v <1/2 nach Satz 1.5 und Kor. 1.7).
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FirneN, e, h>0 ist

IP’(L sup ‘§[TJ - Br| > 5) < IP’(w(B,n +nh,nh) > 5\/77) +P((5n > nh)

V1 o<ren —_—
:P(w(B,1+h,h)>5)—>h\00 — oo 0
(Skalierungseigensch. der BB)

d.h. mit n - oo, dann h - 0 folgt (1.22).
1 -
Analog gilt — sup |SL,, J+1 — BT| — (0 stochastisch, somit

\/ﬁ 0<r<n

1~
A, = sup —‘S,, - Br‘ — (0 stochastisch.
Vn n—eo

0<r<n

Sei ¢ : C([0,1]) - R stetig und beschriankt. Fiir €,6 > 0 sei

Fes:={feC([0,1]): Vg € C([0,1]) mit ||f - gllo <& gilt [o(f) - 0(g)] <},
esist F.s ~ C([0,1]) fiir 0 | 0. Somit

|E[¢((Snt/n”2)te[0’”)] - E[%O((Bt)te[o,u)ﬂ = |E[gp((§m/nl/2)te[o,1])] - E[sf)((Bm/mm)te[o,l])“
< E{Jo( B = (Bt
<2 +2|¢lleo(P(B ¢ Frp) + P(A, > ),

mit n - oo, dann 9 | 0, € | 0 folgt

lim sup |E[gp((5m/nl/2)te[071])] - E[@((Bt)te[o,u)” =0.

n—oo

]

Beispiel 1.25. 1. Fiir f € C([0,1]) sei ¢(f) := ¢ (f(1)) mit einem ¢ : R — R stetig und
beschrankt, so ist

E[¢(B)] = E[¢(B1)] = lim E[gp((sm/nlﬂ)te[o,l])] = Tim E[4(S,/n'/?)],

d.h. Satz 1.23 impliziert den ZGWS.

Analog gilt eine multivariate Form, d.h. fiir ¢ : R¥ - R stetig und beschrinkt, ¢; <
e <ty ist

gi_gloE[w(S[tan/nl/{ S[tgnj/n1/27 SRR S[tknj/nl/2):| = E[w(Btu Bt27 S Btk)]

2. Fir f e C([0,1]) sei o(f) = w(maxogsl f(t)) mit einem ¢ : R - R stetig und
beschriankt, so folgt mit Satz 1.23
S, d

max —> max B
r<n \/ﬁn»oo t<1 &
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mit Satz 1.21 (beachte: die Vert. von max;.; B; hat keine Atome) also

lim IP’( max% > :c) =2P(B, >x) fiur z€[0,00). (1.23)
n—00 r<n n

Vgl. auch die explizite Abschétzung fiir festes n, z.B. [Kl, Satz 17.15, Spiegelungsprinzip
in diskreter Zeit]:

P(max Sy, > ) < 2P(S, 2 7) - P(Sy = 7)
(mit Gleichheit, wenn Inkremente nur Werte aus {—1,0,1} annehmen); man beachte, dass
fiir (1.23) keine Annahmen an die Verteilung von S iiber die ersten zwei Momente hinaus

benotigt werden (wihrend [Kl, Satz 17.15] benotigt, dass die Inkremente symmetrisch
verteilt sind).
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Kapitel 2

Stochastische Integration

2.1 Zur Motivation

Integration beziiglich nicht-glatter Pfade Seien f,g : [0,00) — R, f sei stetig.
Welchen Sinn kénnen wir fot fsdgs geben?

1. Falls ge CL: [ fodgs = [} fsg.ds (als Stieltjes-Integral).

2. Falls g nicht-fallend (und, sagen wir, rechtsstetig): Fasse g als Verteilungsfunktion
eines Mafles p1, auf R, auf, 11,((0,t]) = g(t) — g(0), so ist fot fsdgs = f(o,t] Is g (ds)
(als Lebesgue-Stieltjes-Integral, vgl. z.B. [Kl, Def. 1.57]).

3. Falls g = g1 — g» mit gy, g nicht-fallend, so ist fot fsdgs = fot fsdgis— fot fsdga.s
Eine solche sog. Jordan-Zerlegung von g existiert g.d.w.
k

Vi(g):=sup sup )

keN O=to<ti<--<tp=t ;=1

< o0

Gt; — Gtia
(,g hat endliche Variation®).
Siehe z.B. [Ka, Prob. 2.18], vgl. auch Bem. 2.7 unten.

Die Pfade der Brownschen Bewegung (B;);»0 haben mit W’keit 1 unendliche Variation
fiir jedes t > 0, denn die quadratische Variation ist > O:

1 2"
ilB) = Bigyor
{5 SgpsupﬂBl}—Bul:03u<v<u+2—ngt}k;| thf2

- Bt(k—l)/2"|2 =00

(vgl. auch Ubungsaufgabe 1.3) daher kann man

t
f X.dB, =77
0

nicht in obigem Sinne , realisierungsweise“ definieren.
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Vorschau Im diskreten Fall gilt (unter geeign. Bedingungen, vgl. [K1, Satz 9.39]: (M,,)nen,
Martingal, (C,,) previsibel, so ist (C e M), := ¥_; C;(M; — M;_;) ein Martingal.
Wir werden (in Analogie dazu) sehen:

iXkl(BkAt—BklM)—>ftXS(_)dBS fiir n — oo
k=1 " " " 0

(in geeignetem Sinne, fiir eine noch zu kliarende Klasse von Integranden X).

Wir hatten im Stochastik-Praktikum durch diskrete Approximation zufillige Pfade
X = (X;); betrachtet, die ,lokal ungefihr wie eine Brownsche Bewegung* aussehen, d.h.

E[ X — Xo| X; = 2] = hu(z) +o(h), Var[ X — Xi|X; = 2] = ho*(x) + o(h).

fiir geeignete Funtionen p und o2. (Vergleiche auch die in der ersten Sitzung diskutierten
R-Skripte Irrfahrt_und_BB.R und GW-Prozess_und_Diffusion.R.)

Obiges sog. Ito-Integral wird uns gestatten, solche Prozesse X als Losungen von

t t
Xt:X0+f N(Xs)ds+[ o(X,)dB,
0 0

in einem mathematisch prézisen Sinn zu konstruieren.

2.2 (Einige Eigenschaften) zeitstetige(r) Martingale

Definition 2.1. Sei X = (X;)0 stochastischer Prozess (mit Werten in (F,B(F))) auf
filtriertem W’raum (€, %7, (F;)ss0, P).

X heif}t adaptiert, wenn fiir jedes t > 0 gilt: X; ist F;-messbar.

X progressiv messbar, wenn fir jedes t > 0 gilt: Q x [0,¢] 3 (w,s) » Xs(w) ist F; ®
B([0,t])-B(E)-messbar.

Offensichtlich gilt

X progressiv messhbar = X adaptiert

sowie
X adaptiert mit (rechts)stetigen Pfaden = X progressiv messbar.

Progressive Messbarkeit ist wichtig fiir das Zusammenspiel mit Stoppzeiten (der zu
einer Stoppzeit 7 ausgewertete Prozess X, ist an die entsprechende Vergangenheit F,
adaptiert, vgl. z.B. [RY, Prop. 1.(4.8)] oder [Ka, Lemma 7.5]); weiter erlaubt progressive
Messbarkeit von X insbesondere ,, Analysis-Operationen® wie fot f(Xy)ds (dafiir wiirde es
allerdings auch schon ausreichen, dass 2 x [0,00) 5> (w,s) —» Xs(w) & ® B(R,)-B(E)-messbar
ist).

Definition 2.2. Ein filtrierter W’raum (2, .7, (F;)ss0, P) geniigt den diblichen Bedingun-
gen (hypotheses habituelles), wenn gilt

1. Fp enthilt alle P-Nullmengen (d.h. Ne o/, P(N)=0 = N € Fy) und
2. (F)us0 ist rechtsstetig (d.h. Fy = Fyy = Neso Frae fiir jedes ¢ > 0).

22



Bemerkung 1.) erzwingt, dass ein von einem adaptierten Prozess (P-)ununterscheidbarer
Prozess ebenfalls adaptiert ist.

2.) erzwingt z.B., dass die Zeit des ersten Eintritts in eine offene Menge eine Stoppzeit
ist.

Wir werden im Folgenden zumeist stillschweigend annehmen, dass der zugrundeliegen-
de W’raum die iiblichen Bedingungen erfiillt, es sei denn, dass wir explizit abweichende
Voraussetzungen formulieren.

Beispiel 2.3. Sei Q = C([0,00)) (= {f :[0,00) - R : f stetig}), F; := o(w(s) : s < t),
o =0(F,t>0), W,, v eR das (1-dim) Wienermafl bei Start in z. (d.h. die Vert. der BB
startend in z, aufgefasst als Wmaf auf €2, siche Def 1.1 und Kor. 1.7).

Setze F, = {A e o/ : 3B e F, mit Wo(AAB) =0}, t > 0. Es gilt
1. Froc F fiirt>0

2. (Fi)wo ist rechtsstetig

3. (., (Fi)s0, Wo) erfiillt die iiblichen Bedingungen.

(Dies ist eine kleine Ergénzung zu Bem. 1.14, dort hatten wir bereits die rechtsstetige
Vervollstandigung der kanonischen Filtration der Brownschen Bewegung betrachtet.)

Beweis. 1. Zeige
Fiir A € o7 gibt es ein beschr., Fi-messbares Y mit Eo[14|Fi ] =Y Wo-f.s. (2.1)

(Bem.: (2.1) kann als eine Verallgemeinerung von Blumenthals 0-1-Gesetz, Satz 1.9 an-
gesehen werden.)

Fir
A={X;, €Dy,..., Xy, € Dy, Xi1s, € Dys1, .., Xews, € Dyie} (2.2)

mit k, 0 eN, 0=tg<ty<--<tp=t,0<81 <<, D1,...,Dpipe B(R) ist

'''''

(2.3)

Wo-f.s. was Fi-m.b. ist, d.h. (2.1) gilt fiir solche A. Hierbei haben wir fiir das erste Gleich-
heitszeichen den Konvergenzsatz fiir Riickwértsmartingale (z.B. [Kl, Satz 12.14]) und fur
das zweite Gleichheitszeichen die (schwache) Markov-Eigenschaft und die Stetigkeit der
Pfade ausgenutzt. Da As der Form (2.2) einen n-stabiler Erzeuger von o7 bilden, gilt
(2.1).

Fiir A € F, ist demmach 14 = Eo[14 |_.7-"t+] =Y Wy-f.s. mit Y F-m.b., insbes. {Y =
1} € Fr und Wo(AA{Y =1}) =0, d.h. A e F,, somit gilt 1.

2. Sei A€ Fry =Neso Frse, insbes. zun e N gibt es

Bn € ft+1/n mit 14= 1Bn Wo—f.S.,
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es ist B :=limsup, By, (= My UYUmsnBm) € Fir € Fy nach 1., also

gibt es ein C' e F; mit 14 = 1 Wy-f.s. und somit A € F: nach Def.,

dh. 2. gilt.
3. Sei Wo(N) =0, also auch Wo(NA@) = 0 mit @ € Fy und somit N € Fo nach Def.,
Rechtsstetigkeit von (F;)o wurde in 2. gezeigt. ]

Proposition 2.4 (Doob-Ungleichungen, zeitstetiger Fall). Sei (X))o ein Martingal oder
ein nicht-negatives Submartingal, X habe rechtsstetige Pfade. Dann gilt firt >0

1. AP(supge,< Xo > A) <E[|X4]]  fiir A>0,

2. E[supogug |Xu|p] < (%)pEﬂXtV’] fiir pe(1,00).
Beweis. 1. und 2. gelten im zeitdiskreten Fall (vgl. z.B. [Kl, Satz 11.2]).
Sei A < \. Es ist

AP( $UPgeyey X > A) = A lim P(maxneon Xy > A) < E[|X]] (2.4)

n—00

wobei wir fiir das Gleichheitszeichen die (Rechts-)Stetigkeit der Pfade von X ausgenutzt
haben. Mit A ~ A folgt 1.

2. Analog ist
]E[ SUPp<y<t |Xu|p] = 711_)11010 E[maxmggn |th/2n |p] < (%)pE[|Xt|p], (25)

wobei wir fir das Gleichheitszeichen wiederum die (Rechts-)Stetigkeit der Pfade von X
und den Satz von der monotonen Konvergenz verwendet haben. O

Definition 2.5. Ein Martingal M = (M) heifit quadratintegrierbar, wenn E[ M?] < oo
fiir alle £ > 0. M bezeichne die Menge der quadratintegrierbaren Martingale mit stetigen
Pfaden (beziiglich einem vorgegebenen filtrierten W’raum).

Definition 2.6. Fiir einen (zufilligen oder deterministischen) reellwertigen Pfad (X;)o
heift

‘/t(X) = sup Z |th - Xti—1|

neN,0=to<t;<-<tn=t j=1

die Totalvariation (von X zur Zeit t).
X hat endliche Variation, wenn V,(X) < oo fiir alle ¢ > 0.

Bemerkung 2.7. 1. t+~ V;(X) ist nicht-fallend.
2. Falls t = X; nicht-fallend, so ist V;(X) = X; — X < oo.
3. Haben X und Y endliche Variation, so auch X +Y, X -Y.

4. X hat endliche Variation < es gibt Y, Z nicht-fallend mit X =Y - Z.
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Beweis. 1., 2., 3. und 4. ,<* sind klar.

Zu 4. = Fir tq <t ist | Xy, — Xy, | = 2(Xy, - Xoy) ™+ (X, — Xo, ), also gilt fiir jede
Zerlegung

Z |th - Xti—1| =2 Z(th - th;l)_ + Xt - XO-
i=1 i=1
Bilde Supremum {iiber alle Zerlegungen von [0, t]:

Vi(X) =2V (X) + X, - X,

n

mit V(X)) := sup Y ( Xy, - Xy, )7, also

neN,0=to<t; <-<tn=t j=1
Xy = Xo+ Vi(X) -2V (X)
und t » Xo + Vi(X), t » 2V,7(X) sind nicht-fallend. O

Satz 2.8. Sei M stetiges Martingal mit V,(M) < oo f.s. fiir jedes t > 0. Dann ist M fast
sicher konstant.

Beweis. Wir nehmen o.E. an M, = 0, sonst betrachte ]\th = M, — M,.

T = 1nf{t 2 0: |My| 2 n} Adnf{t > 0: V(M) > n} ist Stoppzeit und es gilt 7, 700 o0
f.s. M := (M;n,, )is0 ist dann ein beschriinktes Martingal mit (uniform in ¢) beschrinkter
Totalvariation.

Sei also 0.E. M beschrénkt mit (gleichméBig) beschriankter Totalvariation.

E[M?] = [( Z Migjoe — M- 1)t/24)2]

2[

= 3 E[(Myjae = Mi1yejoe) (Myoejoe = Mgr_1yijoe) |
kel

2@

= ]E[ Z(Mkt/ze - M(k—l)t/Qe)2:|
k=1

2[
< ]E[max ‘Mkt/ﬂ - M(k—1)t/2é’ X Z ’Mkt/ﬂ - M(k—l)t/ﬂ‘ ] —>
k<2? k=1 {00
—0 mit {—oo (Stetigk.) <Vi(M)<Veo (M) <00

wobei wir im dritten Gleichheitszeichen die £2-Orthogonalitéit der Martingalinkremente
und in der letzten Zeile den Satz von der dominierten Konvergenz verwendet haben.

Somit E[M?] = 0, P( Mg, {M; = 0}) = 1, Stetigkeit der Pfade liefert M, =0 fs. [
Satz 2.9. Fir X e M sei || X||:= || X||ag = 22 "(I1Xallc2ey A1)

(M, || -|I) ist ein vollstindiger metrischer Raum (wenn man ununterscheidbare Pro-
zesse zdentzﬁzzert}

Beobachtung 2.10. 1. (X?) ist Submartingal, insbesondere ist t (IE'l[Xf])I/2 nicht-
fallend.
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2. Fir X,Y e M§ mit || X -Y|| =0 gilt P(X; =Y, firallet >0) =1, dh X und Y
sind ununterscheidbar (im Sinne von Def. 1.3):

|IX = Y| = 0 impliziert E[(X,, - Yn)?] = 0, woraus mit Doobs L2-Ungleichung
(Prop. 2.4) folgt, dass ]E[supOSuSn | X, - Yu|2] =0 fiir jedes n € N gilt.

Beweis von Satz 2.9. ||| ist (Pseudo-)Metrik auf M$ (denn die £2-Norm erfiillt die Drei-
ecksungleichung) v/

Sei {X (™ n e N} c M5 Cauchy-Folge, d.h. lim,, ;e[| X ™ = X )| = 0.
Insbesondere ist fiir jedes ¢t > 0 {Xt(”),n € N} c £L2(P) Cauchy-Folge in £2(P)
= 3X, e £2(P) mit X" —£* X,

Zeige: (X;) ist Martingal. Fiir Ae .o/, t >0 ist

(n) (n) 12
lim E[14 X" - X,|] < P(4)2(1mE[(X” - X,)?]) * =0
mit Cauchy-Schwarz-Ungleichung, also gilt fiir 0 < s<t, Ae F;

E[14(X, - X.)] = E[14(X™ = X))+ E[14(X" - X)]-E[14(X™ - X)] = 0.

=0 (X ist Martingal) -0 mit n—oo -0 mit n—oo

Zeige: (X;) hat (f.s.) stetige Pfade.

Sei T' > 0. Zunéchst stellen wir sicher, dass X eine Version mit rechtsstetigen Pfaden
besitzt (um die Doob-Ungleichung anwenden zu konnen): setze fiir ¢t € [0,7]nQ X, :=
E[Xr|F:] und dann fir allgemeines ¢ € [0, T] X := limg); seq X, dies ist eine rechtsstetige
Version von X, da die Filtration rechtsstetig ist.

Nun ist

|

IX8 = Xrlf2s > 0

N

]P’( sup | X™ - X,| > 8) < %E[ sup | X ™ - Xt|2] <

0<t<T € 0<t<T €

mit Doob-Ungleichung (Prop. 2.4), demnach gibt es eine Teilfolge n; # oo mit
S () 1
ZP( sup | X" - X;| > —) < 00.
k=1 0<t<T k

Borel-Cantelli liefert Xt(”’“) koo X¢ gleichméBig in ¢ < T f.s., d.h. (X;)sqo,r) hat stetige
Pfade f.s. (und da dies fiir bel. T'> 0 gilt, folgt die Beh.) ]
Bemerkung 2.11. Der Beweis von Satz 2.9 zeigt insbesondere:

VT >0,6>0: P(OsupT|Xt(n) ~X,| > 5) 0,
<t< n—o0

d.h. die Pfade konvergieren lokal gleichméfig in Wahrscheinlichkeit.
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Vorbemerkung zur quadratischen Variation Fiir die BB ist B? —t ein Martingal
(Ubung).

Sei (X;) ein allgemeineres stetiges Martingal, was miissen wir von dem Submartingal
(X?) abziehen, damit es ein Martingal wird?

Im zeitdiskreten Fall gilt (vgl. [KI, Satz 10.1 und Def. 10.3]): (X, )nen, £2-Martingal,
A, = ZZ:lE[(Xk - Xj1)? ‘}‘k_l] (= Zhoy (E[XAFe1] - X2,)) (Ag:=0), (A,) hat nicht-
fallende Pfade, ist previsibel (A4, ist F,-1;-m.b.) und (X2 - A,,) ist Martingal.

Gesucht: ein Analogon im zeitkontinuierlichen Fall

Satz 2.12. Sei (M;); € M§ (und der zugrundeliegende W’raum erfiille die iblichen Be-
dingungen, Def. 2.2). Dann gibt es einen adaptierten Prozess (Ay)is0 mit stetigen, nicht-
fallenden Pfaden und Ag =0, so dass gilt

1. E[A{] < oo fiir alle t >0 und
2. (M} - Ay)so ist ein Martingal.

(Ay) ist eindeutig bis auf Ununterscheidbarkeit (d.h. falls (A}) ebenfalls obige Figenschaf-
ten besitzt, so ist P(Ay = A fiir allet>0)=1).

Zur Vorbereitung des Beweises von Satz 2.12 bendtigen wir:

Definition 2.13. Ein linksstetiger stochastischer Prozess (H;)o der Form

Hi =3 &l (1), 120,

k>1

wo 71 < Ty < --- eine (endliche oder abzdhlbare) Folge von Stoppzeiten ohne Haufungspunkt
im Endlichen ist (d.h. 7, ~ oo f.s., wenn es unendlich viele sind) und & eine beschrankte,
F.-messbare reelle ZV fiir k € N, heifit ein elementarer Integrand (auch: ein einfacher
previsibler Prozess).

Fiir (H;) dieser Form und einen (beliebigen) reellwertigen Prozess (X;)o definieren
wir

t
[0 HodX, = 3 6(Xinn - Xinn ), 120,

k>1

das elementare stochastische Integral (von H beziiglich X'). Man beachte: in der Summe
sind f.s. nur endlich viele Summanden # 0.

t t
Man schreibt auch (H e X); := f HdX := f H,dX,.
0 0

Bemerkung 2.14 (Linearitét des elementaren Integrals). (H;), (J;) elementare Inte-
granden, a,b € R, so ist auch (aH; + bJ;);s0 ein elementarer Integrand und es gilt

t t t
f(aH+bJ)dX:af HdX+b[ JdX.
0 0 0

Zum Beweis gehe zu einer gemeinsamen Verfeinerung der jeweils zugrundeliegenden Stopp-
folgen {iiber.
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Lemma 2.15. (H;) elementarer Integrand mit sup,, |H:| < ¢ f.s. fir ein c e Ry, (X;) €
M§ mit Xo=0. Dann gilt

E[(fy HdX)"| < E[X?] und (fy HdX), eMs. (2.6)
Beweis. t+ [ HdX ist stetig (n. Konstr.) v/
Sei s <t, keN:
E[gk(Xt/\T]H_l - Xt/\Tk) ‘FSV’T]C]
= gk( Xt/\‘r;ﬁl SVTk:I ]E[Xt/\‘rk |f‘s\/7'k:|) (fk’ ist st—k‘m-b-)
(
(

= &l Xiarp o a(svry) = Xtmk/\(svrk)) (Optional sampling, Satz 1.17)
= gk) 1{8<Tk}(Xt/\Tk Xt/\Tk) + 1{527k}(XSATk+1 - S/\Tk) ) fk( SATK+1 XS/\Tk)a

=0 =(Xs/\7'k+1 _Xs/\fk)

was Fe-m.b. ist, somit
E[&k(Xt/\T;ﬁl - Xt/\Tk) |fs] = E[E['“|fs\/'rk:| |fs] = gk(Xs/\TkH - XS/\Tk) (27)
Betr. zunéchst den Fall Hy = Y1) &l r,,,1(2) fiir ein m € N, d.h. H besitzt nur
endlich viele Sprungstellen. Fiir s <t ist
E[fy HdX | 7] = 3 B6(Xinn, = Xen) | F] D Y 66(Xanrey, = Xonn) = f HAX 5.
k=1 k=1
(2.8)

und

E[(/OtHdX) ] in: I:glz(Xt/\Tk+1 - Xt/\Tk)2:|

+2 3 E[&(Xinrey — Xinr)ee(Xinrey — Xinr,) ]

1<k<l<m
CE[E[ | oy 12E[ €0 (Xinrgy ~Xonry )6 ELXunrsy ~Xinry | Fry] |20
-0

<A Y Bl (Xinres = Xinr)?] = CE[(Xinr, — X0)?] < CE[XF],
k=1

d.h. (2.6) gilt in diesem Fall (und die Schranke héngt nicht von m ab).
Im allg. Fall ist

Ht = hm Ht(m) mlt H(m) Z fk}l(‘rk Tk+1 (t)

und [ HdX =1lim,, .. [f H™ dX,
E[(fy HdX)'] <liminf B[(fy H™ dX)*] < *E[X7],

wobei wir fiir das erste Ungleichungszeichen das Lemma von Fatou verwendet haben.

Demnach ist fiir jedes 7" > 0 die Familie von Martingalen ( /s "Hm dX ) octers M € N
gleichméafig £2-beschriankt, insbesondere gleichgradig integrierbar und somit ist ihr Limes
ebenfalls ein Martingal. O
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Beweis von Satz 2.12. Sei 0.E. My = 0 (sonst gehe zu M, := M, — My iiber, Mtz - M} =
—2M,; My + MZ ist ebenfalls Martingal).

Definiere Stoppzeiten

(n) 07',52 1nf{t>7(n) |Mt—M(n)|— }, k,neN

(beachte: {T,gn),k: e N} c {T]gTH—l),k € N} und fiir jedes n gilt Tlgn) S hooo 00 f.8., da M
stetige Pfade hat).

Setze
(n)
n ]— n n
= 2 ML e ®:
A(n) . Z (M - M )2
t T t/\-r,gfi tAT, (") )
k>1
(") n
I, f HOAM = 32 M, o0 (M, 00 = M)
dann ist

W—W:ZMM<M%1A@MpugmﬂMwmfwm4wﬂ

—— k>1 k Tht1
=0

=21 + A,
(2.9)

Nach Konstr. ist sup,.o|[H™ - M,| < 27", also sup,o|H™ — H'™| < 277 + 2-m = (nach
Lemma 2.15 [und Bem. 2.14])

n m)\2 -n -m
E[(1 - If™)] < 27+ 27) B[ M),
d.h. {I™ n e N} ist Cauchy-Folge in MS. Mit Satz 2.9 folgt:

31 = (I;)1z0 € M5 mit [T = I||pag — 0.

Wiihle (geméf8 Bem. 2.11) eine Teilfolge n; / co mit
1

2 Y

P(suplr® - 51 1) <

t<j J

dann gilt (mit Borel-Cantelli) fiir jedes T'> 0

sup|I( ") It|—>0 fs.,
t<T

demnach auch

A("]) M? - QI(nJ) — A, fs. und (A;) hat stetige Pfade,

J—)OO

datw~ AE’”) nicht-fallend ist, gilt dies auch fiir ¢t = A;, ebenso Ay = A(()nj) =0 n. Konstr.

29



SchlieBlich ist (M2 - A;) = (21;) € M.

Zur Eindeutigkeit: Sei (A}) ein weiterer Prozess mit den geforderten Eigenschaften,
dann ist

Y= Ay - Ay = (M2 - A)) - (M2 = Ay), £20

ein stetiges Martingal mit Pfaden von endlicher Variation (nach Bem. 2.7, 4.), nach
Satz 2.8 also Y; =0 f.s. ]

Definition 2.16. Fiir M € M¢ heifit der Prozess (A;) aus Satz 2.12 die quadratische Va-
riation von M, er wird (meist) als (M) geschrieben (d.h. (M2—(M);)sso ist ein Martingal).
Man nennt (M) auch den ,Klammerprozess“ (engl.: bracket process) von M.

Fiir M, N € M§ definieren wir

(M,N), = i((M +N)—(M-N),), t>0,

die quadratische Kovariation von M und N.

Korollar 2.17. Seien M, N € M. (M,N) = (N, M) ist der (bis auf Ununterscheidbarkeit)
eindeutige adaptierte Prozess mit stetigen Pfaden von (lokal) endlicher Variation mit

1. (M,N)o =0,
2. MyN;— MoNy— (M, N);, t >0 ist ein stetiges Martingal.

Beweis. 1. /

Zu 2. beachte M;N; = %((Mt + Ny )2 = (M, - Nt)Q), Eindeutigkeit wie im Beweis von
Satz 2.12:

Sei (Z;) ein weiterer Prozess mit den geforderten Eigenschaften, dann ist (M, N),—Z; =
(MyNy - Z;) = (MyN; — (M, N),) ein stetiges Martingal mit (lokal) endlicher Variation =
(M,N); - Z; = 0 nach Satz 2.8. O

2.3 Stochastisches Integral

Lemma 2.18. H; = Y1 &1 (s, 7,0 (t) elementarer Integrand mit sup,sq |Hy| < ¢ € [0, 00)
f.s., M e Mg, dann ist H e M = (fOtHdM) € M$ und

t>0

E[(fy HdM)'| = B[ [, H2d(M),], 20 (2.10)

(wobei fot H?2d(M), realisierungsweise als Lebesque-Stieltjes-Integral definiert ist).

Beweis. H o M € M§ hatten wir bereits in Lemma 2.15 bewiesen.
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Zu (2.10): Betr. zunéchst Hy = Y00 & lir, 7, (t) fiir ein m € N, d.h. H besitzt nur
endlich viele Sprungstellen. Wie im Bew. von Lemma 2.15 ist

E[(.[OtHdM)2] = ZE[fl%(Mt/\Tku - Mt/\Tk)Q]
k=1
= ;E[l{t>7—k}€z(Mt/\Tk+l - M’Tk)2]
= ’;E[l{bm}gg E[Mt2A7k+1 - 2th’k+1 MTk + Mfk |‘7:Tk:|]

=E[M2,, |Fr,]-M2,

ATt

(;)liE[l{ka}él%E[(M)t/\Tkﬂ - <M>7'k ‘ka]]
B[ 3 (Mo, - (M| = B[] H2a(01).]

wobei wir in (*) Satz 2.12 / Def. 2.16 verwendet haben.

Der Beweis funktioniert genauso, wenn wir annehmen, dass es fiir jedes T > 0 ein
deterministisches m = m(7T") gibt mit 7,,, > T" — was z.B. erfiillt ist, wenn wir a priori
wissen, dass Tgy1 — 7 > 0 fiir alle £ € N und ein festes § > 0 gilt (und eine Durchsicht der
Beweise von Lemma 2.21 und Korollar 2.22) zeigt, dass die Klasse der elementaren Integranden
mit dieser (Zusatz-)eigenschaft fiir unsere Zwecke geniigte).

Fiir den allgemeinen Fall approximieren wir (wie im Beweis von Lemma 2.15) H; =
Lty oo 2™ mit H™ 1= 5 &1 (] (1)
Es gilt

E[[J HEd{M )S] = lim JE[ fot(Hs(m))Qd(M)s]

mit monotoner (oder auch mit dominierter) Konvergenz.

Weiter ist
supfot HMmdM < sup ["HM™dM = sup > &(Munr,, = Munr,)
meN 0<u<t,meN 0<us<t,meN f=1
= sup Z ’Sk(Mu/\-rkH - Mu/\‘rk) = Sup _[ou HdM
0<u<t =1 O<u<t

und analog sup fot ~Hm) dM < sup fot —-H dM, somit

meN O<u<t

sup
meN

2 2 2
S EO d]\/[‘ < ( sup [, HdM + sup [ —HdM) < dsup f(fHdM] :

0<u<t 0<u<t u<t

nach Lemma 2.15 ist (fotHal]M)t>0 e MS, nach Doobs £2-Ungleichung (Prop. 2.4, 2.)
(und nochmals Lemma 2.15 gilt somit

IE[ sup

u<t

I HdM|2] < 4113“[; HdMﬂ < ACPE[M?] < oo,
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demnach gilt mit dominierter Konvergenz:

E[(fy HdM)"] = lim E[(fy HO™ dM)’)].

Definition 2.19. Fiir progressiv messbares (Y;)ss0, 7> 0, M € M§ sei

T
V1 vy =B Sy Y2 (M),
L(M) :={Y progressiv messbar : ||Y||%(M;T) < oo fiir alle T > 0}.

Bem. Sei py auf Q x [0,00) definiert durch gy (A) := E[fooo 1a(w,t) d(M)t], so ist
||Y||%(M;T) die £2-Norm von (Y;(w))o<t<r beziiglich pys.

Beobachtung 2.20. Y progressiv messbar und beschrinkt = Y € L(M), insbesondere
liegen beschrinkte elementare Integranden in L(M) fir jedes M € MS.

Beweis. (Offensichtlich) O

Idee: Wir verwenden Lemma 2.21 und , £2-Isometrie, um das (elementare) stocha-
stische Integral (vgl. Def. 2.13) von den elementaren Integranden auf £( M) fortzusetzen.

Lemma 2.21. Sei (A;)s0 adaptierter Prozess mit stetigen, nicht-fallenden Pfaden, Ag =
0 und E[A;] < oo fiir allet > 0. Zu jedem progressiv messbaren ProzessY mit ]E[fOT Y2 dAu] <

oo fiir alle T > 0 gibt es eine Folge H™ , n € N von beschrinkten elementaren Integranden
mat
sup lim B [/ |H{" - Y,PdA,] = 0. (2.11)

T>0 "7

Beweis. 1) Sei Y beschréinkt mit stetigen Pfaden, T' > 0.

Setze Ht(n) = Z Yijon L(kjan, (k+1)/27] (t) (dies ist ein beschr. elementarer Integrand), es gilt
k=0

T
E[/ H - Vi dA] — 0 (2.12)
0 —

n—00

(dominierte Konvergenz, denn H™ - Y, —, s 0 fiir jedes s > 0 und |H{™ = Yy| < 2||Y]|o0)-

2) Sei Y beschrénkt (aber nicht notw. stetig; wir verwenden ggfs. eine geeign. Glittung von
Y und approximieren dann diese).

Sei zunéachst 7' > 0 fest, wir nehmen o.E. an
t — A; ist strikt wachsend und bijektiv mit A; - Ay >t —s (2.13)
(sonst gehe iiber zu A, == A, +t) und

Yo=0, Y,=0firt>T.

32



Sei 7, :=1inf{t >0: A; > u}, u >0 die Inverse von (A;);, es ist

fooo ft)dA, = fooof(Tu) du fir f:R, > R, m.b. (2.14)

(denn fiir f = 1, ist die linke S. = Ay~ A,, die rechte S. = A({u : a < 7, < b}) = Ap— A, dann ap-
proximiere allg. nicht-neg. messbares f mittels Linearkombinationen solcher Stufenfunktionen,
etc.)

Fiir m e N sei .

G = m Y.dA,, t>0

TA-1/m

(dies ist eine “gegléttete” Version von Y'), es ist

G <Y Jleo (A= Ary ) = MY Jlee (A= (A= 2)) = [V ]l

TAt—l/m)

d.h. G™ st beschriinkt, ¢ —» G™ ist stetig.
Zeige: G(™) ist adaptiert:

Tay-1jm =nf{u>0: A, > 4, - =} ist F-m.b.,

( fotstAS)tZo ist adaptiert.
Fiir s >0 ist

Gg:”‘) :mf s YudAu=m/ 1(Tso1ym <u < 15)Y, dA,
TArg -1/m 0

Qiﬁl)m—/ V(Tsoijm < Tu £ 7)Y, du=m Y., du
0 (s-1/m)*

demnach gilt (realisierungsweise) G Y, in L2(R,, \) fiir m — oo und

@ vraa = [T(G0 -y, )Rds — 0,
0 0 m—>o0

somit

E|fy (G - Y.)2dA,| <E[ (G - Y,)? dA,] — 0

(verwende dominierte Konvergenz).
Nach 1) gibt es beschr. elementare Integranden H(™ (¢ N mit

E[ ST - g{my2 dAs] —0,

wihle £,, 7 oo, so dass lim,,_ e E[fOT(HL‘Em’ﬁm) - Ggm))2 dAS] =0, so leistet die Folge von
elementaren Integranden H(™) := H(mtm) m e N:

lim sup E[fOT(HS(m) -Y;)? dAS]

m—>0o0o

< lim 2B [ (H{™ - GS™)2dA, |+ lim 2B [ (GE™ - v;)dA, | =0

m—0o0
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(d.h. die Formel (2.12) gilt fiir dieses Y und diesen Zeithorizont T').

3) Zeige: Lemma 2.21 gilt fiir beschr., progr. m.b. Y. Nach 2) gibt es zu n € N einen
beschrinkten, elementaren Integranden H () mit

ne ™ _yy2 1
B[ ;' (H" - Y,)?dA, ] <~
die Folge H(™ n €N leistet das Gewiinschte: (2.11) gilt.
4) Sei Y unbeschrankt, setze Y;(n) = Y1y cny, €8 gilt
E[ /(7" - ¥.)2dA,| = B[ [ Y21y jeny dA] — 0
(dominierte Konvergenz). Approximiere Y () mit H(™ wie in 3), so dass
ney () _ primya 1
E[ [, (v - H{)2dA, ] < -
dann gilt auch
E[ [y (Y, - B2 dA, | < 2B[ [ (V" = V)2 dA, | + 28] [ (v - 5V )2dA, | — 0

(d.h. die Existenz einer approximierenden Folge von beschréinkten elementaren Integranden, die
(2.11) erfiillen, gilt allgemein). O

Korollar 2.22. Fir M € M§ definiert

1Y llzoany =Y 275 (Y |y A1)
TeN

eine Metrik auf L(M), beziiglich der
Ly = {H : H beschr. elementarer [ntegmnd}
dicht liegt.
Beweis. Verwende Lemma 2.21 mit A; = (M),. O

Beobachtung 2.23.
(Lo leeary) 3 H > H o M € (M3, |- [lagg)

ist eine Isometrie (mit (Lo, |- ||zary) aus Kor. 2.22, H e M aus Def. 2.13, (M5, ]|+ ||mg) aus
Satz 2.9), insbesondere gilt

(H™),, c Ly Cauchy-Folge = (H™ o M), c M Cauchy-Folge.

Bewcis. Fiir jedes T > 0 ist E|( [OTHdM)Q] = E|f, H2d{M),| = [|H|[2(y,, nach Lem-
ma 2.18. 0
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Satz 2.24. Sei M € M. Fir X € L(M) gibt es einen (bis auf Ununterscheidbarkeit
eindeutigen) Prozess X o M € M§ mit der Figenschaft

n—00

V{H™ neN}cLymit |[H™ - Xz —> 0 : |[H™ o M- X o M|pg — 0.
X o M heif$t das stochastische Integral von X beziiglich M, man schreibt auch (X ¢ M), =
Ji X dM = [ X, dM,.

Beweis. Kor. 2.22 zeigt, dass es mindestens eine X approximierende Folge von elementa-
ren Integranden H (") gibt, die demnach eine Cauchy-Folge in £(M) ist. Wegen Beob. 2.23
und Vollsténdigkeit von M$ konvergiert H (™ e M in M$ (und wir nennen ihren Grenzwert
X o M).

Zur Wohldefiniertheit: Sei H™ € Lo, n € N eine weitere Folge mit || — X||z(as) = 0,
so gilt ||[H™ — H®)||zar) — 0, also auch ||H(")oM—ﬁ(n)oM||M5 = ||(H(")—ﬁ(”))0M||M§ -
0. O

Proposition 2.25 (Eigenschaften des stochastischen Integrals). Fir M e M5, X,Y «
L(M) gilt

1. JYXdM =0

2. Fir a,beR ist

t t t
faXerbstMS:af XSdMS+b/ Y.dM,, t>0
0 0 0

3. Mit [{ X dM = [ X dM ~ [J X dM gilt fir s <t

E[(/! x aM)’| 7] = B[ [ X2d(M),

J-"S] P-fs.

4 <f0'XdM>t - fot X3 d{M),
5. B[ (fy X aM)'| =B fy X2d(M).]

Beweis. 1., 2. v (Entspr. gilt fiir Approximanten H € Lo, Ubung)

2
3. Sei H™ € Ly mit ||[H™ — X||zr) — 0, dann gilt insbes. fOtH(") av fOthM fiir
jedes t > 0.

Sei s<t, AeF;
B{u.( 0] o (1 00
© lim B[ Laf/ (a0 ] = E[Laf X2 (M)

denn ||[H™ — X||zx) — 0 n. Vor.
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4. Sei s < t:

E[(fy X dM)’ - [} X2d(M),

7|

=E|(J) XdM) - [} X2d(M),

7] —2/05)<de E[[! X dM | 7]

=0 nach 3. =0, [, X dM ist Martingal
(fEXdM) = [ X2d(M),,

d.h.
(fy XdM)* = [y X2d(M),) st Mantingal

£20
(und die weiteren in Satz 2.12 / Def. 2.16 geforderten Eigenschaften (adaptiert, stetige,
nicht-fallend Pfade, Start in 0) sind offensichtlich erfiillt).

5. v (Z.B. nehme Erwartungswert in 3.) O

Wie die folgende Proposition zeigt, ist ,,pfadweises Denken ist wenigstens entlang
Stoppzeiten erlaubt:

Proposition 2.26. M e MS, X e L(M), T ((Fi)i=0-)Stoppzeit, dann gilt f.s.
tAT

t
X dM = (X e M)yr = ((X1po7) e M), = fo X,1io7(s)dM,  fir alle t > 0.

(Das erste und das dritte Gleichheitszeichen sind (nur) notationelle Identititen, das zweite
Gleichheitszeichen ist die eigentliche Aussage.)

Beobachtung 2.27. Fir N € M§ mit Ny =0, t >0 gilt
(N);=0fs. = P(Ns=0 fiir alle s<t)=1.

Beweis. Fiir s <t ist auch (N)g = 0 f.s. ((V) hat nicht-fallende Pfade), also E[N2] =
E[N2]+E[(N),]=0,dh. P( N {N,=0})=1, Beh. folgt mit Pfadstetigkeit. O

s<t, seQ4
Beweis von Prop. 2.26. Setze X, := Xilpo(t), es ist X eL(M) und
(XoeM)yr-(XeM)=((X-X)oM), .~ ((XeM),—(XoM)u) (2.15)
(Linearitét des stoch. Integrals, Prop. 2.25, 2.)

Fiir bel. (beschriankte) Stoppzeiten S <T, Y € L(M) gilt

tAT

E[((Y @ M) = (Y o M)uns)’ | Fs| = E[ [ vZa(aa),

Fs| (2.16)

(YeM)? —fot Y:2d(M), ist ein Martingal gem. Prop. 2.25, 4, wende darauf den Satz vom
optionalen Stoppen an).

Fiir (festes) s <t ist

E[(((X = X) « M)uwr — (X = ) 0 M) )| Far | P278] [ (0= R a(a),
=0 da u<T

fs/\T:I =0,
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dh. ((X - X) e M).r € M§ mit quadrat. Var. = 0
= P(((X - X) e M)yur =0 fiir alle ¢ > 0)=1 (mit Beob. 2.27).
Weiter ist

t ~
X2d(M),] =0 (denn X, =0 fir u>T)

tAT

E[(()? o M), - ()? ° M)t/\T)Q:I = E[

wobei wir fiir das erste Gleichheitszeichen (2.16) mit Ersetzungen S < t AT, T « t
verwendet haben, also (zusammen mit Stetigkeit der Pfade)

P((X o M)~ (X o M)yr =0 fiir alle £ >0) = 1.

Insgesamt: Beide Terme auf der rechten Seite von (2.15) sind = 0 bis auf Ununter-
scheidbarkeit. O

Korollar 2.28. M e M5, XY € L(M), T Stoppzeit mit X1om =Y 1oy (d-h. X undY
stimmen auf [0,T] dberein), dann gilt f.s.

t t
fXdM:f YdM  fir alle t <T.
0 0

Beweis. F.s. gilt

tAT (+) t t (+) tAT
X dM 2 / X1p7dM = / Y1 dM = f Y dM fiir alle £ >0,
0 0 0

0

wobei wir fiir (*) jeweils Prop. 2.26 verwendet haben. O

Seien M, N € M§, wir schreiben

(M, N} := Vi((M,N).) =sup  sup Z|MN —(M,N),_,| (2.17)

keN O=to<ti<--<tp=t j=1
fiir die Totalvariation von (M, N) (als Prozess in ¢ > 0).

Satz 2.29 (Kunita-Watanabe-Ungleichung!). Seien M, N e M5, X € L(M), Y € L(N),
dann gilt f.s.

f IX,Yi| di(M, N)), f X2d( 1/2(f0ty;2d(1v)5)1/2 fiir alle t > 0.
Beweis. F.s. gilt
V20, eQ : (M +AN), = (M), +2X\(M,N), + \*(N),,
insbes. gilt f.s. (mit Notation (-)% :=(-); = (-))

VO<s<t, AeQ : (M) +2)\M, N+ 2(N) >0 (2.18)

'Hiroshi Kunita and Shinzo Watanabe, On square integrable martingales, Nagoya Math. J. 30, 209
245, (1967)
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und somit auch f.s.

1 1
VO<s <t s (M N < ((0)) (V)2 < S0):+ S(N): (2.19)
(fiir die erste Ungl. verwende (2.18) und die Beob., dass ax?+bx+c die Losungen —%i % D mit

D := b?~4ac (,,Diskriminante“) besitzt, wenn a > 0 so muss D < 0 sein, damit inf g {az?+bz+c} >
0 gilt; fiir die zweite Ungl. verwende 2ab < a? + b%.

Demnach gibt es €y c 2 mit P(€g) =1 so dass fiir w € Qq gilt

flA(s)d|<M,N)ISS%flA(s)d(M)S+%/1A(s)d(N)s —:u(A) fiir alle A € B(R),

d.h. als MaBle auf R, aufgefasst sind d|(M, N)| (und offensichtlich auch d(M), d(N))
absolut stetig bezgl. dv.

Nach Satz von Radon-Nikodym ([K1, Kor. 7.34]) gibt es (fiir w € Q) Dichten fM, N fat,
u >0 so dass

t t t
Voss<t s (M)i= [ u(du), (NYo= [ FXwldu), (MNY= [ F3 (du).
Wegen (2.18) gilt fur v-fa. s >0
VAeR : fMpaXfMN L N2 N >0 (2.20)

(zunéchst fiir A € Q, da die linke S. als Funktion von \ stetig ist, gilt die Aussage auch fiir alle
AeR).

Wihle Ay (= As(w)) = Y|Ye|| Xs| ' 1ix, 20y (mit v € R), also gilt f.s. (multipliziere (2.20)
mit X?2)
X2fM 2| XYL f N +2Y2FN >0 fiir v-fa. s> 0 und alle y e R (2.21)

S

(zuniichst wieder fiir alle v € Q, dann Stetigkeitsargument) und (2.21) bleibt richtig, wenn
man f2V durch £V ersetzt ((2.21) gilt fiir  und fiir —).

Integriere (2.21) mit v iiber (0,¢]:
t t ¢

P-fs. gilt: VyeR : / de(M>5+27f |X5Y5|d|(M,N)|S+72/ YZd(N), >0,
0 0 0

ein ,,Diskriminantenargument® wie oben liefert Beh. O

Satz 2.30 (Martingalcharakterisierung des stoch. Integrals (im £2-Fall)). Sei M e M,
X € L(M). Das stochastische Integral X o M ist das (bis auf Ununterscheidbarkeit) ein-
deutige Martingal ® = (P;)i0 € M§ mit o =0 und

t
(@, N), = f Xod(M,N), fir allet>0 fs.
0

fiir jedes N € M§.

38



Beweis. Fir H, K € Ly, M, N € M§ gilt f.s.
t
(H o M,KoN), = f H,K,d(M,N),, t3>0. (2.22)
0
(Ubung: Dazu geniigt es nach Kor. 2.17 zu zeigen, dass

fHdM deN 7] - fHK (M, N),

f.s. fiir s <t gilt .)

Seien X, M, N wie in den Vor., zeige: ®, := [, X dM erfiillt die Behauptung.
Wihle £y XM, ne N mit || X® - X||za) —nso0 0 (geméB Kor. 2.22).

Fixiere T > 0, wiihle Teilfolge X®) = X mit [7[XF — X, [2d(M), —> 4.0 0 Ls.
(wegen IE[]OT |X15n) — Xy|?d{M)y] —n-eo 0 ist dies mit Borel-Cantelli méglich).

Fiir M, N e M§ gilt

(M, N))" < (KM, N)].)* < (M) Ny
(verwende Satz 2.29 mit X =Y =1), also fir t <T
(s R dM — [ X dM,N),[* < (f; §® - X dM),(N),
_ fo (RW - X, (M), % (N} —0 £ (223)
Mit (2.22) fir H=X® Y =1:
(i X® dM, N, = [Ot;?gw d(M, N,
- fOtXSd(M,N)8+[0t()?§k) ~X,)d(M,N), fir 0<t<T

Die linke Seite konvergiert n. obigem fiir k — oo f.s. gegen (f; X dM, N),, wegen

’[(X(k) X.)d(M, N),

< [1RO - xalgar, Ny,

<( [0 xyam) ()" o

k—o0

(verwende Satz 2.29 fiir die zweite Ungleichung) konvergiert die rechte S. gegen fot Xsd(M,N)s.
Da T > 0 beliebig gew&ahlt werden kann, folgt die Beh.

Zur Eindeutigkeit: Habe ® ¢ M ebenfalls die geforderten Eigenschaften, dann ist
_f’XdM,N>tEO f.s.
0
fiir jedes N € M$, insbesondere mit [V, := @ - fothM ist

. _ t
- [xam),=0 ts. = &- [ Xam=0 is
0 0

mit Beob. 2.27. [
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Korollar 2.31. Seien M, M e M5, X e L(M), X € L(M). Es gilt
([ XdM,/ detzf X, X, d(M, M), fiir alle t >0 fs.
0 0 0

2. Sei T eine Stoppzeit mit X = XMT, M1 = ]V[;AT fiir alle t >0 f.s., so gilt [.s.

tAT tAT

X dM = XdM, t>0.

Bem. Aussage 2. verstarkt Kor. 2.28 — dort wurde nur der Integrand “geéndert”, nicht
auch das M.

Beweis. 1. Mit Satz 2.30 ist

fXdMM =f .
fXdeXdM :/ J; X dM), fXX (M, IT),.

2. Fiir N e M§ ist

=

(M =M, N)yyr=0 fs.

(fiir eine Stopppzeit 7 ist stets (M.;)e = (M)iar, denn MZ_ — (M), ist ein Martingal
[verwende optional stopping]).

fXdM—f)?dJTi,N) 2 EE [ xam - [ XaTN),
0 0 A

tAT tAT .
[ X dM,N), [ XdM,N), = f X, d(M,N),— [ X, d(},N),
0 0

tAT
:/ X, d(M - M,N), =0.
0

Insbes. gilt fir N; := OtATXdM ftATXdM (Ni)ts0 € MS mit (N); =0 = N; =0 (f.s.)
gem. Beob. 2.27. O

2.4 Semimartingale, etc.

Vorbemerkung Die bisher entwickelte, auf £2-Argumente fuflende Integrationstheorie
enthélt noch ,lastige” Integrierbarkeitsvoraussetzungen fiir die zulédssigen Integranden
und Integratoren.

Betrachte folgendes Bsp.: M; = B, Standard-BB, (somit (M), =t), Y; = eanl[m](t)
mit einem « € R. Es ist

t tal 5 tnl 9 5 — tAal 1
]E[ / }/;2 d(M)S] = f E[62QBS] dS = f f 620@ ;e—x /(2s) dl‘ dS _ t+o0, Oé( A ) > 4%7
0 0 0 R V2rs <oo, a(trl)<g.

~(2ns) 12 exp ( (20-1/(25))2? )

Insbesondere: fot eB:/5 B, ist ein (von der bisher betrachteten Theorie erfasster) wohlde-
finierter stochastischer Prozess, aber [ €5:/3dB, = 77 existiert (bisher) nicht.
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Wir beheben diese(s) Problem(e) durch ,Lokalisierung® mittels geeigneter Stoppfol-
gen.

Im Folgenden erfiille der zugrundeliegende W’raum stets die iiblichen Bedingungen, vgl.
Def. 2.2.

Definition 2.32. Ein stetiger adaptierter Prozess (M;);so heifit ein (stetiges) lokales
Martingal, wenn es eine Folge von Stoppzeiten T} < Ty < --- mit T,, - oo f.s. gibt,
so dass (M, )is0 € M fiir jedes n € N. Die Folge (7),)nen heifit (eine) lokalisierende
Stopp(zeiten)folge (auch: eine reduzierende Stopppfolge).

Wir schreiben
i ei={M : M stetiges lokales Martingal}.

loc

Bemerkung 2.33. Sei M € M  mit lokalisierender Stoppfolge (7},) und M, = 0. Wir
konnen stets annehmen, dass T,, und M7™» := (Mya1, )is0 beschriankt sind.

Beweis. T, := T}, An ist ebenfalls lokalisierende Stoppfolge.
S = 1nf{t > 0 : |My| > m} ist Stoppzeit, es gilt S,, / oo (Stetigkeit der Pfade) und
|Mt/\5m| <m.

Zeige: (Myns,, )iso0 ist Martingal. Sei 0 < s <t, A € F;
E[Mirs, 1a] = lim E[Myns,,n7,14] = im B[ Ms,,n7, La] = E[ M, 14],

m

wobei wir fiir das erste und das dritte Gleichheitszeichen dominierte Konvergenz und fiir
das zweite Gleichheitszeichen optional sampling (fiir (M..7, ) € M5) verwendet haben. [

Bemerkung 2.34. M§ c M¢ (und generell M stetiges Martingal mit My =0 = M e
MC

¢ ). Im Allgemeinen braucht ein lokales Martingal allerdings kein Martingal zu sein.

Lemma 2.35 (,lokale Version“ von Satz 2.8). Sei M € M§ mit f.s. endlicher Totalva-
riation auf [0,t] fir alle t >0 und Mo =0. Dann gilt M; =0 f.s.

Beweis. Sei (T},),, lokalisierende Stoppfolge. (Mar, ); ist stetiges Martingal mit endlicher
Totalvariation = My, =0 nach Satz 2.8. Wegen T,, — oo f.s. gilt also M; =0 f.s. O

Satz und Definition 2.36 (,lokale Version“ von Satz 2.12 / Def. 2.16 / Kor. 2.17). Zu
M e M5 . gibt es einen (bis auf Ununterscheidbarkeit) eindeutigen adaptierten Prozess
(M) = ((M);)s0 mit stetigen, nicht-fallenden Pfaden, (M)y =0 und

(M7 - Mg - (M),),. €M

>0 loc*

(M) heift die quadratische Variation von M.
Fiir jede Stoppzeit T, M™T := (Myn7 )0 gilt (MTY, = (Mipr (= (M)T).
Fiir M, N € M¢ st

loc

1 1
(M, N); = Z(M+N)t—1<M—N>t
(die quadratische Kovariation von M und N) der (bis auf Ununterscheidbarkeit) ein-
deutige adaptierte Prozess mit stetigen Pfaden von (lokal) endlicher Totalvariation mit
(M,N)o=0 und
(M Ny — MoNy — (M, N)t)t20 e M¢

loc*
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Beweis. Eindeutigkeit bis auf Ununterscheidbarkeit folgt mit Lemma 2.35, analog zum
Beweis von Satz 2.12.

Sei (T),), lokalisierende Stoppfolge fiir M. Fiir m > n ist
T )2 T, 2 T,
(Mt/\”%n) - (M m)tATn = Mt/\Tn - <M m)tATna t>0

ein Martingal (optional stopping) und ebenso (M o — (M T")tATn)t>0 (setze oben m =n).

Somit ist ((MTm)sur, - (MTn)t,\Tn)t>0 ein Martingal, besitzt n. Konstr. Pfade von (lokal)
endlicher Variation = f.s. gilt (mit Satz 2.8)

Vm>n, Vt<T, : (M™), — (M), (2.24)

Demnach ist
(M), = (M™), fiir t<T,

wohldefiniert (mit Satzung (M ); = 0 auf dem Nullereignis, dass (2.24) nicht gilt, (M) ist
adaptiert, hat stetige, nicht-fallende Pfade und (M), = 0. Nach Konstruktion ist (bis auf
Ununterscheidbarkeit)

(Mt2/\Tn - M02 - <MT7L>t/\Tn)t20 = (MEATn - Mg - (M>t/\Tn )t20 € Mg’

d.h. (M2 - M - (M),), ist lokales Martingal.

Zur , Polarisierungsformel® fiir die quadratische Kovariation beachte:
Sei (T,), lokalisierende Stoppfolge fiir M, (S,), lokalisierende Stoppfolge fiir N, o.E.
seien MT» N9 beschrinkt (vgl. Bem. 2.33), dann kann R, :=T,, A S,, als lokalisierende
Stoppfolge fiir M und N gemeinsam verwendet werden.
O

Definition 2.37. Fiir M € M{  sei P(M) die Menge aller progressiv messbaren Y =
(Y1)ez0 mit

: T
%P([O YZd(M); <o) =1
(dies ersetzt/erginzt Def. 2.19 aus dem £2-Fall).
Sei M € M, . mit lokalisierender Stoppfolge (T7,)n, Y € P(M),

t
Spi=nAinf{t>0: [ Y2d(M); >n} (ist beschr. Stoppzeit),
0
Sp<Spp1 <-und S, S ,n0 00, setze

R, =S, AT, (ist eine beschr. Stoppzeit),
M = Mg, Y= Yiljyen,y, t20,

dann gilt M e Mg und Y™ ¢ £(M), d.h. [FVdME ist wohldefiniert (nach
Satz 2.24). Mit Kor. 2.31, 2. gilt f.s.

t t
fiir alle m 2 n : f v ap - f YO aM™ fir0<t<R,,  (2.25)
0 0
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d.h.
t t
(Y o M), = f Y dM = f Y™ aM™ fir0<t<R, (2.26)
0 0

(mit Setzung = 0 auf dem Nullereignis, dass (2.25) nicht gilt) ist wohldefiniert.

Es gilt Y e M € M (denn Y™ o M(") e M fiir jedes n), die Definition héngt (bis
auf Ununterscheidbarkeit) nicht von der lokalisierenden Stoppfolge (75,) ab: Sei (7)) eine
weitere lokalisierenden Stoppfolge, I’ = (I]):»o obiger Prozess mit T, anstelle von T,,, so
gilt I = [ Y dM fiir 0 <t < T, AT, und jedes n, d.h. I’=Y o M.

Der Prozess in (2.26) heifit das stochastische Integral von Y (e P(M)) beziiglich M
(e M§ ).

Proposition 2.38 (,lokale Version“ von Prop. 2.25). Sei M € M¢

¢ X,Y eP(M)
1. J)XdM =0

2. Fiir a,beR ist

t t t
[aXS+bY;dMS:a/ XdeS+b[ Y.dM,, t>0
0 0 0

. . t
3. (fo XdM,fO Y dN), - fo XY, d(M,N), (fir X ¢ P(M),Y € P(N)) bis auf
Ununterscheidbarkeit, insbesondere (dedM)t = fot X2d(M),.

4. T eine Stoppzeit, X; = Xy1lier, SO qgilt f.s.

tAT t __
f XdM:[ XdM, t>0.
0 0

Proposition 2.39 (,lokale Version“ von Satz 2.30). Sei M € M§ , X € P(M). Das

stochastische Integral X o M st das (bis auf Ununterscheidbarkeit) eindeutige stetige
lokale Martingal ® = ($y)0 € M§ . mit

t
(@,N)t:f Xod(M, NV, fir allet>0 fs.
0

fiir jedes N € M¢

loc”

Definition 2.40. Ein stochastischer Prozess (X;) heifit ein (stetiges) Semimartingal,
wenn er eine Zerlegung der Form

Xt:XO+Mt+At; tZO

besitzt, wobei M = (M;);s0 € M§  und A = (A;)ss0 ein adaptierter Prozess mit stetigen

loc
Pfaden von lokal endlicher Variation und Ay =0

(]zie Zerlegung ist eindeutig bis auf Ununterscheidbarkeit: X; = Xo + M, + 4, so ist
A - Ay :~Mt - M, En stetiges lokales Martingal mit Pfaden von lokal endlicher Variation
= A, = Ay, My = M, fs. gem. Lemma 2.35.)
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Wir setzen
P(X):=P(M)n{Y :P(f, |V d|Als < 00) =1V >0}
t t
= {Y progressiv m.b., [ |Ys|d|Als < oo, / Y2d(M),< oo fs. V> O}
0 0

(wobei |Al; = SUDgey SUPgtg <ty <.ty =t Y% 1Ay, = Ay, |, t > 0 der Totalvariationsprozess von
A ist, vgl. (2.17)) und definieren fiir Y € P(X) das stochastische Integral

t t t
(YoX)t::f YdX::[ st]\/[s+[ YodA,, t>0
0 0 0

(wobei fot Y, dM, ein Integral gemif Def. 2.37, fot Y, dA, ein (realisierungsweises) Lebesgue-
Stieltjes-Integral ist).
Wir setzen
(X):=(M); (die quadratische Variation von X)

und fiir ein stetiges Semimartingal X mit Zerlegung X, = X, + M, + A,
(X,X); = (M, M), (die quadratische Kovariation von X und X).
Beobachtung 2.41. Sei X Semimartingal.

1. Y € P(X), so ist Y e X st selbst ein Semimartingal (denn [;Y dM ist lokales
Martingal, [;Y dA hat lokal endliche Variation).

2.'Y progressiv m.b. mit sup, . |Y:| < oo f.s. fiir jedes T >0, so ist Y € P(X). Dies gilt
insbesondere, wenn'Y stetige Pfade besitzt.

3. Die Figenschaften aus Prop. 2.38 gelten auch fir das Integral beziiglich Semimar-
tingalen.

Satz 2.42 (,dominierte Konvergenz fiir das stochastische Integral®). X stetiges Semimar-

tingal, (IKK{™ )50, (K} )10 progressiv messbar und lokal beschrinkt (d.h. SUD, o K™, sup,., | K¢ <
oo f.5. V120, neN) und es gelte (f.s.)

Vot |K™M| <K, sowie K™ —0 fir alle t > 0.

Dann gilt fir alle T >0
t
sup|fO Ks(n) dX,

t<T
(d.h. K e X konvergiert (P-)stochastisch lokal gleichmifig gegen 0).

n& 0 (2.27)

Beweis. Sei X; = Xo+ M; + A; die kanonische Zerlegung , T > 0.
Fiir t <T ist

Q) h e TR0
| f KA < f K™ d|A], < f K™ d|A], — 0 fs.
0 0 0 n—>oo
(verwende — realisierungsweise — den Satz von der dominierten Konvergenz).
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Nehme zunéchst an, dass

MeM§ und sup|Ky| <ec fiir ein c € [0, 00),

t>0
dann gilt
t g (n) ¢ t pr(n) _ [ e
(fo K5V dMy), e M5 mit ( [y K" dM), (G2 d(M),

nach Satz 2.24 und Prop. 2.25, 4. Fiir € > 0 ist

n 2
| >e) < 2IE,[(]OTm( Ydn,)’|

SE[[ (D) d(M).] — 0.

n—oo

t<T

wobei wir in der ersten Zeile die Doobsche L2-Ungleichung und in der zweiten Zeile domi-
nierte Konvergenz fiir das Maf p(A) = E[ fOT 1a(w,s)d{M)] (fiir progressiv messbares
AcQx[0,T]) verwendet haben, d.h. (2.27) gilt in diesem Fall.

Allgemeiner Fall (M € M¢ ) : Sei T,,, m € N lokalisierende Stoppfolge fiir M,
T = Ty AmAIRE{t > 0: |My| 2m} Ainf{t >0: K; >m}
(es gilt 7, /1 o0 fiir m - o0 f.8.),
M(m) = My, K(n m)._ K(n)l{t<rm}7

fiir jedes m e N und ¢ < 7, ist

n—oo

f K™ dM = f Ko g £ g
(nach Satz 2.24: M ™ e M§ und ||[K ™|z y16myy = 0 mit n - o). O

Korollar 2.43. Seien A = {t{ ™ ¢ Vv c R, 0= <t <« < o mit
t,(ff) M m—oe 00, N € N Partitionen mit sup,, .y |t,(;f) - ti:f_)1| s 0, X Semimartingal, K

linksstetiger, adaptierter, lokal beschrinkter Prozess. Dann gilt

t
Z K ) ( B R, SR ) — / KsdX, lokal gleichmdfig P-stochastisch. (2.28)
meN m m-1"Nn=c0 J0
Beweis. Nehme zunéchst an, dass sup,,, | K| < ¢ fiir ein ¢ € [0, 00) und (0.E.) dass K = 0.
Setze

K(n) ZK@) 1 ()] (1),

K® e £, und
K™ — K, fiiralle t >0

n—oo

(realisierungsweise, denn K hat linksstetige Pfade). Die linke Seite in (2.28) ist gleich
fOtK(”) dX (nach Definition), die Beh. folgt dann mit Satz 2.42.

Fiir den allgemeinen Fall lokalisiere wie im Beweis von Satz 2.42. [
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Satz 2.44. X stetiges Semimartingal, V € P(X), Y := [[V dX, U progressiv messbar.
Dann gilt
UGP(Y) gdw (Ut‘/;)tzﬂ EP(X)

und in diesem Fall gilt (f.s.)
t t
[ U, dY, = f UV, dX,.
0 0

Beweis. Sei X; = Xo+ M; + A; die kanonische Zerlegung,

t t

Y, - f V,dM, + [ V,dA, =Y 1 y®
0 0

mit Y e M¢ | Y hat (lokal endlichen) Totalvariationsprozess [, [Vi|d|Als.
Esist UeP(Y) g.d.w.

t 2 1 Prop. 2.38 t 27 72
f U2 a(y Wy, o f U2V2d(X), < oo fs. fiir alle £ >0
0 0
t t
und f U d[y @), = / UVl d Al < oo £s. fiir alle ¢ >0,
0 0

also UeP(Y) < UV eP(X).

Es gilt
t (2) t
[ U, dY. :f U.V. dA,
0 0

(dies gilt stets fiir Lebesgue-Stieltjes-Integrale, v ® st Verteilungsfunktion des [signier-
ten| MaBes V; dAs; Multiplikation von Dichten).

Sei N e M¢ | esist (mit Prop. 2.39)

loc?

([ v N), = [oeay®, N = [Coviann. = ( [ vvia ),
0 0 0 0

also (wiederum mit Prop. 2.39)

t t
f Udy® = f UV dM.
0 0

2.5 Ito-Formel (und einige Anwendungen)

Proposition 2.45 (Partielle Integration fiir stochastische Integrale). X,Y stetige Se-
mimartingale, dann gilt (f.s.)

t t
X,Y; - XoYy = f X, dY, + f YodX, + (X,Y), t20, (2.29)
0 0
insbesondere

t
XZ2-X2=2 fo X,dX,+(X), t>0. (2.30)
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Beweis. Sei M e MS, zeige
t
ME—MOQ:Qf M, dM, + (M), 120
0

. Im Beweis von Satz 2.12 hatten wir geschrieben

2 2 _ 2 2_. () (n)
M = Mg =252 My, o (M, o = My, o) + 3 (My, o = ME )" =t 177+ Ay

mit Stoppzeitenfolgen

=0, 7 = inf {¢> 7 ¢ My - Moo =27}, kyneN
und ]t(”) = fot HS(”) dM, mit Ht(”) Y1 tAT(")l(T,i"),T,ini](t) und hatten eine Teilfolge
n; 7 oo gewéhlt mit

sup A" = (M), — 0 fs. fiir alle 7> 0
t<T J=o0

sowie fiir ein (1;)ss0 € M§ : sup|[t(”j) -I]—0 fs. fiir alle 7> 0.

Nach Konstruktion gilt
Vi>0: H™ - M, (M hat stetige Pfade)

und
|H™| < SU£)|MS| - K,
s<

mit Satz 2.42 also

t t
It(n) = H™ aM, — M,dM; (P-)stochastisch lokal gleichméfig
0

n—oo 0

= I, = fot M dM;, d.h. (2.30) gilt in diesem Fall.
Sei (A;) adaptiert mit stetigen Pfaden von lokal endlicher Totalvariation, Ag =0 :

2/AdA —Qf fdA dA, _2/ 1(ues dA, dA,
- dA, dA, = f dA,) = A2,
-[0,15]2 ( 0 ) t

d.h. (2.30) gilt fiir X = A (denn (A) =0).

t t
Es gilt M, A, — My Ay = f M, dA, + / A, dM, -

Sei t(") = Q,L At, k € Ny, mit partieller Summation ist
M A, - MyAg =Y M (m( o = Ao )+ > A (M, o = My )
—— k>1 k-1 k>1
— fO Mg dAg — fOA dMs
realisierungsweise (P-)stoch. lokal gleichm. mit Satz 2.42
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Somit
(M, + A)" = (Mo + Ay )" = M2 = M2 + A2+ 2M, A,
——
=0

t t t t
=2[ Mdes+(M)t+2[ AsdAs+2f MsdAs+2f Ay dM,,
0 0 0 0

d.h. (2.30) gilt fir X =M+ A .

Der allgemeine Fall folgt daraus durch Lokalisierung: (2.30) gilt fiir X = M7n + ATn
wo (T,,) lokalisierende Stoppfolge.

(2.29) folgt aus (2.30) durch Polarisierung:

1 1 1 1
X,Y; - XoYo = 3(Xi + ¥2)" - 7 (Xo+¥0)" - (X - ¥o) "+ (%0 - Y0)°

=i(z/:(X+Y)d(X+Y)+(X+Y)t—2/0t(X—Y)d(X—Y)—(X—Y)t)

t t
:f XdY+[ Y dX +{X,Y).
0 0

Satz 2.46 (Ito?-Formel). X stetiges Semimartingal, f € C*(R), so gilt

t 1 rt
JX) = F(Xo)+ [Py dXes [ ) dx),, 120 (2.31)
(insbes. ist (f( X))o wiederum ein Semimartingal).

Bemerkung 2.47. 1. Der Term %fot f"(Xs) d(X)s kommt in der klassischen Ketten-
regel nicht vor, dies ist der sog. [to-Korrekturterm.

2. Intuitiv kann man die Ito-Formel durch Taylorentwicklung bis zur 2. Ordnung ein-

sehen:
F(Xpn) = fF(Xy) ~ f1(Xy) (Xt+h - Xt) +%f”(Xt) (Xt+h - Xt)2 .
~— ~—
N dXt ~ d<X>t

(Man kann dies auch zu einem , wasserdichten“ Beweis ausbauen, wir folgen unten
allerdings einem etwas eleganteren Weg.)

Beweis von Satz 2.46. Sei A := {f ¢ C?(R) : (2.31) gilt fiir f}, offenbar ist A ein (R-
)Vektorraum, f(z) =1 und f(z) = x liegen in A. Zeige

f,ge A = fgeA

Fo= 1) = 1(X0)+ [P a5 [T ).

Gy =9(Xy) =9(Xo) + [Otg’(Xs) dXs+ % fotg”(Xs) d{X)s

ZKiyoshi It5, 1915-2008; Stochastic integral. Proc. Imp. Acad. Tokyo 20, 519-524, (1944)
[It5, 1944; Kunita-Watanabe 1967 f. d. allg. Fall]
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sind (n. Vor.) stetige Semimartingale, also

(f9)(Xe) = (f9)(Xo) = G, - FyGy f F,dG, +f G, dF, +(F,G),

Prop 2.45

i ) F(X)g(X.)dX, + A t f(Xs)—g”(Xs)d(X)s

Beob. 2.41

o [T Fex ax, + [ o)) AX), + [0 () dix),
- [[Ug I axe g [T 20 (X diX).

———
=(fg)’ =(fg)"”

Insbesondere enthilt A alle Polynome.

Sei f € C2(R) bel. (und o.E. f(0) =0, f/(0) = 0, sonst ersetze durch f(z) = f(z) -
f(0)=zf'(0)), nach Weierstrafy’schem Approxmimationssatz gibt es Polynome p,,(z) mit

, 1
sup|f(2) - pu(0)] < 5, neN.
|z|<n n

Zweimaliges Aufintegrieren liefert Polynome f,, mit

s {172) = )| V1 @) = f@| V@) - i@y < e

Sei X; = Xo+ M; + A; die kanonische Zerlegung
t 1 t
[Frydacs g [C ey, — [ reayaaes e,
0 0

(realisierungsweise, verwende dominierte Konvergenz).
Sei 7. :=1inf{t > 0:|Xy| > ¢} (7 oo fiir ¢ > 00), es gilt

tATe tATe
Veso f f;L(XS)dMS—>f F1(X,) dM, (2.32)
0 n—oo Jo
(P-)stoch. lokal gleichm. mit Satz 2.42, also auch [ f2(X,) dM,—>n o [§ f'(Xs)dM,
((P-)stoch. lokal gleichm.). Dies zeigt die Beh., denn die Ito-Formel (2.31) gilt fur Jedes
fn- O

Definition 2.48. Ein stochastischer Prozess X = (X ... X(@) mit Werten in R¢
heifit ein d-dimensionales (vektorwertiges) stetiges Semimartingal (bzw. d-dimensionales
lokales Martingal), wenn jeder Koordinatenprozess X () ein stetiges Semimartingal (bzw.
ein lokales Martingal) ist.

Ein Prozess X mit Werten in C heifit ein (komplexwertiges) Semimartingal (bzw.
lokales Martingal), wenn dies fiir Re(X) und Im(X) gilt.

Satz 2.49 (d-dim. Ito-Formel). X = (XM ... X(D) d-dimensionales stetiges Semimar-
tingal, f € C2(R4 R). Dann gilt

(EORIEOND I A cTIESTART Dol e

FXH (XD, XW) >0,
Gk=1 0 8%8%

(2.33)

49



Beweis. Sei A := {f ¢ C*(R) : (2.33) gilt fiir f}, offenbar ist A ein (R-)Vektorraum,
f(z) =1 liegt in A. Zeige

feArlte{l,....d} = g(aW, . 2@®)=zOf®  2@D)liegt in A. (2.34)

Sei Fy := f(X;), dann ist
t t
9(X0) - 9(Xo) =X F, - X{O Ry P f X0 dF, + f FdX9 + (F, X0,
0 0

(;)i[tXw)if(X)dX(j)Jrl Zd: [tXM)@_zf(X)d(X(a‘) X0
o 7T 0mt T 20 Jo T 0oyt ’ ’

+/tf(XS)dX§€)
Zf f(X ) d( X(]) X(f))

X(J) f X)) d(X©) x k)
Z 833] j;l axjaxkg( ) < ’ >7

wobei wir in (*) die Voraussetzung f € A und Satz 2.44 verwendet haben, um fot X dF,
umzuformen sowie Prop. 2.25 / Prop. 2.38, um (F, X)), auszurechnen. Fiir die letzte
Gleichung beachte

ig(:c) = :c(g)if(l') + 00 f (%),

Oz,
g9(x) = 1’“) o7, dwk (ff) + o f(x), (=j+#k
() -0 f(x) +2 3 f(z), £=7=k

83:J(9xk

38

_ 0

o 3+ 85 ) b 0)

Demnach gilt (2.34), somit enthélt A alle Polynome in (), ... 2(® der Rest des Beweises
verlauft analog zum eindimensionalen Fall in Satz 2.46. O

Korollar 2.50 (zeitabhéngige Ito-Formel). Sei f € C2H (R xR, R) (d.h. f(z,t) ist zwei-
mal stetig nach = und einmal stetig nach t differenzierbar), X stetiges Semimartingal,
dann gilt

F(X0t) = F(Xo,0) = f—f(XS,s)dX+/ f(XS,s)ds+— 6822 (X,,5)d(X)..

(2.35)

Beweis. (Xt(l),Xt(Z)) = (Xy,t) ist ein 2-dim. Semimartingal, (X X®), = 0. Nach
Satz 2.49 gilt (2.35), wenn f € C?2(R x R,,R). Die 2. Ableitung nach ¢t kommt in der
Formel nicht vor, das Approximationsargument wie im Beweis von Satz 2.46 / Satz 2.49
greift. O
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Beobachtung 2.51. Sei f ¢ C?1(R x R,,R) (oder auch f ¢ C?>' (R x R,,C)) mit

2amgf(x y) + af(q: y) = 0. Fir M e M, ist (f(Mt’<M>t))t20 e M ., insbesondere
ist fiir e C

1
Zy = exp (AM; - 5)\2(M)t), t>0 ein lokales Martingal.

Fiir X = 1 heifit Z; = eM=(M)/2 dqs Doléans(-Dade)-Exponential von M, es gilt Z; =
t
1+ [} Z,dM,.

Beweis. Mit Kor. 2.50 ist

FOM ) = FO, 0) + [ FOU (01),) M, +0

ein lokales Martingal (denn es ist ein stochastisches Integral beziiglich eines lokalen Mar-
tingals).
f(2,y) = exp(Ax - 1\2y) erfiillt 2 = F = Xexp(Ax - IN%y), 2 f = -1 2exp(Ax - 1A%).

O

7ay

Erinnerung (vgl. Def. 1.1). B =(BW, ..., B@) ist d-dim. (Standard-)Brownbewegung,
wenn B ... B u.a. eindimensional (Standard-)Brownbewegungen sind.

(Aquivalent: By = 0, B hat stetige Pfade und unabhiingige Zuwiichse, B, — B, ~
N(0, (t-9)I).)

Definition 2.52. (G;);so Filtration , ein stetiger Re-wertiger Prozess B heifit (G;)sso-
Brownsche Bewegung, wenn er (G, )sso-adaptiert ist und es gilt

VO<s<t: B;—B,istua. von G, und N (0, (¢t — s)I)-verteilt.

Beobachtung 2.53. B = (BW ... B@) d-dim. Brownbewegung, so ist B ein d-dim.
Martingal mit (BW  B®)), = 5.t

Satz 2.54 (Lévys Charakterisierung der BB). Sei X stetiger adaptierter Prozess mit
Werten in R?, X =0. Dann sind dquivalent:

X st (Fi)-Brownsche Bewegung (2.36)
und

X ist lokales (F;)-Martingal und fiir j,k=1,...,d ist (XD, X", =5, t>0 (fs.)
(2.37)

Beweis. (2.36) = (2.37) : v'nach Beob. 2.53

(2.37) = (2.36) : Sei a = (1, ..., ) €RE, My = - Xy (= alXt(l) +---+adXt(d)) ist stetiges
lokales Martingal, (M), = ¥, a;op (XD, X ®)), = [|af[2t, also ist (mit Beob. 2.51)

Zy=exp(ia- X;+ 3oll*t)

(mit 7 = /~1) ein lokales Martingal, wegen sup, .y |Z;| < elel*T/2 < 0o ist Z ein Martingal.
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Demnach fiir 0 < s <t, Y beschr., F,-m.b. ZVe
0=E[(Z - Z,)Y] = E[(¢:* (XX 3llali(t=5) _ ) giaXerglalPsy ]
Wiihle Y i= 14e7 X200l it A e 7, =
E[¢iv (X=X ] = e IR ] = ¢ 3loPE-9p( 4)
= (da dies fiir alle « e R, A € F; gilt)
X, — X, ist u.a. von Fy und X; — X, ~N(0, (¢t - s)I).

]

Satz 2.55 (Dambis, Dubins, Schwarz?). ((Q,.<7, (F;),P) filtrierter W’raum, der den ibli-
chen Bedingungen geniigt.) Sei M € MS _mit (M), » oo f.s., fiirt >0 setze

loc

rp=inf{u>0: (M), >t}, Hi=F,, By=DM,

(1) ist die rechtsstetige verallgemeinerte Inverse von (M) ).

Dann ist (By) eine (H;)-Brownsche Bewegung, fiir s > 0 ist (M )y eine (H;)-Stopppzeit
und M; = B(M)t; t>0 fs.
Beweis. M, ist (F, = H;)-messbar = B ist adaptiert (bzgl.(#;))

Zeige:

fiir s <t gilt {(M), = (M)} c {M, =M, Yue[st]} fs. (2.38)

nehme.‘dazu zunéchst an, dass M e M§, beseitige die Annahme schliefflich via Lokalisie-
rung (Ubung).

Fir g € Q, sei S, :==inf{u>¢q: (M), > (M)}, fir r e Q,r > ¢ ist

B[M2,., ~ (M)s,0r| ] = M2 - (0),

, also
]E[(MSqAr - ]\4q)2 ‘fq] = E[Mg‘q/\r - M2 - <M>Sq/\7’ + (M>q “7:11] = 07

q

~

=0 n. Def.
somit

P {My=Ms,}) =1,

reQ, r>q
was zusammen mit Pfadstetigkeit von M (2.38) zeigt. Demnach ist t — B, f.s. stetig.
Zeige:
(B;) und (B? - t) sind lokale Martingale (bzgl. (H;)). (2.39)

Sei T,, :=inf{t > 0: [My| > n}, U, := (M)r,, n €N, also

Tinv, =if{u>0: (M), >tAU,} =T, ATy

3K.E. Dambis, On decomposition of continuous submartingales. Teor. Verojatn. i Primenen 10, 438
448, (1965); Lester E. Dubins, Gideon Schwarz, On continuous martingales. Proc. Nat. Acad. Sci. U.S.A.
53, 913-916, (1965).
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und
_ _.agT
By, = My, pry =2 M7

Tt

U, ist (H;)-Stoppzeit, denn {U,, <t} ={T,, <71} € F,, = H;.
Sei s < t:

E[Bi, | Hs| = E[MI | F,. ] = MP" = By, fs.

Ts

E[B,0, — (¢ AU | H.] = E[(MT) = (¢ A(M)s,) | 5]
:<M>Tt
[ S —
:<M>7—tATn:<MT”)Tt
= (Mgn)2 - (MTn>Ts = Bt/\Un - (S A Un)
d.h. (2.39) gilt mit lokalisierender Stoppfolge (U, ), (wegen T,, /o 00 und (M); /¢ e
oo gilt auch U,, 7 o).
Mit Lévys Charakterisierung der BB (Satz 2.54) folgt:

(B) ist (H:)-Brownsche Bewegung.

Weiter ist {{M); <u} = {7, >t} e F,, = H,, d.h. (M), ist (H;)-Stoppzeit.
Schlielich:

]

Bemerkung 2.56. 1. Es gibt eine d-dimensionale Version von Satz 2.55: M = (M) .
d-dim. lokales Martingal mit (M), 7 co und (M), M®)) =0 f.s. fiir j # k. Setze
79D =inf{u>0: (MD), > t}, so ist

(M, . M), d-dim. BB

L) @

t t
Wenn (M) = ... = (M D) so kann M als Zeittransformation einer d-dimensionalen
BB dargestellt werden.

2. Falls (in der Sit. von Satz 2.55) P({M ) < 00) > 0, so kann man sich durch ,, Ankle-
ben einer unabhéngigen Fortsetzung®“ immer noch eine auf ganz R, definierte BB
beschaffen:

Es gilt
{{M)e < 0o} c { lim M, existiert} fs. (2.40)

Dazu beobachte

X e M5, mit Xo=0, E[(X),] < o0
= (XS2 - (X)s) ist Martingal (und insbes. ist (X, )o<s<: £*-beschr. Mart.)
(2.41)

0<s<t
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denn sei 0,, n € N gemeinsame lokalisierende Stoppfolge fiir X und X2 - (X) (=
2 [, X dX) so ist

(E[{X)ino,] = ) E[X2,, ] <E[ sup X?] <4E[XZ, ]=4E[(X).,]

S<tAOp

(wobei wir fiir das zweite Ungleichungszeichen die Doob-Ungleichung verwendet
haben), mit n - oo und monotoner Konvergenz folgt

(E[(X)] <) E[sup x?] <4E[(X):] < oo,

s<t
was (2.41) beweist, da Y := (X); + sup,., X2 eine integrierbare Majorante bildet.
Zu (2.40): (Minr, )is0 ist Martingal mit

sup E[(thnf] = sup E[(M}tmn] <n

t>0 t>0

(nach Def. von 7, aus Satz 2.55), demnach gilt mit (2.41)
1tlim M., = M, existiert f.s. (und ist offenbar = M, auf {7, = c0}),

somit N
U{Tn =00} C {thm M, existiert}
n=1 oo
d.h. (2.41) gilt.
Sei (0s)ss0 eine Brownbewegung, u.a. von o(M,,t > 0), dann ist

M, ¢
Bt = K
Mo + 6t7<M)o<,a 13

eine Brownsche Bewegung.

3. Man kann Satz 2.55 verwenden, um f.s.-Pfadeigenschaften der Brownschen Bewe-
gung auf allgemeinere stetige lokale Martingale zu iibertragen.

Satz 2.57 (BDG-Ungleichung?). Firp >0 gibt es ¢, € (0,00), so dass fir jedes M € M§, .
mit My =0 gult

iE[((M)t)m] <E[(M?)'] < e B[(M))"*], t>0, (2.42)

Cp

y * .
wobei M} = supg.,e; Ms.

4Verschiedene Arbeiten dazu von Donald L. Burkholder, Burgess Davis und Richard F. Gundy, ins-
besondere Integral inequalities for convex functions of operators on martingales. Proceedings of the Sixth
Berkeley Symposium on Mathematical Statistics and Probability (Univ. California, Berkeley, 1970/1971),
Vol. 1I: Probability theory, pp. 223-240. Univ. California Press, Berkeley, 1972.
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Beobachtung 2.58. N ¢ M¢

¢ .mit Ng=0,a<0<b, of :=inf{u>0:N, =z} Art,
N =sup,, Ns, so gilt

P(ot < ot) < ——P(N; > 0).
b-a
Beweis. Optional sampling ((Nrgtaet)s20 15t beschréinkt) liefert
0= E[No}t)/\o.(tl] > a]P’(aZ <ol Nf > O) + b[P’(Jé < 02)
=alP(N; >0) - aP(of, < 02) + bIP’(Uf) < 02)

(beachte dass {N; = 0} c¢ {Ng = 0 fiir s < ¢} f.s. mit Satz 2.55 und der entsprechenden
Eigenschaft der BB, ndmlich inf{¢t > 0: B; < 0} =inf{t > 0: B, > 0} = 0 f.s. bei Start in
BO = O)
Demnach
(—a)P(N; > 0) > (b-a)P(o} < a?,).

Beweis von Satz 2.57. Wir nehmen (zunéchst) an,
dass M und (M) beschrinkt sind

(man beseitigt diese Annahme schlieBlich via optionales stoppen, Ubung).
Sei p>0,7>0, 7 :=inf{t >0: M2 =7},

M= My~ My, Nyo= (M) = (M), (M’,N e M, mit Mj =Ny =0).

loc
Fiir c e (0,27P) ist
P((M;)" > dr) =P((M), > er) <P((M7)" > dr, (M), < cr)
< IP’(N; >r—cr,inf Ny > —cr)
(Def. von N) s<t

<cP(N;} >0) < cIP’((Mt*)2 >7)

wobei wir in der dritten Zeile Beob. 2.58 mit a = —cr, b = r — ¢r verwendet haben, also

Weiter ist
[ 2 ar)ar = [ 5P > @) Sada
— 20 [ (M > @) do = 27 (M17)']
(wir haben @ = 2/r < r = 2%/4, also dr/dx = $x substituiert) und

fo T2 P((M), 2 ) dr = ¢ /0 T BeP((M), > o) da = PPE[((M),)1?]
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(wir haben cr = z substituiert), demnach
(277 = )E[ (M7 )] < cPE[({A))12],

cP/2
27P—c”

Setze nun 7, := inf{t > 0: (M), = r}, dann M’, N wie oben, wihle ¢ € (0,27%72).
P((M), > 2r) =P((M;)? > er) <P((M), > 2r, (M;)* < cr)
< IP)(N; < 4er, 1r<1£ N < 4der - 7")
(

d.h. die rechte Ungleichung in (2.42) gilt fiir ¢, >

A\ *

) —4der ) (%) )
< hor =) “agr PRt Ne <0) = 4eP(r, <) = 4eP((M): 2 7)

wobei wir in (*) Beob. 2.58 auf - N angewendet haben und in (**) Satz 2.55 / Bem. 2.56, 3.
(und die entsprechende Eigenschaft der Brownbewegung).
Multipliziere mit grg‘l, integriere r iiber [0, 00), erhalte wie oben

2 PPE[((M))2] - 7P| (M )| < 4cB[((M),)2],

d.h.
(2772~ 4c)B[((M),)??] < PR (M7 )],
die linke Ungleichung in (2.42) gilt fiir ¢, > %.

O

Korollar 2.59. M € M¢ mit E[|MO|] +E[(M)i/2] < oo fir alle t > 0, so ist M ein

loc
Martingal.
Wenn sogar E[(M)ZZ] < o0, so ist M gleichgradig integrierbar.
(und: wenn E[(M)t] < oo fiir allet >0, so ist M € M5.)

2.6 Brownsche Bewegung und harmonische Funktio-
nen

Sei (B;)is0 d-dim. BB, unter P, in By = x € R? startend, U c R? Gebiet (d.h. offen und

zusammenhéngend),
Ty =inf{t>0:B; ¢ U} (die Austrittszeit aus U).

Bemerkung 2.60. U beschrinkt, so ist E,[7] < oo, insbesondere ist P, (7 < 00) =1 fiir
alle x.

Beweis. d=1: U = (-a,b) 32 =0, so ist Eq[7y] =ab< oo
mit Verschiebungsinvarianz =

Em[T(a,b)] = EO[T(a—x,b—:z:)] <oo fira<xz<b.
d>1: zeU c (a,b) x R fiir geeignete a < b, also

E.[mv] < Ea:[T(a,b)de‘l] < 0o.
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Fiir f:R? > R 2-mal (partiell) differenzierbar sei

0? 0?

Af = O_xff +oeee a—m?jf (Laplace-Operator).

(f heiBt harmonisch (in U), wenn Af(z) =0 (fiir z € U) gilt.)

Lemma 2.61 (Dynkin®>-Formel). U Gebiet, f € C*(U), x € Uy relativ kompaktes Gebiet
mit Uy c U, so gilt fiir jede Stoppzeit T < 1y,

E[1(B)]- () =Eu] [T 3ar(B,)ds]. (243
Beweis.
M= f(Bra,) = fBo) = [ Af(B) ds
H5-Formel Z/ —f(B)dB(]) £20
liegt in M, mit
= [0S (G rw) s [ s P
also

sup E,[{(M), ] < sup |V ()| - Eo[r1;,] < 00

£20 vl
= (mit Bem. 2.56, 2. oder Kor. 2.59)
M e M5 und M ist gleichgradig integrierbar, somit E,[My] =0 =E,[M,],
d.h. (2.43). O
Korollar 2.62. f e C*(R?), 7. = Tp_(z), * € R, >0, so gilt

E.|f(B.)-f(x
L/ (Ex[)%]f @] = SAf() (2.44)

Af(z) = lsw

( charakteristischer Operator [der BBJ)

Bewezs.

E.[f(B:.) - f(x)]
E,[7]

[t5-Formel 1

E.[7]

A NI A RN

<35 sw |Af() - M) =0

yeBe ()

- SAf()

®Eugene B. Dynkin, 1924-2014
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Beispiel 2.63. B d-dim. BB, By =0, U = B.(0) cR?, r >0, so gilt

72

]EO[TU] = E

(denn f(x) :=||z|]? erfillt Af(z) = 2d,

- 0=Eo[f(7)] - £(0) = Eo| fOTU dds| = dEo[ ]
nach Lemma 2.61 (Dynkin-Formel))

Definition 2.64. U Gebiet, f € C(OU). he C2(U)nC(U) heiBt Lisung des Dirichlet-
Problems auf U zum Randwert f, wenn gilt

Ah =0 auf U, h = f auf OU.
Satz 2.65. Sei h Ldsung Dirichlet-Problems auf U mit Randwert f, so gilt
M) = B[ f(Boy)]. (2.45)

Umgekehrt definiert (2.45) fir f : OU — R beschrinkt und messbar eine Funktion h €
C%2(U) mit

Ah =0 auf U, (2.46)
}%m h(B:) =f(By,) P,-fs. Vazel. (2.47)
TU
Beweis. Sei h Losung. Es ist
d t ,
B(By) = h(Bo) + Y f 2h(B)dBY, t<my (2.48)
=1 Jo

(mit Ito-Formel), d.h.

(h(Bt))t ist lokales Martingal bis 7y

(d.h. es gibt Stoppzeiten 7,, / 1y so dass (h(BtATn))t>0 e M5).

Seien U,, ¢ Upyq € --- c U mit U, ¢ U,,,; und U,, # U, schreibe

T=Ty, Tn = TU,-

E.[(h(B))-,] Ez[ /OTn IVh(Bs)|? ds] <oo fiir jedes n (2.49)

= ((2.48) ist “echtes” Martingal bis 7,,) somit ist Ex[h(BTn)] = Ez[h(Bo)] = h(x),
weiterhin

W(B.,) — h(B:) = f(B,) P.fs.

(1. # T, B hat stetige Pfade, h € C(U) mit h = f auf U),
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dominierte Konvergenz liefert (beachte sup, |h(z)| < o)

E.[f(B:)] = E.[ lim h(By,)] = h().

Sei nun f: U — R beschr., m.b., h gegeben durch (2.45).
h(B,)=Eg, [f(B:)]=E.[f(B)| F-] (fs.) (2.50)
(geméaf der starken Markov-Eigenschaft der BB), d.h.
(h(BT"))neN ist beschr. Martingal (bzgl. jedem P, ),
somit
W) =B [(B,)] = BB [f(B,) | 7 ]| = B[ F(B)] fiir m gen. groB, dass z € U,

Wiéhle U; = B,.(x) c U, so erfiillt h

h(x) = fa ( )h(y) 1B, ()(dy) (,klassische* Mittelwerteigenschaft)
B, (x

WO [ip3, () das normierte Oberflichenmaf auf der Kugeloberfliche 0B, () ist,
= Ah(z)=0
(z.B. Doob, Classical potential theory and its probabilistic counterpart, Kap. 1.3).

Weiter ist

B stetig, Martingalkonv. Brist

. heC(U) und (2.50) o(UnFry, )-m.b.
}},I% h(B:) = gl_g}o h(B-,) = Ex[f(BTU) ‘U(Unfm)] = f(B;).

]

Bericht 2.66 (zur Losbarkeit des Dirichlet-Problems). Ein Randpunkt z € 0U des Ge-
biets U heifit
reguldr, wenn ]P’Z( inf{t>0: B, ¢ U}) =1 gilt

(mit Blumenthals 0-1-Gesetz (Satz 1.9) gilt stets P, (inf{t >0: B, ¢ U}) € {0,1}).
1. Sei f e Cy(OU), z € QU regulir, so erfiillt h aus (2.45) in Satz 2.65

lim h(z) = f(2).

-z, xeU

(Siehe z.B. [Ka, Lemma 24.6].)

2. Ein einfaches ,, Gegenbeispiel“: d =2, U = B1(0) ~ {0}, so ist 0 € QU nicht regulér
(wie wir sehen werden: dies folgt aus Kor. 2.68).
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3. z € OU ist regulir, wenn die Kegelbedingung® erfiillt ist: fiir einen Kegel C' mit
Spitze z und eine offene Umgebung V 5 z gilt CnV c U*.

(Siehe z.B. [Ka, Lemma 24.4].)

4. Ein nicht-triviales Beispiel fiir einen nicht-reguldren Randpunkt bildet die sog. Le-
besguesche” Nadel (auch: Lebesguescher Dorn), beispielsweise folgendermafien pa-
rametrisiert:

U=(-1,1°~ ({(x,y,2) : 2> 0,2% +y* <e™*"} U{(0,0,0)}),

(0,0,0) ist nicht regulér.
(Siehe z.B. [KS, Ch. 4, Ex. 2.17 (“Lebesgue’s Thorn”)].)

Lemma 2.67. d >2, 0 <r < R, 7:=1nf{t > 0:||By| € {r,R}} so gilt fir x € R¢ mit
r<|z|]|<R

lo8(R) ~log(lel)
log(R) - log(r) ’ ’
MR =I5 =r) =g ST 8 (251)
“2d_prd d>3.
Beweis. ¢, + B2 — R, go(e) = log(lle]) und 4 : RY > R, gua) = 1/ljellé2, d > 3
sind harmonisch , demnach sind die in (2.51) angegebenen Funktionen harmonisch (auf
{z : x # 0}) mit Randwerten = 1 auf {z : ||z|| = r}, = 0 auf {z : ||z|| = R}, Beh. folgt mit
Satz 2.65. O

Korollar 2.68 (Einzelne Punkte sind polar in d >2). 1. 7, == inf{t > 0: B; = z}, so
qgilt fir d > 2
P,(F, <o) =0 Vaz,yeR?

2. FirxzeRY d>2, ||z||>r>0 gilt
1 d=2,

(L™ s

r

Px(inftzo ||Bt|| < T) =

Beweis. 1. Sei 0.E. x =0, betr. zunéchst y # 0, sei r <||y|]| < R, 7 wie in Lemma 2.67.
~ d
Py (o < T3a(0)) < Py (| Bl| = 1) = D (y) —> 0
somit Py (7 > Tg,(0)) = 1 fiir jedes solche R, d.h.

1= IP’y(TO > SUP ReN TBR(0) )
—_———
=00, Pfadstetigk. von B

6Stanislaw Zaremba 1863-1942; 1911
"Henri Lebesgue, 1875-1941; 1912
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Fiir y =0 ist
Po(7 < 00) = l}il?ollP’o(Bt =0 fiur ein t > h) = 0.

=Eo[Pp, (T < )] =0
2. Mit 7 = 7(r, R) wie in Lemma 2.67 ist

L
P, (infiso | Bill <) = lim Po(B, =7) = lim % (x) = (i”)g_d s

r

Satz 2.69. 1. Die 2-dim. BB ist rekurrent in dem Sinn, dass
P(sup{t: B;e U} =00 VU c R? offen) =1,

insbesondere ist {B;:t >0} =R? f.s.
2. Fird >3 ist die d-dim. BB transient:

tlim ||Bi|| = 00 f.s.

Beweis. 1. Sei z € Q?, 0 < e € Q. Konstruiere mit Kor. 2.68, 2 (und Verschiebungsinvari-
anz) und der starken Markoveigenschaft der BB eine Folge von Stoppzeiten T,, # oo mit
Twi1 2T, +1 und By, € B.(z).

2. Mit Bem. 2.60 ist 75,0y < oo f.s. fiir jedes n € N, wegen der Stetigkeit der Pfade gilt
TB,(0) /' o° fiir n — co. Demnach ist fiir r > 0

]P’x(liminft%w |1B:|| < 7”) = ]P’x( N {||Bt|| =r fiir ein ¢ > TBn(O)})
neN

= 11}511{1 ]P)x(”BtH =r fiir ein ¢ > TBn(o)) = 0.

E[Ps (inf.|Bil| <r)] = (/)2

Brp,0)

]

Vorbemerkung. Via Zerlegung in Real- und Imaginérteil C 5 2 = x + 1y mit z,y ¢ R
konnen wir C und R? identifizieren (sofern fiir unsere Zwecke niitzlich/angemessen).

Insbesondere: eine zweidimensionale Brownbewegung B; = (Bt(l), Bt(2)) kann via Bt(l) +
iBt(Q) auch als komplexwertige Brownbewegung aufgefasst werden.

Sei (B,) = (B +iB®) komplexe BB, 6 € R, so ist auch (¢??B,) eine komplexe BB;
sei p:C—C, ¢(z)=az+b, a,beC, a+0, so zeigt die Skalierungseigenschaft, dass

Po((¢(Br))is0 € ) = Py((Biapze )iz € ).

Insbesondere ist das Bild eines Brownschen Pfads unter einer linearen Transformation
von C wiederum ein (ggfs. zeittransformierter) Brownscher Pfad.
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Sei U c C offen, ¢ : U - C ist holomorph, wenn ¢'(2g) = lim,_,., %ﬁfzo) fiir jedes

2o € U existiert (d.h. ¢ komplex differenzierbar in U). Eine in U holomorphe Funktion ist
analytisch (d.h. um jeden Punkt von U in eine Taylorreihe mit positivem Konvergenzradi-
us entwickelbar), gemdfl den Cauchy-Riemann-Differentialgleichungen sind sowohl Real-
als auch Imaginérteil von ¢ harmonisch in U. Ein solches ¢ ist konform (,,winkeltreu*).

Satz 2.70. U c C offen, zg € U, p: U — C holomorph, B komplexre BB mit By = zy, setze
T :=inf{s>0: B ¢ U} < +o0.

Dann gibt es eine kompleze BB (B;) mit
©(By) = Be, fir0<t<my,

wober

¢
C’t=/(; |’ (B,)|? ds.

Beweis. Wir schreiben ¢ = g + ih (Zerlegung in Real- und Imaginérteil), insbes. sind g, h
harmonisch in U.
Die Ito-Formel, angewendet auf g(Bt(l) + z'Bt(Z)), zeigt fur ¢t < 1y

t t
g(Bt)=9(Bo)+f g—g(Bs)dB§1)+ ?(Bs)dBf)
0 s 0 Y
und analog
toh t Oh
h(B,) = h(B f 9 B,yaBM f 9B,y dB®.
(Be) = h(Bo) + | = - (Bs) +an()

Demnach sind M; := g(B;), N; := h(B;) stetige lokale Martingale auf dem (zufélligen)

Zeitintervall [0, /).

99 _ 0h 99 _ _0h
oxr ~ Oy’ 0y = Oz

(M)t=fot(g—i(Bs))st+fot(g—z(Bs))zds=f0t|go’(BS)|2ds=Ct

und analog

Die Cauchy-Riemann-Differentialgleichungen ( ) zeigen (mit Prop. 2.38)

(N)y=Cy, (M,N);=0.

Mit oy := inf{u : C, > t} und Satz 2.55 (Dambis, Dubins, Schwarz), bzw. Bem. 2.56
zum mehrdim. Fall:

Et(l) = My, 35(2) = N, sind 1-dim. BBen, mit (BM, B@), = 0.
= (mit Lévys Charakterisierung der BB, Satz 2.54)
B:= (BM,B®) st (2-dim./komplexe) BB
und nach Konstruktion ist
0(By) = (9(B:), h(By)) = (BS), BS) = Be, fiir 0<t <70

Bem.: Zunichst ist B, nur auf dem (zufilligen) Intervall [0,C,, ) definiert, man kann sie

durch ,Ankleben einer unabhingigen Kopie* auf ganz [0, c0) definieren, vgl. Bem. 2.56.
m
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2.7 Zur Black-(Merton-)Scholes-Formel®

Marktmodell Sei (W) (standard-)Brownsche Bewegung, o > 0 (die ,, Volatilitiat“),
i, € R (rist die ,Zinsrate“),

e S =(5;)0 Losung von
dSt = ILLSt dt + O'St th

(Aktie, engl. “Stock”, ein Wertpapier, dessen Preis zufillig schwankt),
) dB; « by -
o 3 = (B)s0 Losung von T rf; (Sparbuch, engl. “Bond”, ein festverzinsliches
Wertpapier mit deterministischem Preis)
mit [y = 1 fest, Sp u.a. von W (und wir messen die jew. Werte in Euro, sagen wir).
Offenbar ist [, = e™, weiter gilt

Sy = Spexp (aWt +(p- %02)15)

(d.h. S ist eine geometrische Brownsche Bewegung), wie man anhand der zeitabhéngigen
Ito-Formel (Kor. 2.50) verifiziert.

Marktteilnehmer konnen (im Modell) zu jedem Zeitpunkt (beliebige) Anteile/Vielfache
von S und ( kaufen oder verkaufen.

Optionen (ein Beispiel) Seien K > 0, T' > 0. Eine (européische) Kaufoption (“call
option”) mit Ausiibungspreis K (“strike price”) und Félligkeit 7' (“maturity”)

beinhaltet das Recht (aber nicht die Pflicht) zum Zeitpunkt 7" eine Aktie zum
Preis K zu kaufen, d.h. der Wert zum Zeitpunkt 7" ist (S - K)*.

Frage: ,fairer Preis der Option zur Zeit ¢t = 07

Portfilo / Handelsstrategie Sei H ein linksstetiger, R2-wertiger, adaptierter Prozess,
wir schreiben H, = (H", H®).

Interpretation: Wir halten zum Zeitpunkt ¢ Hfl) Einheiten von S und Ht(2) Einheiten
von 3, d.h. der (Nominal-)Wert unseres Portfolios zur Zeit ¢ ist

v - gD s, + HP b,

H heif3it selbstfinanzierend, falls gilt

t t
Vv s [T as,« [ HPap., 120
0 0

8Nach Fisher Black (1938-1995), Robert Carhart Merton (*1944) und Myron Samuel Scholes (*1941);
F. Black und M.S. Scholes, The pricing of options and corporate liabilities, J. Polit. Economy 81, 637—
659, (1973) sowie R.C. Merton, Theory of rational option pricing, The Bell Journal of Economics and
Management Science 4 (1), 141-183, (1973).

Merton und Scholes erhielten 1997 fiir ihre Arbeiten den Alfred-Nobel-Ged#chtnispreis fiir Wirtschafts-
wissenschaften.
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Interpretation: Beginnend mit dem ,,Startkapital VO(H) wird das Vermogen (ggfs. kon-
tinuierlich) zwischen Aktie und Sparbuch umgeschichtet, aber es wird weder Kapital
entnommen noch hinzugefiigt.

Idealisierungen (des Marktmodells):
e kontinuierliches Handeln moglich

e keine Transaktionskosten

Beispiel. Ht(j) = ng)l{tg} + ng)l{t>7}, j =1,2 mit 7 Stoppzeit, Fy-messbaren Lgl),L?)
und F,-messbaren Lgl), L§2) (d.h. es gibt einen ,, Umschichtungszeitpunkt“), es gelte

VI = LVs + L8, = LS, + L3 = VD

(,,Umschichtungsbedingung*).
Dann ist H tatsachlich selbstfinanzierend: Es ist

tAT tAT
VAP <V = L0 (Sire = S0) + L (Bur = o) = [ HPasus [ 0P dg,
0 0
t t
‘/;(H) - ‘/;fs\il) = Lél)(st - St/\T) + Lg2) (/675 - 61?/\7’) = ./; Hl(Ll) dsu + '[ Hﬂgz) dﬁua
AT AT
(mit der Umschichtungsbedingung) also gilt tatséchlich

t t
y i _ f HY 4s, + [ H?P dB, fiir jedes t > 0.
0 0

Beobachtung 2.71 (Wechsel des Numéraire und Selbstfinanzierungs-Bedingung). Sei

= St S V}(H) ~ B
Spi=—, V7= und By == =1).
=g VT (wmdB=g)

(diskontierte, bzw. in Finheiten von B ausgedriickte Werte; im Jargon: Wir verwenden (.
als «Numéraire> [=Wertmaf])

~ ~ t ~
H ist selbstfinanzierend <= Vt(H) = VO(H) + / Hqsl) dsS, firt>0.
0

Insbesondere: Ein vorgebener (adaptierter, linksstetiger) reellwertiger Prozess (Ht(l))tzo
kann durch die Setzung

t ~ ~
0P = Vo [ H(" a8, - BOS,
0
stets zu einem selbstfinanzierenden Portfolio H = (HMW, H®)) mit gegebenem Startwert

Vo (= VO(H) = 170(H)) erganzt werden.
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Beweis. ,,<* : Es ist

v = d(pVID), = 8, dV + VD dp, + d(p, VD),
0

- B, HM a3, + VI 4, = 6UH(1)(— ds, - dﬁu)

5 5 HS, + H? B,)dB,

Bu(
=g ds, + H? dg,,
d.h. H ist selbstfinanzierend.

.= Sei H selbstfinanzierend, dann ist

a7 - L gy Vi dB, +d(1/B, V.UD
u —E U - /83 ut (/7 . )u
=0
(1) (2)
_ (1) (2) Hy 'Sy + Hy™ By
—E(Hu dS, + Hy dB,) - e

_H(1)<B—d5 —@dﬁu) ads,.

1

dfBu

Zum Zusatz: Mit obiger Setzung ist dann

~ ~ o~ ~ t ~
HOS + 1P B, =T =T+ [T h ds,
— 0
=1

]

Optionen (allg. europiische Optionen) 7" > 0, ein (contingent) claim mit Laufzeit /
Félligkeit T ist eine (reellwertige) Fpr-messbare ZV C' (wir nehmen zusétzlich an: C' ist
nach unten beschrankt).

Ein selbstfinanzierendes Portfolio H dupliziert C', wenn gilt VT(H) =(Cfs.

Prinzip der Abitragefreiheit (Arbitrage = Moglichkeit eines risikolosen Gewinns)
p(C) := ,fairer” Preis von C' = VO(H),

wenn H ein selbstfinanzierendes duplizierendes Portfolio fiir C ist.
Insbesondere ist (in einem arbitragefreien Marktmodell) p(C') damit eindeutig festge-
legt, sonst gébe es Arbitrage.

Beispiel 2.72 (Optionen/Derivate mit Basiswert / “Underlying” S).

1. C'=Sr - K (“Forward”, ein Termingeschéft)

Wihle H"Y = 1, H® = -Ke7 T, 0<t < T, H = (HD,H®) ist s.-f. mit V") =
C(pl)S +H§2)B =Sr-KeTerT = S — K, also p(C) = Vo( ) =Sy - Ke T,
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2. a) C'=(Sr - K)* (européischer Call), b) C = (K - Sr)* (européischer Put)
3. Allg. européische Option mit Laufzeit T
C'=h(Sr) mit h:R; - R stetig (und nach unten beschr.)

(und, sagen wir, sup, [A(2)|/(1 +|z[)™ < co fiir ein m)

Frage: Fairer Preis der Option C?7 Duplikationsstrategie?
Ansatz zur Losung (sozusagen implizit eine Markovannahme an den Wertprozess stel-
lend):

Gesucht v : [0,00) x [0,T] = R (gen. glatt) und ein selbstfinanzierendes Portfolio
H=(H®M H®), so dass

V) = p(S,,t) fir 0<t<T und VT(H) =C.
Die Selbstfinanzierungs-Bedingung ergibt dann

1
dvi™ = Y as, + HP dp, = HD dS, + E(vﬁ” ~H"S,)rp, dt
=H" ds, + (V) - 5,HD) dt, (2.52)

andererseits liefert die Strukturannahme zusammen mit der zeitabhéngigen Ito-Formel
(Kor. 2.50)

82

dv,") = du(S,,t) = (3 )(Si,t) dS; + ((%v)(St,t) + (@v

oz’ ?
d.h. es muss gelten Ht(l) = (%v)(St,t)

Beobachtung 2.73. Sei v(z,t) fir (z,t) € [0,00) x [0,T] 2-mal stetig in x und 1-mal
stetig in t differenzierbar und lose

1, ,0?
V4 — -1 = .54
OT oSV TT o U+ S U= Ty 0 (2.54)
( ,Black-Scholes(-Merton)-Gleichung“) mit Endbedingung v(xz,T) = h(z), x € [0, 00).

Dann ist das Portfolio H mit Wertprozess V™) = v(S,, 1),

)(St,t)%JQSf)dt, (2.53)

0 1
HY = (5-0)(Si 1), H = E(V;(H) - S:HM)

selbstfinanzierend und dupliziert C' = h(St) = VT(H), insbesondere ist der faire Preis von
C zur Zeit t =0 gleich VO(H) =v(5p,0).
Beweis. Es ist (vgl. auch (2.52), (2.53))

U(ST,T)—U(SO,O)=[0T(%v)(5t,t) dSt+/0T(%v)(St,t)+(8—221;)(8,5,25)%0253 dt

Ox
—_—
1
:Ht( ) =rv(St,t)—rSt(%v)(St,t)

T T T T
=f H§1>dst+f F(v(st,t)—stHS))rﬁtdt:f H,f”dst+f H® 48,
0 0o B 0 0

d.h. H ist selbstfinanzierend. Nach Konstruktion gilt VT(H) =v(Sr,T) = h(Sr). O
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Bericht %U heifit (im Jargon der Finanzmathematik der Derivate) das ,Delta“ der

Option, man nennt die Strategie aus Beob. 2.73 auch den ,,A-hedge*.

Beobachtung 2.74 (Losung der BSM-Gleichung via Variablentransformation). Sei v
Losung der Black-Scholes(-Merton)-Gleichung (2.54) aus Beob. 2.73, setze
u(x,t) = e Ply(e®, T —t)o?), xeR,te[0,0T] (2.55)

mit = 25 — %, b= %(% + %)2 Dann lost u die Wirmeleitungsgleichung

9 10 2 ; azx T
5= 552 auf Rx[0,0°T] mit Startbed. u(x,0) = g(x) := e**h(e®),

demnach st

u(z,t) = E,[g(Wi)] = E[g(z + V1Z)]
mit (Wy); standard-BB, Z ~ N(0,1) und
p(C) = v(Sy,0) = e=108E)B7* Ty (1og(Sy),0%T) = e TE[h(Soe?VT#+=7*DTY ], (2.56)

Insbesondere gilt fir den Call mit Ausibungspreis K, d.h. h(z) = (x - K)*, und
Laufzeit T

p(C) = Soe™ TPE[e7VT71 ] - Ke ' TP(A) = SgP(Z < d,) ~ Ke " TP(Z < d_)
mit
A= {Soeo\/fZJr(rfg?/Q)T > K} _ { - 7< (log % + (7“ _ %UQ)T)/(J\/T)}

und

~ log% +(r+ %0'2)T
oT '

Bemerkung. Die Preisformel (2.56) (und auch die Hedging-Strategie) hangt nicht von
i ab — man kann sie als die diskontierte erwartete Auszahlung unter dem sog. ,,risikoneu-
tralen Ma“ auffassen (d.h. so tun, als ob dS; =S, dt + oS, dW,; gélte).

Die entscheidenden Groflen sind (nur) die Volatilitdt o und die Zinsrate r.

d

Beweisskizze fiir Beob. 2.74. Zur Formel fir u(z,t) = E,[g(W)]:

Man kann anhand der Gleichung (2.54) fiir v und der Definition (2.55), u(z,t) =
ecw+Bty(er, T - t/o?) direkt nachrechnen, dass u die Warmeleitungsgleichung mit Start-
bedingung g 16st:

0 10

. — pax+ft x _ AN T _ 2
Spu(w.t) = c (Bo(er, T~ t/0?) (T~ ).
0 +5t 2 9 2
—u(x,t) =e*” (av(em,T—t/a )+e"—uv(e®, T -t]o )),
Ox Ox

a—zu(a: t) = e““’gt(a?v(ex T -t/0?) + (20 + l)exgv(ex T -t/o?) + 629”8—27)(6“7 T- t/az))
dx? ’ oz 7 Px ’
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somit

0 1 0?

EU_ §8x2u
:eaerBt((B _ %&2)U(€x,T— t/0'2) — (Oé + %)ewagv(ex,T - t/0'2)
T

1 )2 o x 2 19 z 2

S (&) gagu(en T=tfo™) = gpu(et, T=tfo ))
:e““ﬂt(az(ﬁ _ la2) v(e®, T -t]o?) - o*(a+ 1) €zﬁv(e$ T-t/o?)

2 2 ’ — % 7
. ox

=r =7

— o022 Lo, 7 tf0?) - L(en, T - t/o?)) = 0.
0% ’ ot ’

Weiterhin kann man explizit nachrechnen, dass

1

2
ey 1(2t) 4
V21t Y

(@) [ gly+a)

(mit ((x,0) = g(x)) dieselbe Gleichung 16st (Ubung); die Behauptung ergibt sich mit der
aus der Analysis bekannten Tatsache, dass das Anfangswertproblem fiir die Warmelei-
tungsgleichung eindeutig 16sbar ist.

Alternativ beachte:
My :=u(Ws+xz,t-5s), 0<s<t

ist ein lokales Martingal (mit Ito-Formel unter Beachtung von (2.54) fiir v und der Defi-
nition von u, wie oben) und |u(z,t)| < el fiir ein ¢ < oo (verwende dazu etwa die Darstel-
lung u(z,t) = E;[g(W;)] und die Wachstumsbedingung an h), also E[sup,., |M|] < oo und
(My)o<s<: ist somit tatséchlich ein Martingal, daher ist

u(x,t) = My =E[M,;] = E[u(W; +x,0)] =E.[g(W,)].

Fiir die Preisformel (2.56) beachte
—alog(So)-Ba>T 2 _ BT —alog So \/_
e u(log(So),a T) =e E[e 9(log(So) +o TZ)]
— 67502TE|:€QG\/TZI1(50€U\/TZ):|
= e TE[h(SpeVT#+ (= /2T)]
denn fiir a,b >0, f:R >R, m.b. gilt stets
E[e*? f(b2)] = e PE[ f(bZ + ab)] (2.57)

(quadr. Ergdnzung im Gauflintegral), wende dies an mit a = ao\/T, b =o+/T und beachte,
dass —80?T + 30%0°T = —rT.
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Die Formel fiir den Preis des Calls folgt aus (2.56) durch explizite Rechnung (unter
Ausnutzung von (2.57): In diesem Fall ist h(z) = (x - K)* = 215k — K135k, somit

e—rTEI:h(SOeU\/TZ+(T—U2/2)T)]

:e—TTEI:SOeUﬁZ+(r—02/2)T1 60’ﬁZ+(T’—U2/2)T > K)

{SUeUﬁZ+(rfo'2/2)TZK}:| - 6_rT‘[(’]P)(‘SYO
=Soe‘”2T/2E[e”ﬁzlA] - Ke ™ TP(A).

Da Z symmetrisch verteilt ist, ist P(A) = P(Z < d_), mit (2.57) (angewendet mit a = o/T,
b=1) ist

50670'2T/2E[60'\/TZ ]_A] = SOE[].{Soeaﬁ(Z+oﬁ)+(7._02/2)TZK}]

. log % +(r+ %O’Q)T

:SO]P’(—Z i

) = SoP(Z < d.).

2.8 MaBwechsel und Girsanov’-Transformation

Vorbemerkung Begriffe der stochastischen Analysis hdngen a priori vom zugrunde
liegenden MaB P ab (speziell von seiner Nullmengenstruktur) und bei Ubergang zu einem
anderem Mafl Q mit Q L P konnten sie sich fundamental dndern — z.B. konnte die
quadratische Variation (X) von X unter Q ein anderer Prozess sein.

Wir gewinnen in diesem Abschnitt eine Ubersicht, wenn P und Q &quivalent sind.

Lemma 2.75. (Q, <7, (F;),P) filtrierter W’raum, der den tblichen Bedingungen geniigt
(vgl. Def. 2.2), Q ein zu P dquivalentes W’maff d.h. P(A) =0 < Q(A) =0 fir alle
A e o, insbesondere gibt es eine Dichte Z% e LY(P) und Q(A) = Ep[lAdd%] nach Satz von
Radon-Nikodym (z.B. [Kl, Kor. 7.34]).

Dann gibt es ein gleichgradig integrierbares cadlag (P-)Martingal (Z;)s0 mit

d d
7, = %m, t>0 (d.h. Q(A) = EP[1A£] =EF[142,] fir Ae F,) (2.58)
und

P(Vt>0:Z,>0 und Z,- >0) =1 (2.59)

(mlt Zt— = lims,t75<t ZS)

dQ

Beweis. Sei Zo, = T,

Z,=E¥[Zw|R], t>0.

(Z,) ist gleichgradig integrierbares (P-)Martingal (fiir die Martingaleigenschaft verwende die
Turmeigenschaft der bedingten Erwartung; fiir gleichgradige Integrierbarkeit beachte, dass (Z;)
ein Doobsches Martingal ist, vgl. [Kl, Kor. 8.21]),

9Nach Igor Vladimirovich Girsanov, 1934-1967
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demnach gibt es eine cadlag-Modifikation (7)o (d.h. (Z;) hat cadlag-Pfade und P(Z; =
Z;) =1 fiir alle t > 0; vgl. Beweis von Satz 2.9 oder [Kl, Satz 21.24], [RY, Kap. II, Thm. 2.9)).

Fiir £ >0, A e F, ist

EF[142,] = EF[14Z] = B[ 1LE"[Zeo | ] | = B[ 14Z0] = Q(A),
[ S —
=EP[14Zc | Fi]
d.h. (2.58) gilt.
Sei T:=inf{t >0:2Z; =0 oder Z;,_ =0}, T ist Stoppzeit, zeige
P(Z,=0 Vte[T,00))=1. (2.60)

(Ein nicht-negatives Martingal, das 0 getroffen hat, bleibt ab dann = 0.)
Sei T, :=inf{t: Zy <e} 7.0 T, es ist

P(Zt >\et> Te) = ]EPI:]-{tZTg} ]P)(ZthE > \/E‘FTE)] <\fe

< 5_1/2EP[ZWTE | Fr.]= 5_1/QZTE <\e

(Markov-Ungl. und optional sampling) mit € | 0 also
P(Z,>0,t>T)=0 ¥t >0 =  P(Z=0VYte[T,00)nQ)=1,

da (Z;) cadlag-Pfade besitzt, folgt (2.60).
Schlieflich

0=E[1;4-0,71] = Q(Z = 0) "=°P(Z, = 0) fiir alle ¢ > 0,
also P(T = o0) = 1, d.h. (2.59) gilt. O

Annahme 2.76. (Z;):»0 aus (2.58) in Lemma 2.75 habe (f.s.) stetige Pfade. (Dies ist eine
Voraussetzung an P und Q — wir werden sehen, dass dies z.B. im ,Brownschen Fall“ typischer-
weise erfiillt ist.)

Setze
t 1

X; = —dZ,, t>0, (2.61)
0

dann ist (X;) ein lokales Martingal (bzgl. P) und
Zy = Zyexp (X - (X)) (2.62)

(d.h. Z ist das Doléans-Exponential von X, vgl. Beob. 2.51, denn dX; = Z%dZt, also
dZt = Zt dXt>

Bemerkung 2.77. 1. (Eine ,,Umkehrung“ von Lemma 2.75: Vom nicht-neg. Martingal
zum (lokal) dquivalenten MaB]) Sei (Z;)ss0 strikt positives (P-)Martingal, dann definiert

Q(A) =EF[1.Z,], AeF

70



ein WmaB auf <7 := o(Fi,t>0) (Q ist wohldefiniert, vgl. Beweis von Lemma 2.75) mit
Ly = %%| £ Allerdings ist dieses Q nur dann dquivalent zu P auf o7, wenn (Z;) gleichgradig

integrierbar (unter P) ist mit P(Zo > 0) = 1. (Im allgemeinen Fall ist Q nur lokal dquivalent
zu P, d.h. Ql]:t < P|_7:t und P|-7'—t < Q|-7:t fiir jedes t > 0)

2. Wenn fiir ein vorgegebenes (P-)Semimartingal X durch (2.62) mit Z := 1 ein (P-
)Martingal definiert ist und nicht ,nur® ein lokales Martingal, so konnen wir wie in 1. ein
WmaBl Q definieren. (Eine hinreichende Bed. dafiir haben wir in Ubung 5.4 gesehen:
X lokales Mart. mit (X), < ¢t fiir ein ¢ < oo, so ist [via eine Version der Bernstein-
Ungleichung] insbesondere Z ein Martingal.)

Bericht Angesichts Bem. 2.77, 1. liegt die Frage nahe, unter welchen Bedingungen an
ein stetiges lokales Martingal X durch (2.62) ein gleichgradig integrierbares Martingal
definiert ist. Bekannte dafiir hinreichende Bedingungen sind

1. (eXt/ )50 ist ein gleichgradig integrierbares Submartingal (Kazamaki-Bedingung),

2. E[e=/?] < 0o (Novikov-Bedingung).

Satz 2.78 (Girsanov-Transformation!?). Seien P, Q wie in Lemma 2.75, X wie in (2.61),
es gelte Ann. 2.76.

1. Sei (M,)0 stetiges lokales Martingal (bzgl. P), dann ist
M, = My - (M, X);, t>0

ein stetiges lokales Martingal bzgl. Q. M heift die Girsanov-Transformierte von M.
(Demnach: Man muss (die Drift) mit der Kovariation von M und dem ,Doléans-

Logarithmus“ X des Dichteprozesses korrigieren.)

2. M, N stetige lokale Martingale (bzgl. P), M,N zugehorige Girsanov-Transformierte,
dann gilt .
(M,NY2=(M,N)}, t>0  P-fs. undQ-fs.

Beweis. Sei 0.E. M =0.
1. : Zeige (M,Z,)s0 ist lokales Martingal bezgl. P.

N _ t__ ¢ . t ¢
M, 7, "t Fermel f M, dZ, + f Z, A, +(M, 7), = f M, dZ, + f Z,dM,,
0 0 —— 0 0

=dMs—d{(M,X)s

Tgor Vladimirovich Girsanov, On transforming a certain class of stochastic processes by absolutely
continuous substitution of measures, Theor. Probab. Appl. 5 (1960), 285-301 (1962); translation from
Teor. Veroyatn. Primen. 5, 314-330 (1960).

Vorarbeiten (fiir den Brownschen Fall) in Robert Horton Cameron and William Ted Martin, Transfor-
mations of Wiener integrals under translations, Ann. of Math. 45 (1944), 386-396, die hier formulierte
allgemeine Form erschien in Jan H. Van Schuppen, Eugene Wong, Transformation of local martingales
under a change of law, Ann. Probability 2 (1974), 879-888.
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wobei wir verwenden, dass
— t
(W, Z), = (M = (M, X), Z), = (M, Z), - fo Z,d(M, X),

(denn dZ, = Z;d X, vgl. (2.62); verwende Prop. 2.38).
Sei

T, :
S
es gilt Ty, 700 00, Spy 7 mooo 00 (Wegen Pfadstetigkeit).
__Obige Rechnung (angewendet auf X5m := (Xias,, )0, 257 = (Zias,, )20, MSmATn =
(Mins,. AT, )i20) zeigt:

inf {¢: |M,| > n},
inf {¢: |X,| > m oder (X); >m},

(]\Z ASm AT, Ztns,, )eso 1St lokales Martingal,

ist nach Konstruktion beschrankt = ist Martingal.
Demnach fiir s <t, Ae F;:

EF[14Mins, at, Zins, | = BF[LaMins,at, Zsnsi |

mit m — oo folgt (da M,\Tn beschrénkt und Zins,, <moco Z¢ in LY(P) wg. gleichgr. Int.bark.
von Z)

E[14Myar, | = BF[1aMinr, 2] = B [1aMinr, Z,] = B [14Miur, ], (2.63)

d.h. (]\ZATn)t ist Q-Martingal.
2. Sei .
[t:ME—(M)t:Zf M,dM,, 120
0

(wobei (-) = (-)F), dann ist

-~ Prop. 2.38 9 t

=1, - (1, X), "% 2 (), - 2[ M, d(M, X),

0
ein lokales Q-Martingal (nach Teil 1.),
—~\2 2
(M) = (M), = MP = 2M(M, X ), + ((M, X)) = (M),
~ t
=T ((M,X)0)" 2 [ Mod(M, X), - 20 M, X),
0

It6-Formel /

T, = 2M{M, X); 2 fot]\/[s (M, X), e fot(M,X)SdMs,
also ist
Too= Jy—(J, X}y = -2 fot(M,X)sd(M,X)s = J, - (M, x),)*
auch ein lokales Q-Martingal (nach Teil 1.) und somit
(]\Aft)Q (M), = I,—J, ein lokales Q-Martingal,
d.h. (M2 = (M)F.

Der allgemeine Fall folgt durch Polarisierung. [
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Korollar 2.79. Y = (Y;); Semimartingal unter P mit kanonischer Zerlegung Y; = Yy +
M, + Ay ((My) lokales P-Martingal, (A;) mit Pfaden von lokal endlicher Variation), Q
daquivalent zu P, so ist Y auch ein Semimartingal unter Q:

Y, = Yo+ M, + (A + (M, X),) = Yo+ M, + A,

Korollar 2.80 (Der Brownsche Fall). Sei M Brownsche Bewegung (bzgl. P), das zum
Dichteprozess (Z;); (aus (2.58) in Lemma 2.75) gehorige lokale Martingal (X;); (vgl.
(2.61) ) besitze eine Darstellung

t
X, = / a, dM,
0

mit einem lokal beschrdinkten, progressiv messbaren Prozess (ay);.
Dann ist M unter Q eine Brownbewegung mit ( zufilliger) Drift a;, d.h.

. ¢
Mt:Mt+[ asds,
0

wo M Brownbewegung bezgl. Q.

Beuweis.
—_— t
N, = My — (M, X}, = M, - (M, [; aydM,), = M, - f 4. ds
0

(denn (M), = s in diesem Fall) ist lokales Q-Martingal und (M), = (M), = t (nach
Satz 2.78).
Mit Lévys Charakterisierung der BB (Satz 2.54) folgt

M ist Brownbewegung bezgl. Q.

]

Beispiel 2.81. 1. Mit a, = y fiir ein g € R in Kor. 2.80 ist X, = uM,, Z; = erMe=1t/2 (dies
ist etwa gem. Bem. 2.77, 2. ein ,richtiges“ Martingal) und Kor. 2.80 zeigt:

(M,) ist unter Q BB mit Drift pu.

2. Sei a, := —cM, mit einem ¢ > 0, so ist in Kor. 2.80 X; = —c [ MydM, = ~$M? + £t
(Ito-Formel und My = 0) und (X); = ¢2 [ M2ds, Z; = exp (%( —eM? +ct - 2 [} M? ds))
(0 < Z; < eTI? fiir jedes t < T, daher ist es ein Martingal), Kor. 2.80 zeigt:

t —
(M) erfiillt unter Q M, = M, - c[ Myds+ My, t >0
0

mit M BB (d.h. M ist unter Q ein Ornstein-Uhlenbeck-Prozess).
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Kapitel 3

Stochastische Differentialgleichungen

Vorbemerkung  (Diffusionsprozesse als ,stochastisches Analogon“ zu gewohnlichen
Differentialgleichungen). Seien b: R - R, 0 : R - R, (mit geeign. Bedingungen), gesucht:
Stetiger stochastischer Prozess (X;), so dass

gegeben X, =z gilt X, — 2 %N (hb(x), ho(x)) fiir 0<h < 1,

d.h. (X;) sieht ,lokal* aus wie eine BB mit Drift b(x) und Varianz o2(x), suggestiv
schreibt man
dXt = b(Xt) dt + O'(Xt) dBt (31)

(Wir haben diese Frage von einem , praktischen Standpunkt® bereits im Stochastik-Praktikum
betrachtet und sie dort mittels Euler(-Maruyama)-Verfahren gelost)

LZutaten® d meN, b:RIxR, - R4 g: R> xR, - R messbar, wir schreiben
bi(x,t), i=1,...,d fiir die i-te Koordinate von b und o;;(z,t),i=1,...,d; j=1,....,m
fiir den Eintrag in Zeile ¢, Spalte j von o,

B=(BM,...,BM) m-dim. (std.-)BB, z € R¢ (Startpunkt)

Fir X = (XM, ..., X(@) betrachten wir die stochastische Differentialgleichung (SDgl,
engl. SDE=stochastic differential equation)

dXt = b(Xt,t) dt+O'(Xt,t) dBt (32)

(mit Startwert Xy = x, fiir die einzelnen Koordinatenprozesse lautet (3.2)

AX = b(X ) di + Y. 0,y(X,. 1) dBY)

j=1

firi=1,2,...,d).
Fiir b € R? verwenden wir die euklidische Norm |[b|| = (02 +--- + %) /2, fiir A e R™™ die

Hilbert-Schmidt-Norm
12

14]| = (Spur(AAT))"* = (il (447),) " - (

i= 7

f %Ag,j)”?.

1j=1
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Definition 3.1. (2, <, (F;)is0,P) filtrierter W’raum, der den iiblichen Bedingungen
geniigt (vgl. Def. 2.2), darauf (B;) m-dim. BB, F? sei die P-Vervollstindigung von
0(Bs,s<t) (dh. FP={Ae o : 3B € o(Bs,s <t) mit P(AAB) =0}, vgl. Beispiel 2.3),
weiter seien b, 0 wie oben.

Ein stetiger (d-dim.) Prozess (X;) ist eine starke Lisung der SDGI (3.2) (mit Start-
punkt zq € R?), falls gilt

t t
1. f ||b(Xs,s)||ds+f lo(X,,5)|[Pds < 00, £20 s,
0 0

2. Xy = a0+ [ b(Xs,8)ds + [y 0(X,,5)dBs, t20 fs.

(d.h. in Koordinaten geschrieben X = z{" + [ bi( Xy, 8) ds+ § [} 01, (Xs, 5) dBY),
=1

3. X ist (FP)iso-adaptiert.

Bem. Forderung 3. macht das ,stark“ aus: die vorgegebene BB wird als Teil der ,,Daten*
aufgefasst.

Wir werden (spéter) auch ,,schwache® Losungen betrachten, wo u.U. die Konstruktion
der ,treibenden“ BB ein Teil der Losung ist.

Beispiel 3.2. Die SDGI. (in d =1, mit g€ R, 0 >0)
dX; =puX;dt +o0X;dBt
besitzt die Losung
X, =z exp(oBt + (- %O'Q)t),

d.h. (X}) ist eine geometrische BB (vgl. auch Kap. 2.7), wie man leicht mittels Ito-Formel
priift.

Satz 3.3. Angenommen, b: R xR, - R? und o : R>*™ x R, — R™™ erfiillen die
1. Lipschitz-Bedingung
16(y,t) = b(z,t)|| +|lo(y,t) —o(z, )| < K|y - 2|, yv,ze RLt>0 und die (3.3)
2. Wachstums-Bedingung
1oy, DI +llo(y, I < K(L+[lyl*), yeR:t>0 (3.4)
fir ein K < oo, (By) sei m-dim. BB auf einem gegebenen filtrierten W’raum (der den
tiblichen Bedingungen geniigt), xo € R.

Dann gibt es eine (bis auf Ununterscheidbarkeit) eindeutige starke Lésung X der

SDGI. (3.2).
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Lemma 3.4. H(t) = (sz(t))zzl 77777 d;j=1,...,
mit E[fot I1H (s)|? ds] < o0, (By) m-dim. BB. Dann ist

m progressiv messbarer, R&>™-wertiger Prozess

Bl [ #an ] -5 [ IH)Pas) (35)
Beweis.

m t .
=170

ist stetiges Martingal mit
m t
(Li): = Z[o Hi(s)ds, i=1,....d,

also
d d

e [P as) =[S [ ) ds] = S0 =] [ ) a ]

=1 7=1 =1
O

Lemma 3.5 (Gronwall!-Ungleichung / Gronwall-Lemma). Seien f,g:[0,T] - R inte-
grierbar, C' >0, es gelte

() < g(t) + Cfotf(s) ds fiirte[0,7T].
Dann st .
f(t)<g(t)+C /0 e“Ug(s)ds fiirte[0,T],
insbesondere falls g(t) =g, so ist f(t) < ge®t

Beweis. Seil
¢
F(t) = f F(s)ds, h(t) = F(t)e ",
0
also
%h(t) = F(B)eCt — CF(£)eC" < g(#)eC
und
Ct o [td b oClt-9)
F(t)=e“"h(t) =€ [) %h(s) ds < fo e g(s)ds.
Nach Vor. ist

F(1) < g(t) + CF(1) < g(t) + C fo " O () ds.
]

Beweis von Satz 3.3. Es geniigt, fiir jedes 0 < T' < oo zu zeigen, dass es eine eindeutige
starke Losung auf [0, 7] gibt.

!Thomas Hakon Gronwall, 1877-1932; Note on the derivatives with respect to a parameter of the
solutions of a system of differential equations, Ann. of Math. (2) 20 (1919), no. 4, 292-296.
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Eindeutigkeit Seien X und X’ Losungen von (3.2). Dann ist

X, - X/ = fot(b(xs,s)—b(X;,s))dHfot(a(Xs,s) ~ o(X!,5))dB,,

somit

2

1= X0 < 2| [ (06e0) -0z 9) ds| + 2] [ (0(Xer5) = o2, 5)) B

Dabher ist (verwende Cauchy-Schwarz fiir den ersten Summanden und Lemma 3.4 fiir den
zweiten Summanden auf der rechten Seite)

E[|| X, - X/|7] thfOtE[Hb(Xs,s)—b(X;,s)HQ]ds
+2 /Ot]E[Ha(XS, s)—o(X., 3)”2] ds,
demnach erfiillt f(t) := E[||X, - X/|]?]
£(1) < C’/Otf(s)ds mit C = (2T + 1) K2,
Mit Lemma von Gronwall (Lemma 3.5) folgt f(t) = 0.
Existenz Wir verwenden (eine Variation iiber) Picard-Iteration: Sei X} = 2 und
XN :c0+fotb(XgV-l,s)dHfota(XgV-l,s)st, 120, fir NeN.  (3.7)

Die Wachstumsbedingung (3.4) sichert

fOTE[||XgV||2]dtgz(T+ 1)K(T+fOTIE[||XtN—1||2]dt) << (2T(T+1)K)N(1+||ZL“0||2)’

insbes. ist das Ito-Integral in (3.7) wohldefiniert.
Schreibe

XN XNy,
mit

I := fOtJ(XSN,s) ~o(XN1 5)dB,
und

t
T, = [ (XN, ) = b(XN 5) ds.
0
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(||Z¢||?)t=0 ist nicht-neg. Submartingal, mit Doob-Ungl. ist
E[sg) 1] < 4B[15]°]
t
= 4E[[ lo(XN,s) —o(XN715)|? ds] (nach Lemma 3.4)
0
¢
<4K*? / E[HXSN - XSN_1H2] ds (wegen der Lipschitz-Bedingung (3.3)).
0
Die Cauchy-Schwarz-Ungleichung liefert
t
1P <t [T, 5) =X )| ds,
0
also
¢
E[sup ] < B [ [b(XY,5) = (XN, )| ds]
s<t 0
t
<tK? / IE[HX;V - X;V_1H2] ds (wegen der Lipschitz-Bedingung (3.3)).
0
Demnach erfiillt
AN(t) = E[sup HX;V - X§_1|‘2]
s<t
¢
ANTI(1) < Cf AN(s)ds, NeN
0
mit C':=2K?(4+T)v2(T+1)K?(1+]||zo|[?) und

¢ ¢
Al <2t [ (o, )P ds+2 [ lo(ao, )| ds
0 0
<2(T+1)K(1+||zo|)-t<Ct (wegen der Wachstums-Bedingung (3.4)).

Induktiv folgt

Ny < (COY
AY(t) < N

Mit Markov-Ungleichung folgt

N
(QCt) — 620t —1< 00,

$ P(sup [[x2 - X7 > 2) < S VAN < 3
- s<t N=1

N=1 N=1 N!

mit Borel-Cantelli also

sup supHXSN - XSMH2 — 0 fs.,
M,N>Ny s<t No—oo0
d.h. (XN, N eN) bildet (f.s.) eine Cauchy-Folge in C'([0,t]) (beziiglich Sup-Norm ||| )-
Somit konvergiert XV (f.s.) gleichmifig gegen ein stetiges X (das an (FP )50 adaptiert ist,
denn dies gilt fiir jedes X V), die gleichmifiige Konvergenz impliziert auch die Konvergenz
der stochastischen Integrale (vgl. Satz 2.42; gehe ggfs. zu einer Teilfolge iiber, um f.s. lokal
gleichméBige Konvergenz zu erhalten), somit ist X eine starke Losung von (3.2). O
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Beispiel 3.6 (Tanakas? SDGI). Die SDGI (in d =1)
dXt = Sgn(Xt) dBt, X() = 0, (38)
wobei B std-BB und sgn(z) = 1(,00)(#) = 1(—c0,0](2) besitzt keine starke Losung.

Beweis. Ang., X wire eine starke Losung, insbes. adaptiert an (F)so.

t
X, =0+ [ sen(X,) dB,
0

ist stetiges (lokales) Martingal mit

(X)t:fot(sgn(Xs))QdSZ/Otlds:t,

d.h. X ist Brownsche Bewegung beziiglich der von X erzeugten Filtration (F;% )0 gem.
Lévys Charakterisierung der BB (Satz 2.54).

Andererseits ist

¢ t
Bt:f (sgn(Xs))2dBS=f sen(X,)dX,, t>0,
0 0

wir werden sehen (vgl. Beobachtung 3.11 unten):

(fot sgn(Xy) dXS) ist (lel)tZO—adaptiert.

t>0

Somit fiir £ >0
FPcFM e FX c FP,

was einen Widerspruch ergibt. O

Definition 3.7. Eine schwache Lésung der SDGI
dXt = b(Xt,t) dt+U(Xt,t) dBt (39)

(mit Startwert Xo =z, b: R¢xR, - R? o : R>*™ xR, - R™™ messbar) ist ein filtrierter
Wraum (92, <7, (F;),P) (der den iiblichen Bedingungen geniigt), ausgestattet mit einer
((F:)-)Brownbewegung (B;);»0 und einem stetigen, adaptierten Prozess (X;):s0, so dass
gilt

¢ t
X, =:1:0+/ b( Xy, s) ds+f 0(Xs,8)dBs, t >0 fs. (3.10)
0 0

(Intuitiv: eine schwache Losung ist (die Verteilung eines) Paars (X, B), das zusammen

(3.10) erfiillt.)

Beobachtung 3.8. Tunakas SDGI (3.8) (aus Bsp. 3.6) besitzt eine schwache Lisung.

2Hiroshi Tanaka
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Beweis. Betrachte einen filtrierten W’raum, auf dem eine 1-dim. Std.-BB (X} )¢ definiert
ist, setze

t
B, ::f sen(X,)dX,, t>0.
0

B ist stetiges lokales Martingal mit

(B)= [ (sen(xX))” d(x), =+,

S
=1

d.h. B ist BB (gem. Lévys Charakterisierung der BB (Satz 2.54) und

t t t
[ sen(X)dB, = [ (sen(X,) X, = [ 14X, = X0~ Xo = X,
0 0 0

somit 16st (X, B) Tanakas SDGI. O

Satz 3.9 ((Ito-)Tanaka-Formel). X stetiges Semimartingal. Es gibt einen stetigen, ad-
aptierten Prozess ({;)is0 mit nicht-fallenden Pfaden, so dass gilt

t
X=Xl + [ sen(X)dX,+ 6, 120, (3.11)

(Ut)is0 heifst die (Semimartingal-)Lokalzeit von X in 0 und es gilt

t
/ 1{X5¢0} dls=0, t>0, (3.12)
0
d.h. (£;) wdchst nur auf {t: X; = 0}.
Korollar 3.10. Fiir ein stetiges Semimartingal X ist
t
X; =X+ f 1(x.00p dX, + 10,
0
t
Xy =Xo - f 1, <0y X5 + 304,
0
denn X; = 3(1X,| + Xy), X7 = 3(1Xe| - Xy) und X; = Xo + [ 1dX,.
Beweis von Satz 3.9. Betr. Funktionen f, : R - R, f,, e C>(R) gegeben durch

[n(0) =0, fi(x) = p(nz), v R,

wobei ¢ € C*(R) ,glatte Version“ des Vorzeichens (¢’ > 0, -1 < ¢(-) < 1, ¢ = -1 auf
(—00,0], o =+1 auf [1,00) ). Es gilt

[fa(@) <1, Sgﬂg\fn(x) ol — 0, fi(2) 7o sg(2).

Die Ito-Formel liefert
>0

£ = 1)+ [y axee 5 [0 dx),. (313)

oM
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Sei X = M + A die kanonische Zerlegung von X, o.E.
E[sup|Mt| -+ (M)Oo] <oo und E[sup V,;(A)] <00
t t
(sonst lokalisiere mittels geeign. Stoppfolge).

E[(fooo (sen(Xy) - £1(X.)) dMS)Q] - E[fom (sen(X,) = £1(X.))” d(M),] — 0

n—oo

—0 fiir n—>o0
mit dominierter Konv., mit Doob-Ungleichung demnach

sup| [ (sn(X,) - (X)) | 22

— 0
n—>o0o

und

lfow(sgn(Xs)—fé(Xs))dAs < /Ooo‘sgn(Xs)—f;L(XS)|d‘A’S7H_O>OO

(realisierungsweise, mit monotoner Konv.).
Lasse in (3.13) n =ny / oo lidngs einer geeigneten Teilfolge, so ergibt sich

t
|Xt|=|X0|+f sen(X,)dX, + 6, t20
0
mit

b=1lim C™ >0  (fs))

k—oco0

Nach Konstruktion hat (¢;) stetige, nicht-fallende Pfade und

t
b= | X4 = | Xo| - /; sgn(X;)dX, ist Fi-messbar.

Zum Beweis von (3.12): Intuitiv folgt aus
' (n)
f L paymydCs™ =0, £20
0

(was nach Konstruktion richtig ist) mit n = nj; — oo auch fot 14x,201dls = 0. Anstatt den
Grenzwert explizit zu rechtfertigen (was etwas aufwendig ist, da sowohl der Integrand als
auch der Integrator von n abhéngen), argumentieren wir folgendermaflen:

Es gilt (Ito-Formel, angewendet auf X und die Funktion f(z) = 2?)

t
X2 = X2 +2f X, dX, + (X)),
0

andererseits liefert die Ito-Formel, angewendet auf das Semimartingal (|X;|)¢»0 und die
Funktion f(z) =2 mit (3.11)

X2 =X = X0 +2 [ 1X,]d]X], + (1X]),
t t
- X2 [ X Jsen(X) dX, 42 [ X de, + (1X]),
0 0

t t
:X§+2/ Xsts+2/ X, de, + (X),
0 0
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denn aus (3.11) folgt mit Def. 2.40 und Prop. 2.38, 3., dass (| X|); = fot(sgn(Xs))2 d(X), =
(X)¢. Demnach gilt (f.s.)

t
2[ IX,|de, =0 fir >0,
0
was (3.12) impliziert. O

Beobachtung 3.11. X eindim. BB mit Lokalzeitprozess (¢ )0, (| X¢|)s0 ist Semimar-

tingal (vgl. Tanaka-Formel (3.11), Satz 3.9), sei (ﬁltxl)tzo der zugehirige Lokalzeitprozess.
Dann gilt
XT=20X  t>0  fs,

insbesondere ist ({5 )0 adaptiert an (.7-'t|X|)t,

Beweis. Mit Tanaka-Formel (Satz 3.9) gilt

t
Xl =1%ol = [ sen(X.)) dlx], + 6"
0 ~—
=121 -0

t t |X|
= / d|X|S - 2f 1{\Xs|=0} d|X|s +€t
0 0 ——
= sgn(X,) dX, + dtX

t t
=|Xt|—|X0|—2f0 (-1)1(x.-0y dXS—QfO 1(x.-0y 0¥ + 6

=0 (%)

wobei wir fiir (*) beachten, dass

t 2 t t
E[(/O 1x,-0) dX.) ]:E[/ﬂ (L))" ds] = [0 P(X, = 0)ds =0.
Somit
t t
X9 fo 1x.-0) dlX =2 fo dex = 20X,

denn [ 17x,.00 6 = 0 nach Satz 3.9. O

Definition 3.12. Fiir ein stetiges Semimartingal X definieren wir die Lokalzeit in a € R
via

t
t; =1Xi—al - |[Xo-al- f sgn(X; —a) dX, (3.14)
0

Satz 3.13. Sei X ein stetiges lokales Martingal. Es gibt eine Version des Lokalzeitpro-
zesses (ff raeR,t> O), die in berden Variablen stetig ist.

Beweis. Zu zeigen: Es gibt eine stetige Version von

(a,t) ~» ((a,t) := Atsgn(Xs -a)dXs.
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Wir nehmen an
sup | Xy|, sup (X); < K fiir ein K < o0
¢ t

(sonst stoppe entsprechend).
Seip>4,a<b.

t
]E[SUp ‘C(b,t) - C(a,t)‘p] = QP]E[sup |[ Tapy(Xe) dXs|p]
t>0 S————— t>0 0
:fot(Sgn(Xs—b)—sgn(Xs—a))dXS

t
_Cp]E[sup‘/ ]-(a,b](XS)d<X>S‘p/2:|
t>0 JO

geméafl BDG-Ungleichung (Satz 2.57).
Sei f e C?(R) gegeben durch f(0) =0, f'(x) =0 fiir x < -1 und

0, xr<-1oder xz>2,
l+z, -1<z<0
”I — 9 - Y
/(@) 1, 0<z <1,

2—-x, l<xz<2.
Insbesondere gilt 0 < f’(x) <2 fiir alle z € R.
Sei §:=b-a, fop(x) = f((z—a)/s), somit

() = 55 (= 0)f8) 2 5512,

)5 [ Lan () i) <—[ F,(X0) d(xX
= 5 Fan(X0) = fun(Xo0) - fo t fi,(X.)dX,)  (1t0-Formel)
<8 Fun(X0) - FusCX0)| 0| [ 12

—
=5 /(Xe-a)/6)

§2|Xt—X0|/(5

<4K6+6|/ ((X, - a)/s)dX

Es ist
sup|f (X —a)/5) dX, |p/2 <cp sup‘/ —a)/é)) d(X)s ‘pM] <c 2p/2IE[(X)§£4]
<4 <KP/4

gemafl BDG-Ungleichung (Satz 2.57), also

E[sup| f t1(a,b](Xs)d(X)s|p/2] < Crp0??(1+ ¢, 202 KPIY),
t>0 JO
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d.h.
E[sup ¢ (b, ) - ¢(a, )] | < Ccplb - af?’
t>0

(fiir ein Cg, < 00).
Die Behauptung folgt mit Kolmogorovs Stetigkeitskriterium (Satz 1.5 und Bemer-
kung 1.6), angewendet auf den Prozess (((a,-))qer mit Werten im polnischen Raum

E:(C([O7oo))>||||°°) O

Bemerkung 3.14. Wir sehen
1
a ~ (¢ ist Holder-stetig von jeder Ordnung < 3

denn Satz 1.5 zeigt: E[|Y, - Y,|*] < Clu—v["*# = Y besitzt Holder-(3/a)-stetige Version.

Korollar 3.15. X stetiges Semimartingal, dann gibt es eine Version von (6? raeRt>
0), die stetig in t und cadlag in a ist.
Sei X = M + A die kanonische Zerlegung, so ist £¢ — (9~ = 2f0t 1ix,-a1dAs.

Beweis. Es ist (vgl. Def. 3.12)

t t
(9= |X, - a| - | Xo—d| - fo sen(X, - a) dM, - fo sen(X, - a) dA,

=:L1 (t,a) =:L1 (t,a)

(t,a) » Li(t,a) besitzt eine stetige Version nach Satz 3.13,

(t,a) » Lo(t,a) ist nach Konstruktion stetig in ¢ und cadlag in a
(denn a +~ sgn(Xs —a) ist cadlag, verwende dann z.B. dominierte Konvergenz).

Fiir die Formel fiir ¢§ — £~ beachte
sgn(Xs —a) - %imsgn(XS -b) = —21(x,-q}-
7a

]

Bericht 3.16 (Eine allgemeinere Form von Satz 3.9). Fiir f: R — R konvex existiert die
linksseitige Ableitung

hN\O

D_f(x) ::hmf(‘”)_i(x_h) eR
fir jedes x € R, und = — D_f(x) ist nicht-fallend (denn fir x < y < 2z gilt f(y) <
@)+ L f(2) [« G- o FEFW)] wegen der Konvexitit von f), demnach

zZ—x y—x = zZ-y

definiert

1! ([a,0)) := D_f(b) = D_f(a), a<b ein lokal-endliches positives Maf

(man kann pf als die 2. Ableitung von f im Distributionssinn auffassen, fiir f € C?(R)
ist puf(dx) = f"(z)dz).

Sei (X})s0 ein stetiges Semimartingal mit Lokalzeitenprozess (E‘tl,t >0,a¢€ R).
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(f(X%) )10 ist ein Semimartingal und es gilt die Meyer-It6-Formel:

FOC) = X0) + [ D) dX w3 [ 6 (da), (3.15)

Fiir ¢ : R - R beschrinkt und messbar gilt die Okkupationszeitformel:

JA " o(X2) d(X), - [eaytzda, t20 s (3.16)

Beweisideen/-skizze. Die linksseitige Ableitung D_ f(x) existiert stets fiir konvexes f und
ist nicht-fallend, denn fiir z < y < z gilt f(y) < Zf(z) + L f(2) [ = Uw-f@) o

Y- =
LSO
2=y

Fiir (3.15) betrachten wir zunéchst ein stiickweise lineares, konvexes f mit endlich
vielen , Knickstellen“, dann ist pu/ = Y7, ¢;0,, und f(x) = do + dyx + ¥, ¢;lv — x| fiir
emneN, zy,....,2, R c1,...,¢, >0, dy,dy € R; in diesem Fall erhdlt man (3.15) leicht
aus der Tanaka-Formel. Im allgemeinen Fall approximiert man pf geeignet mit u/» dieses
Typs.

Fiir (3.16) sei zunichst ¢ € C.(R), sei f € C*(R) mit f” = ¢, dann gilt D_f = f’
und [ g(a) pf(da) = [ g(a)p(a)da fir jedes messbare g : R - R,. Wir setzen g(a) =
(¢ ein und vergleichen den Ausdruck aus (3.15) mit dem Ausdruck der Ito-Formel fiir
f(Xy), um (3.16) in diesem Fall zu erhalten. Fiir den allgemeinen Fall beachten wir
beispielsweise, dass die Klasse der ¢, fiir die (3.16) gilt, einen unter monotoner Konvergenz
abgeschlossenen Vektorraum bildet.

Details finden sich z.B. im Buch von Revuz & Yor, siehe [RY, Thm. VI.1.5 und
Cor. VI.1.6] oder im Buch von Kallenberg, [Ka, Thm. 22.5]. O

Satz 3.17 (Yamada-Watanabe-Kriterium?). o : R - R messbar, es gebe o : R, - R,
wachsend mit

/ Ldu:oo fiir alle € >0
0) o(u)

und |o(z) - o(y)|* < o(|lxr —y|) < K|z -y| Yz,y € R, sowie |o(z)]? < K(1 + |z[?) fiir ein
K <00, b:R - R sei Lipschitz-stetig.
Dann besitzt die SDGI

dX; = b(X,)dt + o(X,)dB:, Xo =0 (3.17)
(mit B=1-dim. BB) eine (bis auf Ununterscheidbarkeit) eindeutige starke Losung.

Bewezs.

3Toshio Yamada und Shinzo Watanabe, On the uniqueness of solutions of stochastic differential equa-
tions, J. Math. Kyoto Univ. 11, 155-167, (1971). Unser Beweis folgt Jean-Frangois Le Gall, Applications
du temps local aux équations différentielles stochastiques unidimensionnelles. Sém. Prob. XVII, 15-31,
Lecture Notes in Math. 986, Springer, Berlin, (1983).
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Eindeutigkeit Seien X, X starke Losungen.
Es gilt E[X?]|, E[X?] < oo (wie im Beweis von Satz 3.3).

Sei Y := X - X, also

(V) = fot(a(XS) Co(K))ds,

Do ) t (0—()(5)—0'(555))2
[0 ml{ys>0} d{Y'), = 0 o( X - XS)

<1 n. Vor.

Die entscheidende Beobachtung ist, dass dies impliziert
2(Y)=0 fs.

(wobei £2(Y) = |Y;| - |Yo| - fot sgn(Y;) dY; die (Semimartingal-)Lokalzeit von Y in 0 ist,
vgl. Def. 3.12),
denn

£ I
(c0>) fo Syt dY). = fmm)@etmda

geméfl Okkupationszeitformel (3.16) (aus Bericht 3.16) und

{@yy>oye U {eg(y)zafame(o,g)}c{f L

04 (Y)da = oo
€,06QN(0,00) (0,00) Q(a) t( ) }

(fiir die erste Inklusion verwenden wir, dass a — £¢(Y') cadlag ist).

Mit Satz 3.9 ist

—~ t
X0 = Kl = Vil = Vol + [ sen(Vo)dve+ (Y)
~—— 0 ~—
=0 =0

- [Msen ) ~uF ) ds + [ san()(0(X) - 0(R)) dBe

Der Integrand im ersten Summanden ist beschrankt durch ‘sgn(YS)(b(Xs) - b(fs)‘ <
K|X, - X,|, der zweite Summand erfiillt E[---] = 0, also

E[|X,- X[ < K fotIEUXS ~X.[]ds,
mit Gronwall-Lemma (Lemma 3.5) folgt
E[|X,- Xi|]=0 t>0,
wegen Stetigkeit der Pfade folgt

P(X, =X, Vt>0)=1.
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Existenz Man kann hierzu die (unten dargestellte) ,allgemeine Theorie“ verwenden:
Der Eindeutigkeitsteil zeigt, dass (3.17) pfadweise eindeutig im Sinne von Def. 3.18 ist,
in Satz 3.25 unten wird eine schwache Losung (insbesondere) von (3.17) bereitgestellt,
Bericht 3.19, 2) zeigt dann, dass es auch eine (eindeutige) starke Losung von (3.17) gibt.

Alternativ kann man explizit rechnen und Picard-Iteration wie Beweis von Satz 3.3
verwenden :

Sei
t t
X0 =z, XN ::x0+f b(X;V)ds+f o(XN)dB,,
0 0

es gilt E[(X¥)?] < oo fiir alle £ >0, N € N (Argument wie im Beweis von Satz 3.3).
Setze
Y;tN ::XIEZV+1_Xt]V>

es gilt
OYNy=0 fs.

(Argument wie oben:
(YN), = fot(a(Xév) - O'(Xév_l)) ds, wire £2(YN) > 0, so wire fot @l{ysww}d(}/)s = 00.)

Wie oben mit Tanaka-Formel
t
YN=0+ [ sen(v¥)av +0
0

[ (e b)) ds+ [ s (o (XN) o (X)) By

: Dgl’N) + DgQ’N)

(Dt(Z’N))tzo ist Martingal = AN(¢):= E[|YtN|]
erfiillt

t
ANt < K f AN"Y(s)ds, weiterhin ist supA°(¢) <C
0

t<T

fiir ein C' = C(T') < oo, erhalte induktiv (analog zum Beweis von von Satz 3.3)

N () ..
A (t)SW fUI‘OStST
mit einem ¢ = ¢(7T") < oo.

Mit Doobs £2-Ungleichung ist

E[sup(D)*] < B[ (D)) = 4E[f0t (o(XY) = a(X1))" ds]

s<t

<K[YN-1]
(c't)N
NI

t
s4K[ AN(s) ds <
0
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fiir ¢ <T mit einem ¢ = ¢/(T') < oo und damit

JY(t) = E[SSL;P(YSN)Q] < 2]E[(f0t Ksup || ds)z] . 2E[sup(D§2’N))2]

u<s s<t
(c't)N
N

t
< 2tK? f Y (s)ds +
0
und somit mit Gronwall-Ungleichung

T N
sup fV(t) < u62TK2.
t<T N!

Wie im Beweis von Satz 3.3 zeigt dies, dass die Folge XV f.s. lokal gleichméBig gegen
eine Losung von (3.17) konvergiert. O

Definition 3.18. Eine stochastische Differentialgleichung wie (3.1) heifit pfadweise
eindeutig (auch: stark eindeutig), wenn fiir je zwei Losungen (X, B) und (X', B) auf
demselben Wahrscheinlichkeitsraum (und mit derselben Brownschen Bewegung B) gilt
P(X,= X! Vt>0)=1.

Sie heiit in Verteilung eindeutig (auch: schwach eindeutig), wenn fiir je zwei Losungen
(X,B) und (X', B’) auf moglicherweise verschiedenen Wahrscheinlichkeitsraumen gilt
L(X)=L(X").

Bericht 3.19 (Zusammenhénge zwischen den Losungsbegriffen). 1) Gilt fiir eine stocha-
stische Differentialgleichung wie (3.1) pfadweise Eindeutigkeit, so gilt auch Eindeutigkeit
in Verteilung.

2) Eine pfadweise eindeutige SDGI, die eine schwache Losung besitzt, besitzt auch (zu
beliebig vorgegebener Brownscher Bewegung) eine eindeutige starke Losung.

Der Beweis benutzt die (intuitiv plausible) Idee, (X, B) als ein zweistufiges Experiment
zu realisieren: Generiere zunéchst eine Brownsche Bewegung B, dann X geméfl P(X|B)
mit Hilfe eines geeigneten Ubergangskerns. Eine analoge Konstruktion fiir (X’, B’) mit
P'(X'|B’") gestattet dann, X und X’ auf demselben Wahrscheinlichkeitsraum zu realisie-
ren und so die pfadweise Eindeutigkeit auszunutzen. Die technischen Details der Messbar-
keitskonstruktion sind zu aufwendig, um hier wiedergegeben zu werden, siehe z.B. Rogers
& Williams [RW], Vol. 2, Kap. V.17 oder Karatzas & Shreve [KS], Kap. 5.3.D.

3.1 Martingalprobleme und schwache L6sungen von
SDGIn

-----

positiv semidefinit fiir jedes x € RY, d.h. {Ta()§ = ¥, ; &iéjai(2) 20 VE e RY, sei x € R,

Eine Losung des Martingalproblems MP (a, b, z) ist ein W'mafl P auf (C’([O, 00),R%), ﬁ)
mit

P(Xo=1)=1, (3.18)
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fur alle f e C2(R9) ist

t
M= F(X) = [(Xo) - [ LX) ds (3.19)
ein Martingal unter P, wobei
LI =2 3 an ) =L f )+ b)) L f). g R (3.20)
y) = Zi,jzla” y 05, v)+ 205 ), yeRY :

Beobachtung 3.21. Seien b: R4 — R?, o : R4 — R¥>" messbar, lokal beschrinkt, xq €
R?. Auf einem filtrierten Wraum (Q, o, (F;),P) gebe es eine n-dimensionale (F;)-BB
(By)is0 und einen stetigen, adaptierten Prozess (X;)iso mit

t t
Xt:x0+f b(XS)ds+/ o(X,)dB,, 120  P-fs. (3.21)
0 0

Dann ist fiir jedes f € C2(R?) der Prozess (M} )0 aus (3.19) mit a(y) = o(y)o(y)T € Rixd
in (3.20) ein stetiges lokales (P-)Martingal.

Beweis. Da X (3.21) erfiillt, ist
(Xi’Xj)t:(Zfo al-k(Xu)dij,Z/O oju(X,) dBL),
k=1 l=1
n t t t
> [ on(X)mn(X,)ds [ (o)X, ds = [ ay(X.)ds.
= Jo 0 0

Mit Ito-Formel ist

P00 =100+ 3 [ s axis L 3 [ 00 0 X0,

ij=1

SCORDW RCTICATIEATEED 30 iy ALN{C ALHESPEE

i=1 k=1
1 d
3 >

. A_lfotaiJ(XS)ainf(Xs)ds
:f(XO)+foth(XS)d“[Ot(Vf(Xs))To(Xs)dBS

(mit Vf(x) = (01 f(x),...,0af (x))T), d.h. M7 ist (lokales) Martingal. O

Satz 3.22. 1. Seien die Voraussetzungen von Beob. 3.21 gegeben und erfillen b, o
die Wachstumsbedingung (3.4) aus Satz 3.3, d.h. |[b(y)|]? +||lc(y)|]> < K(1 +||y[|?),
X lose (3.21). Dann ist die Verteilung Py, = Po X1 von X (ein W’mafi auf
(C(R,,R%), . 7)) eine Lisung des Martingalproblems MP(a, b, ) mit a(x) = o(z)o(x)T.

2. Sei umgekehrt P,, eine Lisung von MP(a,b,x¢). Dann gibt es einen filtrierten
Wraum (Q, o7, (F;),P), auf dem eine n-dim. BB (3;) und ein stetiger, adaptierter
Prozess Z = (Z;) definiert sind mit

Zy=xo+ fotb(Zs) ds + AtU(ZS) dBs, t>=0 P-f.s. (3.22)

und die Verteilung von Z unter P ist P, .
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Beweis. 1. X erfiille (3.21). Wie in Beob. 3.21 bewiesen ist (M/) ein stetiges lokales
(P-)Martingal. Zeige:

Fiir f € C2(R?Y) ist (M) ein (P-)Martingal.

Wie im Beweis von Beob. 3.21 ist

M= 15 - 100 - [ Lr)ds= 35 [ a0 )ey () B,

i=1j5=1

also

= 5 5 [(SL 0 oo )ox a9,
n d a a
:Z Z fo (aiax{ O'ZJO'ZJ)(X)CZS

<IvAIEY; zl [ oo () ds
03(X.) + 302, (X,) <ol (X.)

—2 zg

sOft(1+||XS||2)ds
0

mit C' = C(f,d,n, K) < co. Somit gilt unter der Wachstumsbedingung (3.4) aus Satz 3.3,
die suptsT]E[||Xt||2] < oo erzwingt (vgl. den Bew. von Satz 3.3), dass

E[(MT),] < oo fiir alle t > 0.

Dies zeigt, dass M7 tatséchlich ein Martingal ist (sogar M/ € MS, vgl. Bem. 2.56, 2. oder
Kor. 2.59).

Seien 0 < 59 < 81 <+ <8y, =5<1, go,91,- -, Ym : R? = R beschr. und m.b.

Jren o (1) = 7 e) = [ LT ) ,) P ()

B E[Mtfgo(XSO)mgm(Xsm)] - E[Msng(XSO)“'Qm(XSm)] (denn M/ ist P-Mart.)
) ‘/C"(RﬁRd) (f(ws) B f(w(]) B ij(wS) ds)go(wso)"'gm(wsm) on(dw),

und Pxo(w[) = $0) = IP)(XO = xo) =1.

2. Wir betrachten hier nur denn Fall, dass n = d und a(x) lokal elliptisch ist, d.h. fiir
@ # U c R? offen und beschrinkt gibt es ein ¢y > 0 mit

la(z)€ 2 cyllé|]  fiir alle & € RY. (3.23)

(Fiir den allgemeinen Fall siehe z.B. [RW, Vol II, Thm. V.20.1].)
Wegen (3.23) und a = 007 ist jedes o(y) invertierbar, fiir y € U, £ e R ist

1€1* = €70~ (y)a(y) (07 (1)) 7€ 2 coll (0™ (y) €I,
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d.h.
o !(+) ist lokal beschriinkt (und messbar) (3.24)

Auf (C(R,,R%), #, P,,) sei H; die von {X;, s <t} und den P, -Nullmengen erzeugte
o-Algebra, und
= m Ht+5a 20

e>0

so dass
(C(R,,R?Y),.Z,(G), Py,) den iiblichen Bedingungen geniigt (vgl. Def. 2.2).
Seien

M= Xi - Xi - fotbi(Xs)ds, i=1,....d (3.25)
Fiir f(y) = y; ist Lf(y) = b;(y), also sind (mit geeignetem Stoppen, da y — y; keinen
kompakten Tréger hat)

die M* stetige lokale (G;)-Martingale.
Analog erfiillt f(y) = viy; Lf(y) = ai;(y) +y:b;(y) + y;b:(y), also ist
XiX) - XiX7 - fo t ai;(Xs) + X2b;(X,) + Xb;(X,)ds  stetiges lokales (G;)-Martingal.
(3.26)

Die Ito-Formel zeigt

. . . . t . . t . . . .
XiXT = XiX]+ f XPdXI + f XTdXE+ (X%, XY,

B2 xix7 4 f XI0;(X,) + Xib;(X,) ds + (M, M7), + stet. lok. (G,)-Mart.
(3.27)
Aus (3.26) und (3.27) ergibt sich
. . 3
(M, MY, = f a;(X,)ds, t>0  (Prfs.) (3.28)
0
Sei
t ) d t )
) ::f oM (X)dM,, t20  (dbh ﬁgzzf o7 (X.) M3, (3.29)
0 = Jo

() ist stetiges lokales (G;)-Martingal mit
d
(ﬁi,ﬁj)F(Zf o (Xs) dM?E Z/ (X)de
o7/ kY,
lef (X3 (X.) dM*, M)
k; f (X, )aﬂ (Xs)aw(Xs)ds
= [N (a0 (X)), ds = .
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Gemif Lévys Charakterisierung der BB (Satz 2.54) ist demnach
(B;) d-dim. (G;)-BB unter P,.

SchlieBlich zeigt (3.29), dass
¢ ¢
f o(X,)dB, = f o(X,)o  (X,) dM, = M,
0 0

und somit (vgl. (3.25))

t t
Xt:x0+/ b(Xs)d5+f O'(Xs) dﬁsa
0 0

d.h. Z:= X und g lésen (3.22). O

Korollar 3.23. Ang., b:R¢ > R? und o : R - R&>™ erfiillen die Lipschitz-Bedingung
1b(y) = b()| + llo(y) = o ()| < Klly = 2|l, y,zeR >0 (3.30)

(vgl. auch (3.3) in Satz 3.3). Dann besitzt fiir jeden Startwert xq € R das Martingalpro-
blem MP(a,b, o) mit Generator L = %szzl a;0:0; + Y, 0:0;, wo a(-) = o(-)o ()T, eine
eindeutige Losung.

(Man sagt, das Martingalproblem ist wohlgestellt.)

Beweis.

Existenz Nach Satz 3.3 gibt es eine Losung X von (3.21) (auf jedem W’raum, auf dem
es eine entsprechende Brownsche Bewegung B gibt), nach Satz 3.22; 1. ist die Verteilung
von X eine Losung von MP(a,b, z).

Eindeutigkeit Sei P,, eine Losung von MP(a,b,zq). Nach Satz 3.22, 2. gibt es (auf
einem geeign. filtrierten W’raum) eine n-dim. BB (f;) und einen stetigen, adaptierten
Prozess Z = (Z;) mit

t t
Zt:x0+f b(ZS)ds+f o(Z,)d,, 1320, (3.31)
0 0

so dass Py, = L(Z). (3.31) besitzt eine eindeutige starke Losung nach Satz 3.3, die man
als lokal gleichméBigen Grenzwert (X°), X;° :=limy_o X;¥ von

t t
X0 =20, XM=+ f b(XN)ds + f o(XNYdB,, 120, NeN (3.32)
0 0
erhélt, somit P,, = £L(Z) = L(X*). Die Verteilung von X¥ und somit auch die von X
héngt nach Konstruktion nur von der Verteilung von (3;) ab (d.h. dem Wienermaf}) und

ist durch (3.32) eindeutig festgelegt. Folglich gilt @ = L(X*°) = P,, fiir jede Losung Q
von MP(a,b,xg). ]
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Bemerkung 3.24. Korollar 3.23 ist insoweit etwas unbefriedigend, dass die Basisvor-
aussetzung (3.30) der Lipschitzstetigkeit an o(-) gestellt wird und nicht an das in der
Formulierung des Martingalproblems auftretende a(-) = o(-)o(:)7.

Im Allgemeinen geniigt Lipschitzstetigkeit von a(-) nicht, damit auch seine , Wurzel*

o(-) Lipschitz-stetig wird (betr. etwa in d =1 a(z) = |z|, so ist o(z) = /|z|).
Bekannt sind folgende Kriterien (siehe z.B. D.W. Stroock, S.R.S. Varadhan, Multidi-
mensional diffusion processes, Springer, 1979, Kap. 5.2):

e Wenn a(-) uniform elliptisch ist (d.h. inf,cgainfeega j¢-1 7a(2)§ > 0) und global
Lipschitz, so besitzt es eine ,, Lipschitz-Wurzel“.

e Wenn a(-) beschriankt ist und (koordinatenweise) zweimal stetig diff’bar mit be-
schréinkten zweiten Ableitungen (maxi; j<d SUP,era [05;a(7)| < 00), s0 besitzt es eine
,, Lipschitz-Wurzel“.

Zur Existenz von (schwachen) Lésungen Wiéhrend fiir die Eindeutigkeit der schwa-
chen Losung einer SDGI / der Losung des zugehorigen Martingalproblems typischerweise
Lipschitz-Annahmen an die Koeffizienten (oder sehr spezielle Argumente fiir den kon-
kreten Einzelfall) notwendig sind, kann die Existenz einer Losung unter recht milden
Wachstumsbedingungen allgemein sichergestellt werden:

Satz 3.25. Seien b,o : R > R stetig und hdchstens linear wachsend, d.h. ¥V x € R: |b(z)|+
lo(z)| < K(1+|z|) mit einem K < oo. Dann hat die stochastische Differentialgleichung

dXt = b(Xt)dt + O'(Xt)dBt (333)

mit Xo = xo fir jeden Startpunkt xo € R (mindestens) eine schwache Léosung (und mit
Satz 3.22 besitzt somit das zugehorige Martingalproblem mindestens eine Losung).

Beweis. Die Idee ist, eine Approximation mittels Euler(-Maruyama)-Schema zu konstru-
ieren, Straffheit der Folge auf dem Pfadraum (via Kolmogorovs Momentenkriterium, vgl.
Satz 1.5) zu zeigen und dann eine konvergente Teilfolge auszuwéhlen; der Limesprozess
16st dann das zugehorige Martingalproblem. Dieser Ansatz geht auf D. Stroock und S. Va-
radhan, 1969, zuriick.

1. Schritt Fir N e N, ¢ >0 sei [t]y = 27V|2Nt], sei B Standard-Brownsche Bewegung, Y
davon unabhéngige, reelle ZV. Die stochastische Differentialgleichung

N N N

dx™ = b(X)))dt+ o (X()))dB, (3.34)

mit XéN) =Y hat die eindeutige ,explizite (starke) Losung

(N) _ (V) (N) (N)

X = Xl +0(X D (=) + o (X ) (Bi = Bry)- (3.35)

Zeige: Fir T >0, p> 1 gibt es ein C' = C(T, p, K) so dass
E [sup |X§N)|2p] <C(L+E[[Y[*])e”, 0<t<T, und (3.36)

s<t

E [|X§N> - XS(N)PP] <CA+eTY(1+E[[YP])(t-5)", 0<s<t<T (3.37)
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(insbesondere sind die Schranken nicht von N abhéngig). Dazu schreibe
t
|XMV)J* = Sup|Xs(N)|7 Mt(N) = f U(X[(;R)sta
s<t 0

es gilt

2p 2p

t t
X gy e [Coxyas| | [Co(x)am,
0 0

Fiir den mittleren Term beachte mit der Jensenschen Ungleichung
t 2p 1 t
(N) _ 42 (N)
fo b(x ) ds‘ e fo b(X)) ds

. t
< 421 [ |b(X[(]}7) )‘210 ds < P71 (2K)% [ 1+ (|X(N)|;)2p ds, (3.39)
0 s 0

(3.38)

2p

fiir den dritten Term beachte, dass M(N) ein (lokales) Martingal ist, mit der BDG-
Ungleichung folgt (mit einem ¢, < o)

B [sup P ] < o m [(r0) )] = o [( [ orxDas) | arm[(3 [ orxdas) ]

s<t

(3.40)
¢ ¢
< ptP! f E [UQP(X[(;}[D] ds < ¢, (2K )PPt / 1+E [(|X(N)|;)2p] ds.
0 0
(3.41)
Insgesamt ergibt sich damit aus (3.38) mit einem C < oo fiir t < T
~ t
E[(IX™)"] < C(R[yPr]+ ! f L+ E[(IX])*] ds). (3.42)
0
fir fy(t):=E [(|X(N)|t*)2p] gilt also (mit entsprechend angepasstem C' < o0)
¢
fn(t) < C(+E[[Y[>]) + Cf Fv(s)ds, (3.43)
0

woraus (3.36) mittels Gronwall-Ungleichung folgt.
Um (3.37) zu beweisen betrachten wir fiir eine Wahl von 0 < s <t < T: X, := XM
XM o<r<t-s (insbesondere X, = 0) und wenden (3.42) auf X,_, an:

E[|x - xMPpr] = E[|K, 7] < Ot - sy [Ot_s 1+ E[(1X])" ] dr (3.44)

<C(t-sy(1+ QPIE[(|X(N)|:})QP]) (3.45)

2. Schritt Sei Py = L(XM) e M;(C([0,00),R)) (wir statten C([0,00),R) mit einer

Metrik aus, die die lokal gleichméBige Konvergenz metrisiert).
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Nach dem Satz von Arzela-Ascoli sind Mengen von Funktionen des Typs

Aucrca = { F10.T) = Resupl (0] Co s [£0) = FI(E-9)" <Cal (10

<s<t<

mit « € (0,1],C},Cy < oo kompakt in C([0,T],R). Aus (3.36), (3.37) und Kolmogorovs
Momentenkriterium (Satz 1.5) ergeben sich fiir a € (0,1/2), € > 0 Konstanten C}, Cy < oo,
so dass

]l\llllf\l PN(AOz,Cl,Cz) >1-¢. (347)

Demnach ist die Familie Py (zunéchst eingeschrinkt auf das Zeitintervall [0,7']) straff,
mit dem Satz von Prohorov gibt es eine schwach konvergente Teilfolge. Lasse 1" lings N
divergieren, ein Diagonalisierungsargument zeigt:

P =w-limy_, Py, existiert fiir eine Teilfolge N}, (3.48)

3. Schritt Setze den Startpunkt Y := x( in obiger Konstruktion. P 16st das Martingalpro-
blem MP(02, b, z): Sei f € C2(R). Nach Konstruktion ist fiir jedes N der Prozess

MY = f(X) = fxo) - fo tb(X[(S]]V])V) f’(Xs(N))+%UQ(X[(gJi) FI(xXYds  (3.49)

ein Martingal, d.h. fiir 0< 81 <+ <8, <8<t g1,...,9m € Cp(R) gilt
| (a3 [T (x| 0 (3.50)
j=1

Daraus ergibt sich (mit der Stetigkeit von b, o und (3.36), um gleichgradige Integrierbar-
keit sicherzustellen) mit (3.48) auch

Ep [(f(Xt) -1 - U FO) + 30 (X)) du) fjgj(xsg] =0, (351

d.h. P 16st MP(02, b, x9).

4. Schritt Mit Satz 3.22 erhalten wir aus der Losung von MP(o2, b, () eine schwache
Loésung von (3.33). O

Bemerkung. Der Beweis funktioniert ebenso (mit leicht hoherem Notationsaufwand) fiir
Prozesse in R9.
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Kapitel 4

Markovprozesse und
Martingalprobleme

Schreibweise (vgl. auch Def. 3.20):

Definition 4.1. Seien b: R? - R? und a : R? - R messbar (und a(z) = (a;;(2))i 1.4
symmetrisch, positiv semidefinit fiir jedes x € R?), u e My (R?).

P ¢ M{(C(R,,R9)) ist Losung des Martingalproblems MP(a,b, ), wenn fiir alle
feC2(RY)

M= (X0 - 00) - [ LF(X)ds

ein Martingal unter P ist (wir schreiben X; = w(t) fiir den kanonischen Prozess auf
(C([0,00),R?),.#)) und Po X' = pu (d.h. X~ p unter P), wobei

1 & 02 d 0
Lf(y) =5 ]Zl aij(y)ayiayjf(y) + Zl bi(y)ayif(y)-

Bem. Dies ergéinzt Def. 3.20 (dort hatten wir Martingalprobleme MP(a, b, z) = MP(a, b, d,)
zu einem festen Startpunkt « € R? betrachtet). Wenn P, Losung zu MP(a, b, 2) = MP(a, b, d,,)
fiir x e R? ist, so ist P := [q Py p(dx) Losung fiir MP(a, b, 11).

Bemerkung 4.2. P 16st MP(a,b, P o X;') g.d.w. (vgl. Beweis von Satz 3.22)

E[(f(X:) - f(X,) - Sfth(Xs) ds)go(Xso)gm(Xs,)] = 0 (4.1)

fiir alle Wahlen 0 < 59 < sy << 8, =5<t, go,G1,---,m : R = R beschr. und messbar.
(Wir betrachten im Kontext von Martingalproblemen hier i.A. die ,rohe®, d.h. unver-
vollstéindigte, kanonische Filtration F; := o( X, s <t) auf Q = C(R,,RY).)

Proposition 4.3. Es gelte
Vue Mi(R),t20: P,Q Lisungen von MP(a,b,p) = PoX;'=QoX;'. (4.2)

Dann besitzt fir jedes p e Mi(R) MP(a,b, ) hichstens eine Ldsung.
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(4.2) besagt in Worten folgendes: wenn fiir je zwei Losungen zur selben Startverteilung
die Randverteilungen zu jeder vorgegebenen festen Zeit gleich sind, so sind die Losungen
bereits gleich.

Prop. 4.3 ist oft niitzlich, da man fiir (4.2) nur (zeitlich) eindimensionale Marginal-
verteilungen betrachten muss, nicht die gesamte Verteilung auf dem Pfadraum.

Beweis. Seien P, () Losungen von MP(a,b, ut). Zu zeigen ist

VjEN, 0S$1<"'<8j,B1,...,BjEB(Rd) :
P(X,, €Bi,....X,,€B;)=Q(Xs, € By,...,X,, € Bj)  (4.3)

(denn Mengen dieses Typs bilden einen n-stabilen Erzeuger von o( Xy, s > 0) auf Q = C(R,,R%).)
Wir zeigen (4.3) per Induktion iiber j: j =1 v (nach Vor.)
Sei (4.3) fiir ein j € N wahr und
0< sy <-<sj, By,...,B; e B(R?) mit P(X,, € By,...,X,, € Bj) > 0.
Definiere P € M;(C(R.,R%)) durch

{Xs, € By,...,X,, € Bj}n A)
P(X,, €By,...,X,, € B;)

?(A) = P(

und einen stetigen Prozess

Xt = Xt+5]., t>0.

SeimeN, 0<tg<t;<--<tp=t<t+h, go,g1,...,9m: R* - R beschr. und messbar.

EF[(f(XtJrh) - f(Xt) - Sfth(Xu) dU)QO(Xto)”'gm(Xtm)]
1 t+h+s;

) . ) e
" P(X. €B.,.. X, ij)IE [(F(Xianrs,) = F(Xins,) H[Sj Lf(X,)du)

X gO(XtOJrSj)---gm(Xtm+sj)1Bl(Xsl)"'lBj (ij)]
=0
nach Bem. 4.2, d.h. B B
PoX lost MP(a,b,PoX5').

(anders gesagt: X unter P st MP(a,b, P o X;).

Konstruiere analog @) (ersetze jeweils P durch @ in obiger Konstruktion), @ o X! 16st
MP(a,b, Qo X;')

Fiir B € B(R?) ist
P(X,, €Bi,....,X,, , € Bj1,X,, € BjnDB)

P(X,, €By,...,X,, € B;)

P(X,, €By,....X,, , € Bj1,X,, € BjnB)

= ) sj-1 :_X B
P(XsleBl,...,XSjij) Q( o€ )

P(XoeB) =
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nach Induktionsannahme, d.h. Po X;'= Qo X;'.
Nach Voraussetzung (4.2) gilt fiir ;.1 > s;

also fir bel. Bj,; € B(R?)

P(Xo, € By, Xy, € Bj, X, € Bjan) = Q(Xs, € Bi,. o, X, X, € By € By),

Sj+1

d.h. (4.3) gilt fir j + 1. O

Bem. Dasselbe Argument kann man verwenden um zu zeigen, dass unter Vor. (4.2) eine
Losung — falls existent — die (schwache) Markoveigenschaft besitzt.

Es kommt bei diesem Argument nicht auf die Form von L als Differentialoperator an
— insoweit ist es ein abstraktes Argument, das genauso mit dem Generator irgendeines
Markovprozesses funktionieren wiirde.

Der folgende Satz zeigt den fundamentalen Zusammenhang zwischen Markovprozessen
und Martingalproblemen.

Satz 4.4. Das Martingalproblem MP(a,b) zu a,b sei wohlgestellt, d.h. fir alle u €
M1 (R9) besitzt MP(a,b, 1) eine eindeutige Lisung.
P, sei die (eindeutige) Losung von MP(a,b,0,), v € R, setze

Sif(z) = / f(Xy) P(dX) (:: Ex[f(Xt)]), v eRY f:RY - R beschr., m.b.
Dann gilt fiir jede endliche Stoppzeit T (und x € R, f: R? - R beschr., m.b.)

E:rl:f(XTth) ‘fT:I = Stf(XT) (: EXT [f(Xt)])7 (44)

insbes. ist (X, (Py)yera) ein starker Markovprozess.

Beweis von Satz 4.4. Anmerkung: Wir verwenden ohne Beweis, dass R? 3 © — P, €
M1 (C(R,,R?)) messbar ist (vgl. z.B. Exercise 6.7.4 in D. Stroock und S.R.S. Varadhan,
Multi-dimensional diffusion processes, Springer, 1979).

Wir nehmen zunéchst an, dass 7 beschréankt ist.

Sei P eine beliebige Losung von MP(a,b) (z.B. P = P, fiir ein z € RY), A € F, mit
P(A) >0, definiere

E"[14Px, (B)]
P(A)

P (B) = BcC(R,,RY) m.b.

Es gilt fiir 0<tg<--<t,, <t<t+h, go,q1,.-.,9m : R? > R beschr. und messbar mit

D)= (F(Xe) = SO0 = [ LICG) )X+ (X0,
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(vgl. Bem. 4.2)

Eu[n(X)] = ﬁﬂy’[h fc(m,w) n(Y)PXT(dY)] =0,

=0

d.h. Py 16st MP(a,b).

Sei
~ EP[1415((Xrru)wo)] =
Py(B) = 4 o) , BcCO(R,,RY) mb.,
es ist
Efn(0)] = g [Lan((Kreaduon)] = s B [Lan((so) | 2]
= e Tt (e, E (i) = F(Kr) - T s o) | 7]
=0 (optional stopping)
=0

(denn 7 + ¢ ist n. Vor. eine beschrankte Stoppzeit), d.h. auch P 16st MP(a,b).
Weiter ist

Pi(XyeB) = ﬁEP[lAPXT(XO eB)| = ﬁEP[lAl{XTeB}] = Py(Xye B), BeB(R%).

Dies impliziert (denn n. Vor. ist MP(a,b) wohlgestellt)
Py =P,, dh EF[14Px, (B)]=EP[1a15((Xrse)0)], A€Fr,BcC(R:,RY) m.b.,
was die Behauptung ergibt.

Wenn 7 endlich, aber nicht notwendig beschénkt ist, wird im Beweis, dass Es[n(X)] =
0 gilt, noch ein Approximationsargument benotigt:

Betrachte 7y := 7 A N (dies ist beschr. Stoppzeit) und und M/ := f(X,) - f(X,) -
t
[ Lf(X,)du erfiillt
0

! f
sup ‘MTN+t+h - MTN+t| < Of(l + h)>
NeN
demnach mit dominierter Konvergenz
! ;B g !
MTN+t+h - MTN+t Nooo M7+t+h - M‘r+t7

somit

EP[(F(Xroen) ~ F(Xr) = | LFCX) du) | ]

T+t
TN +t+h
= lim B[ (F(Xogun) = F(Xr) = [ LI(X) du) | Frd]
—oo TN+t
_ 1 f f _
= ]&E}o M(TN+t+h)/\(T+t) - M(TN+t)/\(T+t) = 0.
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Korollar 4.5. Die eindeutige (starke oder schwache) Lisung X einer (autonomen) SDGI
dXt = b(Xt) dt + O'(Xt) dBt
1st ein starker Markovprozess.

Bem. [Dies gilt insbes. unter den Voraussetzungen von Satz 3.3 (b, o Lipschitz) oder von
Satz 3.17. Der Generator der zugehorigen Markov-Halbgruppe (im Sinne der Funktional-
analysis) ist dann Lf(z) = b(z) -V f(z) + 5 X, ai;(2)0;0; f (x).

4.1 Dualitat
Fiir die Frage nach der Eindeutigkeit eines Martingalproblems ist angesichts Prop. 4.3
Dualitét oft ein niitzliches und wichtiges Werkzeug.

Definition 4.6. X(®) = (Xt(x))tzo, r e Fund Y = (Yt(y))tzo, y € E’ Familien von
stochastischen Prozessen mit Werten in E bzw. in E’ (E, E’ seien polnische Rdume,

sagen wir), es gelte X(gx) =z, Yo(y) =y f.s. X und Y heilen dual mit Dualititsfunktion
H:ExE - C, wenn gilt

E[H(X",y)| =E[H(z,Y,")] Vt20,zeE, yecE"

(Wir nehmen an, dass H geeignete Messbarkeits- und Beschranktheits/-Wachstumsannahmen
erfiillt, so dass die betrachteten Erwartungswerte existieren.)

Satz 4.7. Flir jedes x € R? existiere eine Lisung von MP(a,b,d,), es gebe eine Familie
Y@, ye E' von Markovprozessen mit Werten in E' und Yo(y) =y, H:Rix E' - C m.b.
so dass E[|H($, Yt(y))” <oo fiirxeRYyeE' t>0,

{H(-,y),y € E'} sei trennend fiir My (R?),

(d.h. [ga H(z,y) p(dx) = [pa H(z,y) v(dz) fir alle y = p=v) und fir jede Lisung X
von MP(a,b,0,) gelte

E[H(X",y)] =E[H(z,Y")] Vt20,yeE" (4.5)
Dann ist MP(a,b) wohlgestellt.
Beweis. Seien X@ | X (@ Lésungen von MP(a, b)
(4.5)

D BHET® )] =E[HX, )] =E[H@ V)] viz0, e
H('7y)7 Yy e £
trennend () ()
= L(X)=L(X;") Vt=20
Prop. 4.3

= Losung eindeutig, d.h. X® dX@,

(Strenggenommen braucht es hier noch einen kleinen ,,Schlenker®, da Prop. 4.3 die Eindeutigkeit
der 1-dim. Marginalverteilungen bei beliebiger Startverteilung voraussetzt (nicht nur bei Dirac-
Verteilungen), formal: bedinge auf X bzw. X, und verwende dann regulire Versionen der
bedingten Verteilungen.) O
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Beispiel: Wright-Fisher-Diffusion und Kingman-Koaleszent
Die Losung (X;);so der SDgl

dXt = 1[0,1](Xt)\/7Xt(1 _Xt) dBt (46)

mit v > 0, Xo = 29 € [0,1], (B;)0 Brownsche Bewegung heifit die (neutrale 2-Typ-)
Wright-Fisher-Diffusion!. Sie ist ein fundamentales Modell der (theoretischen) Populati-
onsgenetik zur Beschreibung des Anteilsprozesses eines genetischen Typs in einer zwei-
Typ-Population konstanter Gréfle unter Einfluss von Zufilligkeiten im Fortpflanzungser-
folg (sogenannte , genetische Drift*).

Bem. Die Funktion o(x) = \/z(1 - x) ist nicht Lipschitz-stetig, erfiillt aber die Bedin-
gungen von Satz 3.17 (Yamada-Watanabe-Kriterium), somit besitzt (4.6) eine eindeutige
(sogar: starke) Losung und beschreibt insbesondere einen Markovprozess.

Wir brauchten also nicht Satz 4.7 fiir die Eindeutigkeit des zug. Martingalproblems
zu verwenden, aber mittels Dualitét lassen sich hier Eigenschaften der Losung (etwa
Momente von X;) leicht recht explizit bestimmen.

Seine Macht zeigt der Dualitdtsansatz hier (erst) in der mehrdimensionalen (=multi-
Kolonie) Situation im néchsten Abschnitt.

Bem. Es gilt X; € [0, 1] fiir alle ¢ > 0.
(Wir konnen also ,,salopp“ schreiben dX; = \/vX;(1 - X;) dB, sofern X € [0,1].)

Beweis. Sei 7:=inf{t >0: X, ¢ [0,1]}, ):(t := Xyar der gestoppte Prozess, wegen Pfadste-
tigkeit gilt X, € [0,1] fiir alle £ >0 und X, € {0,1} fiir £ > 7. Es ist (mit Prop. 2.38, 4) fiir

(*))

- AT % tAT - — —
X = Xonr :a:0+f0 110.7(X,) fyXS(l—Xs)st(:)x0+f0 1o (X)X, (1 - X,) dB,
t ~ ~ ~
=x0+/0 1o (X7 X(1 - X,) dB,

(denn fttM 110,17 (X )\ X(1 - X,) dB, :~O), somit ist X ebenfalls Losung von (4.6), aus
Eindeutigkeit folgt (insbes.) £(X) = £(X) und somit 7 = oo f.s. O

Zur Dualitat Sei (Y})s0 zeitkontinuierliche Markovkette auf N mit Sprungratenmatrix
Q = (Qm,n)m,neNa
(). memet
Quan=1-7(3), n=m,

0, sonst.

(Dies ist der sog. Blockzéhlprozess des Kingman-Koaleszenten.)

X und Y sind dual beziiglich H(z,n) :=a" (z €[0,1],y € N), d.h. es gilt

E[(X,)"| Xo=2] =E[2"*|Yy=n], t>0,z€[0,1],neN. (4.7)

'nach Sewall Wright (1889-1988) und Ronald A. Fisher (1890-1962)
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Beweis. Sei fyn(t) = E[(X:)" | Xo = 2], gun(t) = E[2Y]Y, = n]. Mit Ito-Formel ist

t t
(Xt)”—x"—%f n(n—1)(Xs)”-27XS(1—Xs)ds=f nX /7 Xo(1 - X)dB,
0 0

ein Martingal. Wir nehmen den Erwartungswert und finden ein Gleichungssystem fiir
fon(-): Fiir ¢ >0 ist

for(t) =2, fx,n(t):xnm(g) fo (fona(s) = fon(s))ds firn>2.  (48)

Dies ist ein System linearer Differentialgleichungen

%fz,n(t) = V(Z)(fz,n—l(t) - fm,n(”)’

das eindeutig rekursiv (bzgl. n) lésbar ist.

Andererseits 16st g,,(t) = E[2Y|Y, = n] (wegen der Kolmogorovschen Riickwértsglei-
chungen, vgl. z.B. [Ka, Thm. 12.22] oder auch Stochastik II, WS 14/15, Aufgabe 6.2)
ebenfalls

gi0en(0) = GEL ¥ =] = > QuE"] = (BL ¥ = n - 1) - B[+ ¥ = ]
= 3(5) G = g2 () (w9

und wegen L(Y;|Yy = 1) = 0; (siehe die Form der Sprungraten) ist ¢,,(¢) = x, somit gilt

Insbesondere ist E[ X; | X = z] = z,
E[(X)?| Xo = 2] = E[2"| Yy = 2] = 22P(Y; = 2| Yy = 2)+aP(Y; = 1| Yy = 2) = 22e 4z (1-e7),

also
Var[X; | Xo=2] = E[(X)?| Xo=z] -2? = (1 —e")z(1 - 2)

und die ,erwartete Heterozygositat® zur Zeit ¢ ist
E[2X;(1-X;)| Xo=2]=22(1 -x)e .

Beispiel: Interagierende Wright-Fisher-Diffusionen und struktu-
rierter Kingman-Koaleszent

Wir betrachten den N-dimensionalen Prozess (X;(1),..., X;(N))ss0, Losung von

AX,(0) = VAR (= X dBA0) + 3 m G i) (XG) - X)) de, =1, N (1.10)

=1

.....

>;m(i,j) =0), wobei (B(1))s0- -, (Bi(N))wo N wa. Brownbewegungen.
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Bem. Man kann zeigen, dass (X¢(1),...,X;(N)) € [0,1]¥ fiir alle ¢ > 0 gilt, sofern es

fir ¢t = 0 erfiillt ist.

Sei (Y;) zeitkont. Markovkette auf E’ = (Ny)¥, Sprungratenmatrix (wir schreiben

E"5y = (y(i))ies, etc.)

y(i)m(j,1), falls y' = y — 1(;y + 1y, fiir gewisse i # j,
Q.. = ’y(y(;)), falls y' =y — 1,y fiir ein 1,
S ((mG i) =4 (")), falls y' =y,
0, sonst

Zur Dualitit Fiir z € [0,1]V, y € (Ng)¥ sei
N .
H(z,y):=a¥:=[]z(i)®.

i=1

Es gilt

E[XY | Xo = 2] = E[H(X:,y) | Xo = 2] = E[H(2,Y;) | Yo = y] = E[2" [ Yy = y]

Beweis. Sei

foy(t) = E[(X1)"]| Xo = 0] = E[H (X3, y) | Xo = «],
Goy(t) = E[2" Yo = 0] = E[H (2,Y}) | Yo = y]

fiir z € [0, 1]V, y € (Ng)V. Es ist

B NPT
8m—(z)H(x’y):y(l)x G, (91:(2)2

H(ay) =2(") )2,
mit [to-Formel ist also

X7 =Xt 18 pmG G0 - X)X ds

_ ZEV; fo ty(y(;))xg"”“} X.(1)(1 - X.(i)) ds

ein Martingal. Nehme Erwartungswerte und erhalte

fx,y(t) =¥+ fot Z y(i)m(J, i)(fx,y—l{i}+1{j}(5) - fx,y(s)) ds

3,J=1

+ f0t7§; (y(;))(fw,y—l{i}(s) = feals))ds

(4.11)

(4.12)

(4.13)

(mit Randbedingung f, (00,.,0)(t) = 1). Dieses lineare (Differential-)Gleichungssystem
(hier in integrierter Form notiert) ldsst sich — wenigstens im Prinzip — mit Induktion

iiber ¥V, y(i) eindeutig l6sen.
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Andererseits 16st g, ,(t) (wiederum wegen der Kolmogorovschen Riickwértsgleichun-
gen) ebenfalls

0= GEHE M=) = S QuEH(Y)|Yi=y)
- Z::ly(i)m(j,i)(gm,y_l{ml{j}(s) - gw,y(s)) + 27(y(2i))(9w,y—1m(5) - gz,y(s))

(4.14)

(mit Startwerten g,,(0) = ¥ und Randbedingung g, (0,,..,0)(t) = 1). Somit gilt g, ,(t) =
Juy(t), d.h. (4.12). ]

Da die Funktionenfamilie H(-,y), y € (Ng)¥ trennend fiir M;([0,1]") ist, ist nach
Satz 4.7 die Losung von (4.10) (zumindest in Verteilung) eindeutig.
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