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Blatt 1

Aufgabe 1.1 Für Z „ N p0, 1q und differenzierbares f : RÑ R gilt

ErZfpZqs “ Erf 1pZqs

(sofern ZfpZq und f 1pZq integrierbar sind), insbesondere gilt

ErZ2ns “ p2n´ 1q ¨ p2n´ 3q ¨ ¨ ¨ 3 ¨ 1 “
p2nq!

2nn!
, n P N.

Aufgabe 1.2 Sei pWtqtě0 eine 1-dim. standard-Brownsche Bewegung. Bt :“Wt´tW1, t P r0, 1s.
Beweisen Sie einige (oder wenn Sie möchten auch alle) der folgenden Aussagen:

1. pBtqtPr0,1s ist ein zentrierter Gaußscher Prozess mit stetigen Pfaden und Kovarianzfunktion

CovrBs, Bts “ ps^ tqp1´ ps_ tqq, s, t P r0, 1s.

(pBtqtPr0,1s ist eine Brownsche Brücke.)

2. pBtqtPr0,1s und W1 sind unabhängig.

3. L
`

pWtq0ďtď1

ˇ

ˇ |W1| ă ε
˘

ùñ L
`

pBtq0ďtď1

˘

für εÑ 0.

4.
`

p1` tqBt{p1`tq
˘

tě0

d
“
`

p1` tqB1{p1`tq

˘

tě0

d
“pWtqtě0.

5. Sei rBt :“ p1´ tqWt{p1´tq, t P r0, 1s. Es gilt pBtqtPr0,1s
d
“p rBtqtPr0,1s

6. Zeitumkehr: ĂWt :“W1´t´W1, 0 ď t ď 1 ist ebenfalls BB, weiterhin ist pBtqtPr0,1s
d
“pB1´tqtPr0,1s.

7. Sei Xt :“ e´tWe2t , t P R. X “ pXtqtPR ist zentrierter Gaußscher Prozess mit Kovarianzfunk-
tion CovrXs, Yts “ expp´|t´ s|q. X ist stationär, d.h. X “dpXtqt`hPR für jedes h P R.
(X ist ein (stationärer) Ornstein-Uhlenbeck-Prozess.)

Aufgabe 1.3 Sei pBtqtě0 Brownsche Bewegung, t ą 0, für n,m P N, m ď n sei spn,mq :“ tm{2n

und Dn,m :“ Bspn,mq ´Bspn,m´1q.
a) Zeigen Sie

ÿ

nPN
E
”´

2n
ÿ

m“1

D2
n,m ´ t

¯2ı

ă 8 und lim
nÑ8

2n
ÿ

m“1

D2
n,m “ t f.s.

[Hinweis. Verwenden Sie die Chebyshev-Ungleichung, um aus der linken Abschätzung zu folgern,
dass

ř

nPN
P
´

ˇ

ˇ

ř2n

m“1D
2
n,m ´ t

ˇ

ˇ ą ε
¯

ă 8 für jedes ε ą 0, dann ein Borel-Cantelli-Lemma.]

b) Folgern Sie: Für γ ą 1{2 ist

sup
0ďuăvďt

|Bv ´Bu|

pv ´ uqγ
“ 8 f.s.,

d.h. die Pfade sind auf r0, ts f.s. nicht Hölder-stetig der Ordnung γ.

[Hinweis. Auf dem Ereignis
 

sup0ďuăvďt |Bv ´Bu|{pv ´ uq
γ ă c

(

gilt
ř2n

m“1D
2
n,m ď 2nˆpctγ2´nγq2 “

c2t2γ2np1´2γq, was a) widerspricht.]


