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Blatt 2

Aufgabe 2.1 Sei N “ pNtqtě0 ein Poissonprozess auf R` mit Rate λ ą 0, d.h. N0 “ 0, N hat
unabhängige Inkremente (Nt`h ´Nt ist u.a. von Ft :“ σpNs : s ď tq für t, h ě 0), Nt`h ´Nt „
Poispλhq für t ě 0, h ą 0.

Dann ist Mt :“ Nt ´ λt ein Martingal, und ebenso ĂMt :“M2
t ´ λt, t ě 0.

Aufgabe 2.2 Sei pBtqtě0 eine eindimensionale Standard-Brownsche Bewegung.
a) Zeigen Sie: Für σ P R ist

`

exppσBt´
1
2σ

2tq
˘

tě0
ein Martingal, und für τa :“ inftt ě 0 : Bt “ au,

a P R, gilt
Ere´λτas “ e´|a|

?
2λ.

(Zusatz: Folgern Sie, dass τa die Dichte

|a|
?
2π
e´a

2
{p2tqt´3{2, t ą 0.

besitzt. Bericht: Dies ist eine (einseitige, strikt) stabile Verteilung zum Index 1{2 mit Lévy-Maß
νpdyq “

`

|a|{
?
2π

˘

y´3{21p0,8qpyq dy.)

b) Seien a, b ą 0, rτa,b :“ inftt ě 0 : Bt ´ at “ bu (rτa,b ist Stoppzeit mit Werten in r0,8s). Zeigen
Sie

Ere´λrτa,bs “ exp
`

´ ab´ b
a

a2 ` 2λ
˘

, λ ě 0

und folgern Sie

Pprτa,b ă 8q “ e´2ab, sowie suptBt ´ at : t ě 0u
d
“Expp2aq.

Aufgabe 2.3 Sei f : R` Ñ R messbar und lokal beschränkt, pBtq Standard-Brownbewegung
(somit ist der – deterministische – Prozess pfptqqtě0 in LpBq) und

Zt :“

ż t

0

fpsq dBs, t ě 0.

Zeigen Sie: pZtq ist ein zentrierter Gauß’scher Prozess mit Kovarianzfunktion

cps, tq :“ CovpZs, Ztq “

ż s^t

0

f2puq du, s, t ě 0

und Mt :“ exp
`

Zt ´
1
2cpt, tq

˘

, t ě 0, ist ein Martingal.
[Hinweis. Betrachten Sie zunächst den Fall, dass f eine stückweise konstante Funktion mit endlich
vielen Sprungstellen ist.]

Aufgabe 2.4 a) (Zur Schwierigkeit eines „naiven“ stochastischen Integrals, etwa bezüglich der
Brownschen Bewegung). Sei g P Cpr0, 1sq, für f : r0, 1s Ñ R sei

Snpfq :“
2n´1
ÿ

k“0

f
`

k
2n

˘

´

g
`

k`1
2n

˘

´ g
`

k
2n

˘

¯

. (1)

Zeigen Sie:

lim
nÑ8

Snpfq P R existiert für jedes f P Cpr0, 1sq ùñ sup
nPN

2n´1
ÿ

k“0

ˇ

ˇg
`

k`1
2n

˘

´ g
`

k
2n

˘ˇ

ˇ ă 8.

b.w.



[Hinweis. Fassen Sie die Frage funktionalanalytisch auf: X :“ Cpr0, 1sq, ausgestattet mit der
Supremumsnorm || ¨ ||8, ist ein Banachraum, ebenso Y :“ R, ausgestattet mit dem Betrag, Sn :
X Ñ Y ist ein stetiger linearer Operator.

Der Satz von Banach-Steinhaus (siehe z.B. E. Hewitt, K. Stromberg, Real and abstract analysis,
Springer, 1965, Cor. (14.24)) besagt: Wenn für jedes f P X gilt supn |Snpfq| ă 8, so gilt auch
supn ||Sn|| ă 8, wobei ||Sn|| :“ supfPX, f‰0 |Snpfq|{||f ||8 die Abbildungsnorm von Sn bezeichnet.

Konstruieren Sie für jedes n ein fn P Cpr0, 1sq mit fnpk{2nq “ sgn
`

g
`

k`1
2n

˘

´ g
`

k
2n

˘˘

und
||fn||8 ď 1, was ist dann Snpfnq?]

b) (Eine „Baby-Version“ des Young-Integrals) Für α P p0, 1s und f : r0, 1s Ñ R sei ||f ||Cα :“
sup0ďsătď1 |fptq ´ fpsq|{pt´ sq

α die α-Hölder-Norm und Cα :“ tf : r0, 1s Ñ R | ||f ||Cα ă 8u der
Raum der α-Hölder-stetigen Funktionen (auf r0, 1s).

Seien α, β P p0, 1s mit α` β ą 1, f P Cα, g P Cβ . Zeigen Sie: Für Snpfq aus (1) gilt

|Sn`1pfq ´ Snpfq| ď 2´α´β ||f ||Cα ||g||Cβ 2
´pα`β´1qn (2)

und folgern Sie, dass
Spfq :“ lim

nÑ8
Snpfq

existiert und
sup

!

|Spfq|

||f ||Cα
: 0 ă ||f ||Cα ă 8

)

ă 8

erfüllt.
[Hinweis. Für (2) beachten Sie, dass

!

f
`

2k
2n`1

˘

´

g
`

2k`1
2n`1

˘

´ g
`

2k
2n`1

˘

¯

` f
`

2k`1
2n`1

˘

´

g
`

2k`2
2n`1

˘

´ g
`

2k`1
2n`1

˘

¯)

´ f
`

k
2n

˘

´

g
`

k`1
2n

˘

´ g
`

k
2n

˘

¯

“

´

f
`

2k`1
2n`1

˘

´ f
`

2k
2n`1

˘

¯´

g
`

2k`2
2n`1

˘

´ g
`

2k`1
2n`1

˘

¯

gilt.]


