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Blatt 1

Aufgabe 1.1 (fiir Freunde der partiellen Integration) Fiir Z ~ A(0,1) und differen-
zierbares f : R — R gilt
E[Zf(2)] = E[f(2)]

(sofern Zf(Z) und f'(Z) integrierbar sind), insbesondere gilt

E[Z>"] = (2n—1)-(2n—3)---3-1 = (2n)!

= S n e N.

Aufgabe 1.2 (nicht nur fiir Seminarteilnehmer) Sei N € N, wir betrachten eine zeit-
diskrete Markovkette X (V) = (X_(EN))geN0 auf {0,1,..., N}, wobei

£(xN) | xN = 2) = Bin(N, 2/N)

gilt (man nennt dies auch ein Wright-Fisher-Modell' mit Populationsgroke N).

a) Zeigen Sie, dass X (N) ein Martingal ist (beziiglich der von ihm selbst erzeugten Filtration)
und nutzen Sie dies, um

P(XN) = N fiir ein g € No | X" = z)

zu bestimmen.
b) Berechnen Sie

SRmREL AP

Hinweis: Betrachten Sie zunéchst g = 1.

Aufgabe 1.3 (eine Pralinenschachtel zur Brownschen Bewegung) Sei (W,);>¢ eine
1-dim. standard-Brownsche Bewegung. B, := W; — tWy, t € [0, 1]. Beweisen Sie einige (oder
wenn Sie mochten auch alle) der folgenden Aussagen:

L. (Bt)ie[o,1] ist ein zentrierter Gaukscher Prozess mit stetigen Pfaden und Kovarianzfunk-
tion

Cov[Bs,Bi] = (s at)(1—=(svt)), s,tel0,1]
((Bt)e[o,1] ist eine Brownsche Briicke.)
2. (Bt)sefo,1) und Wy sind unabhéngig.
3. L((Wi)ose<t | [Wh] <€) = L((Br)o<i<1) fiir e — 0.

!Nach Sewall G. Wright (1889-1988) und Ronald A. Fisher (1890-1962). Eine denkbare Interpretation als
Populationsmodell: Eine Population entwickelt sich in diskreten Generationen, jede Generation besteht aus N
Indidviduen, die zwei verschiedene Typen haben konnen (sagen wir, Typ 0 und Typ 1), XS(,N) bezeichne die
Anzahl Typ 1-Individuen in Generation g. Die Nachfolgegeneration g + 1 wird so gebildet, dass fiir jedes der
N Individuen unabhingig und uniform ein Elternindividuum aus Generation g gewéhlt wird, das Kind erhélt
den Typ des Elters.
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. Sei By = (1= t)Wy_y, t € [0,1]. Bs gilt (By)refo,1) =(Be)efo]

. Zeitumkehr: f/IV/t = Wiy — W1, 0 <t <1 ist ebenfalls BB, weiterhin ist
d
(Bt)iefo,1) =(Bi—t)efo,1]

. Sei Xy := e W, t € R. X = (Xy)ser ist zentrierter Gaufscher Prozess mit Kovari-
anzfunktion Cov[Xs, X;] = exp(—|t — s|). X ist stationiir, d.h. X =4(X;)s, e fiir jedes
h e R.

(X ist ein (stationdrer) Ornstein-Uhlenbeck-Prozess.)



