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Aufgabe 1.1 (für Freunde der partiellen Integration) Für Z „ N p0, 1q und di�eren-

zierbares f : RÑ R gilt

ErZfpZqs “ Erf 1pZqs

(sofern ZfpZq und f 1pZq integrierbar sind), insbesondere gilt

ErZ2ns “ p2n´ 1q ¨ p2n´ 3q ¨ ¨ ¨ 3 ¨ 1 “
p2nq!

2nn!
, n P N.

Aufgabe 1.2 (nicht nur für Seminarteilnehmer) Sei N P N, wir betrachten eine zeit-

diskrete Markovkette XpNq “ pX
pNq
g qgPN0 auf t0, 1, . . . , Nu, wobei

L
`

X
pNq
g`1

ˇ

ˇXpNq
g “ x

˘

“ BinpN, x{Nq

gilt (man nennt dies auch ein Wright-Fisher-Modell1 mit Populationsgröÿe N).

a) Zeigen Sie, dass XpNq ein Martingal ist (bezüglich der von ihm selbst erzeugten Filtration)

und nutzen Sie dies, um

P
`

XpNq
g “ N für ein g P N0

ˇ

ˇX
pNq
0 “ x

˘

zu bestimmen.

b) Berechnen Sie

E
”X

pNq
g

N

N ´X
pNq
g

N

ˇ

ˇ

ˇ
X
pNq
0 “ x

ı

Hinweis: Betrachten Sie zunächst g “ 1.

Aufgabe 1.3 (eine Pralinenschachtel zur Brownschen Bewegung) Sei pWtqtě0 eine

1-dim. standard-Brownsche Bewegung. Bt :“ Wt ´ tW1, t P r0, 1s. Beweisen Sie einige (oder

wenn Sie möchten auch alle) der folgenden Aussagen:

1. pBtqtPr0,1s ist ein zentrierter Gauÿscher Prozess mit stetigen Pfaden und Kovarianzfunk-

tion

CovrBs, Bts “ ps^ tqp1´ ps_ tqq, s, t P r0, 1s

(pBtqtPr0,1s ist eine Brownsche Brücke.)

2. pBtqtPr0,1s und W1 sind unabhängig.

3. L
`

pWtq0ďtď1
ˇ

ˇ |W1| ă ε
˘

ùñ L
`

pBtq0ďtď1
˘

für εÑ 0.

1Nach Sewall G. Wright (1889�1988) und Ronald A. Fisher (1890�1962). Eine denkbare Interpretation als
Populationsmodell: Eine Population entwickelt sich in diskreten Generationen, jede Generation besteht aus N
Indidviduen, die zwei verschiedene Typen haben können (sagen wir, Typ 0 und Typ 1), X

pNq
g bezeichne die

Anzahl Typ 1-Individuen in Generation g. Die Nachfolgegeneration g ` 1 wird so gebildet, dass für jedes der
N Individuen unabhängig und uniform ein Elternindividuum aus Generation g gewählt wird, das Kind erhält
den Typ des Elters.
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4.
`

p1` tqBt{p1`tq

˘

tě0

d
“
`

p1` tqB1{p1`tq

˘

tě0

d
“pWtqtě0.

5. Sei rBt :“ p1´ tqWt{p1´tq, t P r0, 1s. Es gilt pBtqtPr0,1s
d
“p rBtqtPr0,1s

6. Zeitumkehr: ĂWt :“W1´t ´W1, 0 ď t ď 1 ist ebenfalls BB, weiterhin ist

pBtqtPr0,1s
d
“pB1´tqtPr0,1s

7. Sei Xt :“ e´tWe2t , t P R. X “ pXtqtPR ist zentrierter Gauÿscher Prozess mit Kovari-

anzfunktion CovrXs, Xts “ expp´|t´ s|q. X ist stationär, d.h. X “dpXtqt`hPR für jedes

h P R.
(X ist ein (stationärer) Ornstein-Uhlenbeck-Prozess.)
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