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Aufgabe 2.1 (Quadratische Variation der Brownschen Pfade und eine Folgerung
zu Holder-Eigenschaften) Sei (B;)i>( eindimensionale Standard-Brownsche Bewegung,
t >0, fiir n,m e N, m < n sei s(n,m) :=tm/2" und Dy m := Bs(nm) — Bsnm—1)-

a) Zeigen Sie
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[Hinweis. Verwenden Sie die Chebyshev-Ungleichung, um aus der linken Abschitzung zu fol-

gern, dass <‘ ZTL —t| > 5) < oo fiir jedes € > 0, dann ein Borel-Cantelli-Lemma. |

b) Folgern Sie: Fiir v > 1/2 ist
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d.h. die Pfade sind auf [0, ¢] f.s. nicht Holder-stetig der Ordnung ~.
[Hinweis. Auf dem Ereignis {supgc,<y<;|Bv — Bul/(v —u)? < ¢} gilt 23:=1 D%, <2"x
(ct7277)2 = 2¢2727(1-27) was a) widerspricht.]

Aufgabe 2.2 (,,Ernte* aus der Brownschen Bewegung abgeleiteter Martingale) Sei
(B¢)t=0 eindimensionale Standard-Brownsche Bewegung.

a) Zeigen Sie: (B? — t);>o ist ein Martingal und fiir a,b > 0 gilt mit 7 := inf{t > 0 : B; =
—a oder By = b}

P(B, = b) = QLH) E[r] = ab.

b) Zeigen Sie: Fiir o € R ist (exp(cB; — %GQt))t>0 ein Martingal, und fiir 7, := inf{t > 0
B; = a}, a € R, gilt
E[e ] = e~lalV2A,

c) Folgern Sie aus b): 7, ist (einseitig strikt) stabil zum Index 1/2 mit Lévy-Maf v(dy) =
(|a|/\/27r) —3/21 (0,0)(y) dy, die Dichte von 7, ist

’ ‘ 2t)t—3/2 t>0.
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d) Seien a,b > 0, Tqyp := inf{t = 0 : By — at = b} (74, ist Stoppzeit mit Werten in [0, c0]).
Zeigen Sie

E[e~*a0] = exp (—ab—bVa%2+2)), A=0
und folgern Sie

P(F,p < ) = e 2%, sowie sup{B; —at :t > 0} 4 Exp(2a).



